Vektorgeometri

En vektor v kan representeras genom pilar fran en fotpunkt A till
en spets B.

- % - I’ - .
Tva pilar /ﬁ A'B’ tilllhér samma vektor om de har samma riktning
och samma langd.

N B
Vi skriver vV = /ﬁ =AB

A/



Vektorsumma v 4+ w:

Representera Vv, w genom
pilar sidana att spetsen av
pilen till vV blir fotpunkten av

—

pilen till w.

Om A ar fotpunkten av pilen
till vV och C spetsen av pilen

till w, satt
7+ w=AC.

Observera att v+ w = w + v:




Produkt av en vektor vV med en skalar k € R:

» k > 0: strackning med k

» k < 0: strickning med —k
och riktningsbyte

<

Vi skriver —V = (—=1)V

Differensen v — w konstrueras alltsé pa foljande satt:
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Vektorer i koordinater:

Antag att vi har valt ett ratvinkligt koordinatsystem. L&t /ﬁ
representera vV dar A = (x1,y1), B = (x2,2). D& tar vi som Vs

komponenter
- <V1> (Xz - X1>
vV = =
V2 Y2—n
Y2 7 B = (x, y2)
v
e A= (x1, 1)
% %
X1 X2

Anmarkning: S& vitt som mojligt skriver vi kolumnmatriser for
vektorer och radmatriser fér kolumner.



Vektorkalkyl:
e = () () - (o)
V2 w2 V2 + wp
o= a(2) - ()
Vo kV2

Det tredimensionella fallet behandlas analogt!



Exempel 1 Bestam fotpunkten A for pilen med spets i
B = (3,0, —5) som representerar

Losning  For A = (x,y, z) giller

3—x 4
0—y 2@2\7: -2 = A=(-1,2,-4)
—-5—z -1



Exempel 2 Betrakta en klocka

med pilar v; ritade fran centrumet
till varje timme . Vio
Vad ar Vi + Vo + ... + Vi1 + 2V4o? \7%
Z
V6
Losning

— —

Vot .+ Vi + 2V = (A + o+ ...+ Vir + Vi2) +Vao

= (Vi + ) + (Vo + Vg) +..+(V6 + Vi2)

=0 =0 =0



Norm av vektorer

Langden av v kallas ocks& for v:s norm ||V||. Pytagoras lag ger

» i planet: ||V]| = \/m dar v = (2)

y

IVI[? = v + v



Vi

> irymden: V]| =/Vi4+vi+Vvidirv=|w

v3
z

<

|V]|? = v + d? och d? = vZ + v

Vektorer av langd 1 kallas for enhetsvektorer. Det galler:
[Vl = K[ [IV]].



1
Exempel 3 Latv=| -1
2

a) Berdkna ||V]].

b) Bestdm enhetsvektorn v som har motsatta riktningen som v.

Losning

a) IVl = 12+ (-1)2+ 22 = V6.

b) v = —%\7 har motsatta riktningen och
1l = Il = Zevll == Zl IVl = 1.

6~
=v6



Skalarprodukt

Skaldrprodukten 7 @ V av tva vektorer i, V 3r definierad genom

u2 V2

. O R uy - %1
> iplanet: Fe V= uvy + upvy dir i = , V=

> irymden: eV =u1vi+ vy + U3v3

ux Vi
dard=|w]|, V=1{w
u3 V3

Viser: iei=|i?



Samband med vinkler: 0,1

sin(a)y— - -
Geometrisk definition
av sinus och kosinus:
e
cos(a) (1,0) x

For en vektor 7 i planet
som har vinkeln o tagen
ifr&n den positiva x-axeln
giller




Lat &7 = || <c°s("‘)>, v

sin(a)

1 (39)

gev = |dl| |v| <cos(a)cos(6)—i—sin(a)sin(ﬂ))

= [lall VIl cos(a = )

Da giller

<y




Resultat:  |ife v = ||i] [|7] cos(0)]

dar 6 € [0, 7] &r vinkeln mellan & och V.

Anmarkning: Eftersom cos(f) = cos(—6) spelar det ingen rol om
vi mater vinkeln frén & till v eller tvartom.

Sambandet galler ocksa for vektorer i rymden!



g\
<y

<{

0§6<g = Jev>0
g
9:% — Tev=0 p
v
u
T S
> 0<nm — udev<0

Vektorer med e V = 0 3r ortogonala. Vi skriver ocksd 71 V.

<t



Exempel 3 (forts) Bestdm vinkeln 6 mellan vV och &= | 1

Lésning: ||V] = v22 +12 +12 = /6.

ifeV 1-2 -1)-14+2-1 1
gev +(-1)-1+ _1 L

cos(f) = T
lal[vIl V616 2 3

Exempel 4 Hitta alla enhetsvektorer som ar ortogonala mot

- (1)

Varje vektor som &r ortogonal mot & &r en multipel av v. Eftersom
| V]| = V124 22 = /5 &r alla enhetsvektorer som &r ortogonala
mot & vektorerna

+

V.

=



Vektorprodukt i rymden

1 0 0
Vektorerna 7=10], 7=11], k=
0 0 1
kallas for standardenhetsvektorer.
%1
Varje vektor v = | vo | skrivs pa ett unikt sitt som
v3

V= V1’T—|— V2j—i— V3k.



Vi definiera vektorprodukten genom ' x 7= 7x 7= kx k=0,

Tx 7=k, TxT=—k, k 7
Fxk=17 kxj=-7,
kx7=7  Txk=-7

T

och utvidgar den genom den distributiva lagen

Fxv = (Ulf—i- ug+ U3/?)><(V1’f—|— )+ V3E)
= (uvavz3 — uzn)7T+ (uzvi — t1v3)7+ (u1va — upvyi)k
usv3z — U3vp
= uszvy — ui1vs
uivp — uxva



Minnesregel:  Man far ratt formel genom att utveckla

u i v
det (w2 v 7
uz v3 k

langs sista kolumnen.



Viktiga egenskaper:
(1) dx VLdoch i x VLv.
(2) Riktningen av & x V ges genom tre fingerregeln

U x v (langfinger)

(3) ||& x V|| = arean av det parallellogram som spans av
i och v



Beuvis:

—

(1) Man kollar latt e (dx V) =Ve(dx V)=
(3) area(P)=gh

dir g = [|a]],
h = || V]l sin(a)].

1alf2[|7]|? ( sin(a))*
112172 (1 — cos®(«))
(*)

= @R - (Fev)? @

— (area(P)) ’

| V|2

Identiteten (x) kallas for Lagrangeidentitet. Man kan kolla den
direkt. OJ



Foljd:
(1) Om &, v # 0 &r parallella (d.v.s. att de ar skalira
multipler av varandra) dd &r ' x v =10

(2) ixi=0

— —

(3) Ux V= —Vx ideftersom & x V, V x i har samma

langd och motsatta riktningen

Anmirkning: | allminheten ar (7 x V) x w #£ I X (V X W).
Exempel: (ix ) xj=—-7T#0=7x (J'x
pel: (V< J) <] # Rt

— —

=k =0

Vidare raknelagar for vektorprodukten hittas i Anton/Rorres,
Theorem 3.5.1 och 3.5.2.



Exempel 5 Bestdm arean till triangeln T med horn i
P1 =(2,2,0), P, =(-1,0,2), P3 =(0,4,3).

LGsning
1
area(T) = L. ( arean av parallﬂellogrammet )
2 som spanns av P1P,, P1P3
1 — —
= E”Plpz X P1P3||.
—1-2 -3 0-2 -2
PiPh=]0-2]=1|-2], PiPs=14-2|=1| 2
2-0 2 3-0 3
— —10 15
= PP, x Pi1P3 = 5 - area(T) = ?
—10



Exempel 6 Hitta en vektor som &r ortogonla mot bada

-3 -2
G=|-2)ochv=]| 2
2 3
—10
Losning  Enligt Exempel 53rdx v=1| 5
—10
—-10 2
Allts3 3r t.ex. —1 5 = | —1 | en sadan vektor.

5
—10 2



Geometrisk tolkning av determinanter av 2 x 2- och
3 X 3-matriser:

Sats:

(1) For vektorer i, v i planet galler

| det(d, V)| = area av det parallellogram
som spans av i, vV

(2) For vektorer i, v, w i rymden géller

—

| det(d, vV, w)| = volymen av den parallellepiped
som spans av i, vV, W



Bevis: Forst visar vi vol(P) = |7e (V x w)|.
A0xw

h______.

<y

3!

l]] | cos(6)

<!

e (V x W)

[V > w|

vol(P) = Gh dir G = ||V x W[, h =



(2) Identiteten det(d, v, w) = e (V x w) kan visas genom direkt
rakning

1 0 O
(1) det(d,v) =det [0 w1 vy |, anvdnd (2)
0 w w

Anmarkning: 7e (V x w) kallas for trippelprodukten.



Exempel 7 Lat 7 = <_21> i = (;)

3 1 0
_’1 = 72 1 ‘72 = 4 ' ‘73 = 3
5 4 2

Bestim

a) arean av det parallellogram som spanns av iy, U i planet
b) arean av det parallellogram som spinns av v, V3 i rymden

c) volymen av det parallellepiped som spanns av Vi, v, V3 i
rymden



Losning

a) arean = ‘det(ﬁl,ﬁz)‘ = ‘det (_21 :13) ’ =5

4.2 (-4)-3 20
b) Vo X v3 = (—4)-0—1~2 = -2
1-3—-4-0 3

= arean = ||h x 5] = /202 + (—2)2 + 32 = /413

c) volymen = |det(vi, v, \73)‘ = ‘det -2 4 3||=49
5 —4 2



Linjer i planet
Tvé viktiga satt att beskriva en linje i planet dr genom

(1) en ekvation
(E) ax+by+c=0
dar &tminstone ett av talen a, b dr # 0,

(2) en punkt Py = (xo, o) och en riktning v # 0. Det leder till
parameterframstallningen

X =X+ twny
) {32
Y=Y +tw

med t € R.




Anmérkning: (P) betyder att en punkt P = (x, y) ligger pa linjen
om det finns ett tal tg s&dant att P = Py + tovV. Observera att vi
har tolkar

punkt + vektor = punkt.

e
v

Po

Man brukar dock anvanda vektornotation:

()= (e (2) e



En vektor @ # 0 som ir ortogonal mot linjen ¢ kallas fér
normalvektor till £.

Sats: <Z> ar en normalvektor till linjen
l:ax+ by +c=0.



Bevis: Lat P; = (x1,y1), P2 = (x2,y2) € ¢, d.v.s.

ax1 + by +¢c =
ax; +byp+c = 0

e s
Eftersom Py P, visar langs ¢ racker det att visa P1P, e (Z) =0.

Sy
(9

Py

— a . Xo — X1 a
Fifae <b> - (yz —y1> ’ (b)
= a(x2 — x1) + b(y2 — y1)
= (axa+ by)—(ax1 +by1) = 0 O




Exempel 8 Bestim en ekvation for den linjen som har
parameterframstallningen

X 8 -3
(y) _ <2>+t<4>, reR.
Losning Vi loser ut t ur ekvationen till den férsta koordinaten
och satter in den i ekvationen till den andra koordinaten.
x—38
-3

y:2+< )4 < 4x+3y—-38=0



Exempel 9 Bestam en parameterframstillning for linjen

3x+y—-2=0

Losning Vi satter t.ex. x = t vilket ger y = =3t 4+ 2. En
parameterframstallning ar alltsd

()= (i) = (@) ()

dar t € R.



Linjer i rymden

| rymden kan vi inte langre beskriva en linje genom en enda
ekvation.

Exempel: z = 0 ger xy-planet.

V4

4

Déaremot kan vi fortfarande anvinda parameterframstallningen.



Exempel 10 Bestim en parameterframstillning for linjen genom
punkterna P; = (0,1,1), P, = (1,0,3).

1-0 1
Losning 3175; =|10—-1| = | —1] &r en riktningsvektor till
3-1 2
linjen. Alltsd &r en parameterframstallning
X 0 1
y|l=|1])+¢t] -1
z 1 2

dar t € R.



Plan i rymden

Ett plan i rymden kan bl.a. beskrivas genom

(1) en ekvation
(E) ax+by+cz+d=0
dar &tminstone ett av talen a, b, ¢ ar # 0,

(2) en punkt Py = (xo, Y0, 20) och tva icke-parallella riktningar

—

u, v. Vi far parameterframstallningen

X = Xp + tu; + sv;
(P) Y =yo+tup+sw
z =2y + tuz + sv3

med s, t € R.



En vektor i # 0 som ir ortogonal mot ett plan 7 kallas fér
normalvektor till 7.

a
Sats: | b | &r en normalvektor till planet

c
miax+ by +cz+d=0.

Tva plan ar parallella om deras normalvektorer ar parallella. De ar
ortogonala om normalvektorerna &r ortogonala.



a
Sats Lata=|[b

c
vara en normalvektor till ett plan 7 och Py = (xo, Y0, 20) € m. D3
ar planet given genom ekvationen

ax+by+cz=d
dar d = axg + by + czg. 7

Beuvis: Eftersom i ar en normalvektor till = giller

0 =
X — Xg Po

a

= bl e Y=Y P e
C Z— 2

= a(x —x) + by — y0) + x(z — 20)

foralla P=(x,y,z) en

= ax+ by + cz=axy+ by + cz
—_————
=:d



Exempel 11  Bestim en ekvation for planet som innehéller
punkterna P; = (1,2,3), P, = (1,1,1), P3 =(2,-1,0).

Losning  Vektorn

i = PP x P3P,
1-1 1-2 0 -1 3
= [1-2)x|1-(CD]=|-1]x|2]|=]2
1-3 1-0 2 1 -1

. =75 e R .
ar ortogonal mot PP, och P3P5, alltsd mot planet. En ekvation
for planet dr given genom

3-x4+2-y+(-1)-z+d=0
dar d f3s genom att sitta in t.ex. Ps:

—d=3-14+2-2+(-1)-3=4
Detta ger som resultat

3x+2y—z=4



Exempel 12  Bestim skirningen mellan

e 3x+2y—4z—-6=0
T ! x—3y—2z—4=0

3 1
Lésning  Planen har normalvektorer iy = | 2 |, mo= 1| -3,
—4 —2

vilka inte ar parallella. Planen ar darfor inte heller parallella, vilket
innebdr att de skar varandra i en linje.



For att bestimma skdrningslinjen anvander vi Gausselimination.
ddera (-3) rad
1 -3 —2|4\ enthradl 1 3 o 4
3 2 —4|6 0 11 2| -6

L rad2 (1 -3 -2 4)
6
11

2
0 1 3
16 6
ek
=y Y = “ut-i
z t
eller
26 16
X 11 11
_ 6 2
z 0 1

dar t € R.



Exempel 13  Givna planet 7 : x — 2y + 3z = 0 och punkten
Po=(1,1,1).

a) Bestdm den linje genom Py som &r vinkelrdt mot .

b) Bestim den punkt dar linjen skar planet.

Losning

1
a) v= [ —2] &r ortogonal mot 7.
3

Alltsd ar en parameterframstillning av linjen

x = 1+t
y = 1-2t
z = 143t

dar t € R.



b) Vi satter parameterframstallningen av linjen in i planets
ekvation:

0 = (1+1t)—2(1—2t)+3(1+3t)

1
= 24 14t = t= —
Det ger skidrningspunkten
P=(1-41-2-1)1+3-)) = (539



Exempel 14 Linjerna ¢; och ¢, har parameterframstallningar

3 2 1 0
l1: —1)+t[0] och¥: 3| +t] -1
2 1 7 3

Undersok om linjerna skér varandra.

Losning  Linjerna skir varandra omm det finns reella tal t, t
s&dana att

3 2 1 0
1|+t ({0])=-3]+t]|-1
2 1 7 3
2t = =2
<— tr = =2
t1 — 3t = 5

Detta linjara ekvationssystem i t1, to har den unika |6sningen
t; = —1, to = —2. Alltsd skar linjerna varandra i en punkt. Denna
skarningspunkten ar

P:(3+(—1)-2,—1+( 1)-0,2+ (— 1)



Ortogonala projektion och avstdndsberdkningar

Lat & 0 vara given.

Vi vill skriva en vektor vV som en summa
L Vi
vV =y + vy v
dar vj| ar parallell med & och v, ar
ortogonal mot 4. Vi ser v
a
3 vVed

i = (Iolleosto)) Zr =

= projzv,

den ortogonala projektionen av v p3 a.

Observera:  ||proj;V]| = ‘T‘;ﬁ




-~ . -2
Exempel 15 Bestdm den ortogonala projektionen av v = < )

1
- (1
péd a= (1>

LGsning  projsvV = a=-—-3
a 12 +12 2
y
/
//
. +1
\\ V
\\ a
- |
\\ X
5 1
<
7




Avstandsformler:

(1) Avstandet mellan punkten Py = (xo, ¥0) och linjen
{:ax+ by +c=0ar

_ |axo+ byo +c |

dist
Ny

(2) Avstandet mellan punkten Py = (xo, yo, 20) och
planet 7 :ax + by + cz+d =0 ar

_\axo—i—byo—i—czo—&—d\

dist
Va2 + b%+c?




a

Bevis: Kom ihdg att 7= | b | &ar en normalvektor till 7.
c -
n
Po
Py

Vi tar en godtycklig punkt P; = (x1,y1,2z1) € . D& géller

—
| e P1Py|
(|l
la(xo — x1) + b(yo — y1) + c(20 — z1)|
Va2 + b2+ 2
Pier | axo + byo + czo +d |

Va2 + b%+c?

. .55
dist = ||projzP1Pol =




Exempel 16 Bestim avstdndet mellan linjen £: x+y —-1=0
och origo.

LGsning

y
dist:\1-0+1.0+(—1)\ 1R
V12112 V2
:% di N
X




Exempel 17 Bestim avstdndet mellan planen

m: x+3y—2z=1, m: 2x+6y —4z=238.

Losning  Observera att planen ar parallella.

P>
Tag P1 =(1,0,0) € m1, (mmmmsoo s -
P, = (4,0,0) € my. |
1
d

n= | 3 | &r ortogonal

-2 I

1
mot planen. P,
o
|Te PP 3

. g
dist = ||projzP1P2|| =

[T



