MITTHOGSKOLAN Tentamen i matematik

TER-inst. i Ostersund Matematik B
Anders Holmbom Analysens grunder, 5 poing
1999-03-17

Hjélpmedel: Formelsamling samt skolans riknare.

1.

Redogdr med goda exempel for skillnaden mellan en grinspunkt till en méngd och en
hopningspunkt till en f5ljd samt ange med bevis nigon vital egenskap hos begrinsade
odndliga méngder. Forklara dven med vl valda exempel vad som menas med 6ppna och
slutna méngder samt hur dessa egenskaper sammanhanger med varandra.  (5p)

Definiera vad som menas'med en kontmuerhg funktlon och ge exempel pa

egenskaper hos sddana funktioner. Beskriv 4ven utforligt vad som kinnetecknar en
likformigt kontinuerligt funktion i jamforelse med en som &r kontinuerlig i vanlig mening.
Redogér dven for nér vi kan vara sakra pa att en kontinuerlig funktion ocksa &r likformigt
kontinuerlig, bevisa nigra av dessa egenskaper samt ge belysande exempel. (5p)

Definiera likformig konvergens och jamfor med nigra andra former av konvergens.
Ge ocksa ett kriterium pa likformig konvergens for serier samt bevisa nagra viktiga
egenskaper hos likformigt konvergenta serier. Ange ocksa kriterier pa

konvergens for nagot viktigt specialfall av funktionsserier. (5p)

Formulera och bevisa implicita funktionssatsen samt visa hur ndgra andra
viktiga resultat foljer ur denna. (5p)

Forklara vad som menas med en fullstéindig metrisk rymd samt ge exempel
pd rymder av funktioner som é&r fullstidndiga respektive inte fullstédndiga. (5p)

Avgor om serien
Z ke
1
konvergerar likformigt pa intervallet [1,2]. Séger detta i s& fall ndgot om

karaktiren hos grinsfunktionen? - (5p)

Ange forutséttningar for att formeln
1 1
lim [£,(x)dx = [lim £, (x)dx
0 0

ska gilla och ge ett icketrivialt exempel pa en sidan f5ljd funktioner {f,}
samt genomfor berdkningarna. Motivera vil. (5p)

Avgdr om rummet C'[0,1]( de en géng kontinuerligt deriverbara funktionerna pa
intervallet [0,1]) &r fullstdndigt med metriken

d(f.g) = SL[lp]Jf (x) - g(x)|+ supll '(x)-g'(x)]. (5p)
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MITTHOGSKOLAN ' Tentamen i matematik

TER-inst. i Ostersund Matematik B
Anders Holmbom . Analysens grunder, 5 podng
1999-04-16

Hjélpmedel: Formelsamling samt skolans riknare.

1.

Forklara skillnaden mellan att en f5ljd konvergerar och att den #r en Cauchyfoljd samt
redogdr for under vilka fSrutsittningar en Cauchyfoljd ocksa sikert dr konvergent.
Definiera dven vad som menas med en begrénsad foljd samt ge exempel pa ndr sddana
foljder eller delfoljder ddrav konvergerar samt ge bevis for dessa egenskaper.(5p)

Definiera vad som menas med en kontinuerlig funktion och ge exempel pa

egenskaper hos sidana funktioner. Beskriv 4ven utforligt vad som kénnetecknar en
likformigt kontinuerlig funktion i jimfSrelse med en som ér kontinuerlig i vanlig mening.
Redogor dven for nér vi kan vara sikra pa att en kontinuerlig funktion ocksa &r likformigt
kontinuerlig, bevisa nigra av dessa egenskaper samt ge belysande exempel. (5p)

Definiera likformig konvergens och jamfor med nigra andra former av konvergens.
Ge ocksa ett kriterium pa likformig konvergens for serier samt bevisa nagra viktiga
egenskaper hos likformigt konvergenta serier. Ange ocks4 kriterier pa

konvergens for nagot viktigt specialfall av funktionsserier. (3p)

Bevisa en medelvirdessats for deriverbara funktioner och anvind denna for att bevisa att
en deriverbar funktion 4r likformigt kontinuerlig. Infor dven begreppet Lipschitz
kontinuerlig och utnyttja detta for att bevisa en skarpare version av en fixpunktssats.
Bevisa dven den ursprungliga fixpunktssatsen. Ange villkor for att en funktions derivata
ska vara kontinuerlig och ge ett exempel med kommentarer p4 en funktion som 4r
deriverbar i en punkt utan att derivatan 4r kontinuerlig. , (p)

Forklara vad som menas med en fullstindig metrisk rymd samt ge exempel
pé rymder av funktioner som r fullstindiga respektive inte fullstindiga. (5p)

Visa att funktionsfoljden '
f)=1+ sin nx
n+l
konvergerar mot en kontinuerlig funktion. (5p)
Berikna
. , _ _
lim fi+ :2‘::1 . | (5p)
1
Visa att
fx)=e™

ar likformigt kontinuerlig pAhelaR . V (5p)
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MITTHOGSKOLAN =~ Tentamen i matematik

TER-inst. i Ostersund Matematik B
Anders Holmbom Analysens grunder, 5 poéng
1999-05-19 '

Hjélpmedel: Formelsamling samt skolans riknare.

1. Forklara skillnaden mellan att en f51jd konvergerar och att den &r en Cauchyf6ljd samt
redogdr for under vilka forutsittningar en Cauchyfoljd ocksa sikert ir konvergent.
Definiera dven vad som menas med en begrinsad foljd samt ge exempel pa nir sddana
foljder eller delfsljder dirav konvergerar samt ge bevis for dessa egenskaper. (5p)

2. Infr integralbegreppet med utforliga motiveringar, ange nagra klasser av integrerbara
funktioner samt ge ett anvindbart kriterium pa integrerbarhet. (5p)

3. Definiera likformig konvergens och jimfor med nagra andra former av konvergens.
Ge ocksi ett kriterium p3 likformig konvergens for serier samt bevisa nigra viktiga
egenskaper hos likformigt konvergenta serier. Ange ocksa kriterier pa
konvergens for ndgot viktigt specialfall av funktionsserier. (5p)

4. Bevisa en medelvirdessats for deriverbara funktioner och anvind denna for att bevisa att
en deriverbar funktion ér likformigt kontinuerlig. InfSr dven begreppet Lipschitz
kontinuerlig och utnyttja detta for att bevisa en skarpare version av en fixpunktssats. _
Bevisa dven den ursprungliga fixpunktssatsen. Ange villkor for att en funktions derivata
ska vara kontinuerlig och ge ett exempel med kommentarer pé en funktion som &r
deriverbar i en punkt utan att derivatan 4r kontinuerlig. (5p)

5. Forklara vad som menas med en fullstindig metrisk rymd samt ge exempel -
pa rymder av funktioner som &r fullstandiga respektive inte fullstindiga. (5p)

6. Avgér om funktionsfsljden

1, xe(1,2]
A {x", b XS [0,1)
konvergerar likformigt. _ (5p)
7. Avgér om
) e xe [O,oo)
)= {xz +1,x e [-1,0)

ér likformigt kontinuerlig, (5p)

8. Avgor om z kan 18sas ut entydigt ur
z+2cos(x+y+2)-2=0
i en omgivning till origo. (5p)
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MITTHOGSKOLAN _ Tentamen i matematik
TER-inst. i Ostersund Analysens grunder, 5 poing
Anders Holmbom 2000-03-13
Hjalpmedel: Formelsamling samt
valfri raknare.

Fullstindiga losnmgar krévs till varje uppgift. Aven delvis losta uppglfter kan ge podng.
Maxpoing pa varje uppgift 4r 5p.

1. Forklara skillnaden mellan att en f6ljd av reella tal konvergerar och att den 4r en
Cauchyfoljd samt redogdr for under vilka forutsittningar en Cauchyfoljd ocksa sikert 4r
konvergent. Definiera dven vad som menas med en begrinsad foljd samt ge exempel pa
nér sddana foljder eller delféljder dirav konvergerar samt ge bevis for dessa egenskaper

2. Definiera vad som menas med en kontinuerlig funktion och ge exempel pa egenskaper hos
sddana funktioner. Beskriv 4ven utforligt vad som kinnetecknar en likformigt
kontinuerligt funktion i jimf6relse med en som &r kontinuerlig i vanlig mening. Redogér
aven for ndr vi kan vara sikra pa att en kontinuerlig funktion ocks ar likformigt
kontinuerlig, bevisa ndgra av dessa egenskaper samt ge belysande exempel.

3. Definiera likformig konvergens och jamfoér med nagra andra former av konvergens. Ge
ocksa ett kriterium pé likformig konvergens for serier samt bevisa nagra viktiga
egenskaper hos likformigt konvergenta serier. Ange ocks kriterier pa konvergens for

~ négot viktigt specialfall av funktionsserier.

4. Formulera och bevisa implicita funktionssatsen samt visa hur nigra andra viktiga resultat
foljer ur denna.

5. Forklara vad som menas med en fullstindig metrisk rymd samt ge exempel pa rymder av
funktioner som &r fullstéindiga respektive inte fullstindiga.

6. Berdkna med goda motiveringar

1 x
tim [ (¢ + ) sin xd.
n

n—o0

7. Visaatt

1
d(f.8) = [|f (0 - g ()ld.

ger en metrik f6r rummet av de kontinuerliga funktionerna pa [0,1].
8. Avgor om

f(x)=sin*x
ar Lipschitzkontinuerlig pa R.
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MITTHOGSKOLAN Tentamen i matematik
TFM-inst. i Ostersund Analysens grunder, 5 poing
Anders Holmbom 2001-03-23
Hjélpmedel: Formelsamling samt
valfri rdknare.

Fullstandiga 16sningar krévs till varje uppgift. Aven delvis 16sta uppgifter kan ge poéng.

1. Forklara skillnaden mellan att en foljd av reella tal konvergerar och att den 4r en
Cauchyf6ljd samt redogér for under vilka forutsittningar en Cauchyfoljd ocksa sakert dr
konvergent. Definiera dven vad som menas med en begrinsad foljd samt ge exempel pa
nir sddana f6ljder eller delfoljder ddrav konvergerar samt ge bevis for dessa
egenskaper. (5p)

2. Definiera vad som menas med en kontinuerlig funktion och ge exempel pa egenskaper hos
sddana funktioner. Beskriv 4dven utforligt vad som kéinnetecknar en likformigt
kontinuerligt funktion i jimférelse med en som #r kontinuerlig i vanlig mening. Redogor
dven for nér vi kan vara sikra pa att en kontinuerlig funktion ocks4 ir likformigt
kontinuerlig, bevisa nigra av dessa egenskaper samt ge belysande exempel. (5p)

3. Definiera likformig konvergens och jimfér med négra andra former av konvergens. Ge
ocksa ett kriterium p4 likformig konvergens for serier samt bevisa nagra viktiga
egenskaper hos likformigt konvergenta serier. Ange ocksa kriterier pé konvergens for
négot viktigt specialfall av funktionsserier. (p)

4. Formulera och bevisa implicita funktionssatsen samt visa hur nigra andra viktiga resultat
foljer ur denna. (5p)

5. Beskriv de olika typerna av kompakthet, visa i nagra fall deras inbérdes férhallande och
forklara hur kompakthet férhaller sig till slutenhet och begriansning. (5p)

6. Avgdr om serien
D ke™ sin kx
k=1

konvergerar likformigt pa [1,2]. (5p)

7. Berékna med goda motiveringar
.2
lim lx2 2 x. dx (5p)
nee 40 1+ ne*

8. Avgér om
fx)=x*
ar likformigt kontinuerlig pa [0,1]. (5p)
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MITTHOGSKOLAN Tentamen i matematik
TFM-inst. i Ostersund : Analysens grunder, 5 poing
Anders Holmbom 2001-04-21
Hjélpmedel: Formelsamling samt
valfri réknare.

- Fullstéindiga 16sningar krivs till varje uppgift. Aven delvis I6sta uppgifter kan ge pbéing.

1. Redogér med goda exempel for skillnaden mellan en granspunkt till en méngd och en
hopningspunkt till en f6ljd samt ange med bevis nigon vital egenskap hos begriansade
odndliga mingder. Forklara &ven med vil valda exempel vad som menas med Oppna och
slutna méngder samt hur dessa egenskaper sammanhinger med varandra (5p)

2. Definiera vad som menas med en kontinuerlig funktion och ge exempel pa egenskaper hos
sddana funktioner. Beskriv &ven utforligt vad som kénnetecknar en likformigt
kontinuerligt funktion i jimférelse med en som 4r kontinuerlig i vanlig mening. Redogor
dven for nér vi kan vara sikra pa att en kontinuerlig funktion ocks4 ir likformigt
kontinuerlig, bevisa nagra av dessa egenskaper samt ge belysande exempel. (5p)

3. Definiera likformig konvergens och jimfér med nigra andra former av konvergens. Ge
ocksé ett kriterium pa likformig konvergens for serier samt bevisa nagra viktiga
egenskaper hos likformigt konvergenta serier. Ange ocksa kriterier pa konvergens for
négot viktigt specialfall av funktionsserier. (5p)

4. Bevisa en medelvirdessats for deriverbara funktioner och anviind denna for att bevisa att
en deriverbar funktion &r likformigt kontinuerlig. Infor dven begreppet Lipschitz
kontinuerlig och utnyttja detta for att bevisa en skarpare version av en fixpunktssats.
Bevisa dven den ursprungliga fixpunktssatsen. Ange villkor for att en funktions derivata
ska vara kontinuerlig och ge ett exempel med kommentarer pé en funktion som &r
deriverbar i en punkt utan att derivatan ir kontinuerlig. (5p)

5. Forklara vad som menas med en fullstindig metrisk rymd samt ge exempel pa rymder av
funktioner som ir fullstindiga respektive inte fullsténdiga. 5p)

6. Avgor om serien

Z k72 cos? kx
k=1

konvergerar likformigt pa hela R. (5p)
7. Berdkna med goda motiveringar
1 cos® x
lim| e* - 5
n—3e 20 1+ne* ©p)
8. Avgdr om
flx)=x*

ar Lipschitzkontinuerlig pa [0,1]. (5p)




s R |
£ A o My [
§

S

i coslkx s Ko

R T

och oM M-Jest Sager ath

() ke o (T

93 vl ewf?%a%‘«i) S



(i % L2
e @*’







MITTHOGSKOLAN Tentamen i matematik
TFM-inst. i Ostersund Analysens grunder, 5 poiing
Anders Holmbom 8-13 2002-06-03

Hjélpmedel: Formelsamling samt
valfri rdknare.

Fullstidndiga 16sningar krivs till varje uppgift. Aven delvis 16sta uppgifter kan ge poéng.

1.

o]

Férklara skillnaden mellan att en f51jd av reella tal konvergerar och att den 4r en
Cauchyftljd samt redogdr fr under vilka forutsittningar en Cauchyfoljd ocksa sdkert ir
konvergent. Definiera dven vad som menas med en begrinsad f61jd samt ge exempel pé
nér sédana foljder eller delfljder dérav konvergerar samt ge bevis for dessa egenskaper.
(5p)
Definiera vad som menas med en kontinuerlig funktion och ge exempel pé egenskaper hos
sédana funktioner. Beskriv dven utforligt vad som kinnetecknar en likformi gt
kontinuerligt funktion i jimfSrelse med en som &r kontinuerlig i vanlig mening. Redogér
dven fOr ndr vi kan vara sikra pa att en kontinuerlig funktion ocksa &r likformigt
kontinuerlig, bevisa négra av dessa egenskaper samt ge belysande exempel. (5p)

Definiera likformig konvergens och jamfor med nigra andra former av konvergens. Ge
ocksa ett kriterium p4 likformig konvergens for serier samt bevisa nagra viktiga
egenskaper hos likformigt konvergenta serier. Ange ocks3 kriterier pé konvergens for
ndgot viktigt specialfall av funktionsserier. - (5p)

Bevisa en medelvirdessats for deriverbara funktioner och anviind denna for att bevisa att
en deriverbar funktion #r likformigt kontinuerlig. Infor dven begreppet Lipschitz
kontinuerlig och utnyttja detta for att bevisa en skarpare version av en fixpunktssats.
Bevisa dven den ursprungliga fixpunktssatsen. Ange villkor for att en funktions derivata
ska vara kontinuerlig och ge ett exempel med kommentarer pa en funktion som &r
deriverbar i en punkt utan att derivatan 4r kontinuerlig. (5p)

Beskriv de olika typerna av kompakthet, visa i nagra fall deras inbordes forhallande och

forklara hur kompakthet forhaller sig till slutenhet och begrinsning. (5p)
Beridkna integralen
lim | cosx + dx (5p)

e oy 1+ nx’

Finns det nagot intervall dar
f(x)=cosx
ir Lipschitzkontinuerlig? Ge i sidana fall exempel p4 detta. (5p)

. Avgér om serien

i 1
~1+n’x
konvergerar likformigt pa [1,2]. (5p)
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