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Kapitel 0

Introduktion

Jag ténkte borja med en kort introduktion dér jag kommer férklara hur dessa
lasanvisningar ar upplagda, samt ge nagra tips hur man laser matematik.

Lat mig borja att berdtta om dessa lasanvisningar. De kommer att folja kurs-
boken med inslag av andra exempel samt andra satser och bevis. Detta kommer
att ge er mojligheten att, ibland, se tva olika framstéallningar av kursmaterialet.
I detta material kommer dven inlamningsuppgifter vara inbakade. Materialet &r
utformat péa sadant sitt att ni ska (ganska) latt kunna félja boken och ge er mer
insikt om kursmaterialet.

Boken foérutsétter att ni har ldst och kan elementér méangdlara. Definitioner
av unioner, snitt, komplement och dylikt &r ett maste for att kunna ldsa denna
kurs. Om ni inte har detta farskt i minnet sa bor ni omedelbart kolla upp det.

Hur ska man ldsa en matematikbok? Matematik, som ni redan vet, bestar
av axiom, definitioner, satser och bevis av satser. Nar man ser en definition sa
ska man forst analysera den och se vad som definieras. Darefter ar det lampligt
att forsoka ge ett exempel pa ett objekt som uppfyller villkoren i definitionen.
Dérefter sa kan man forsoka analysera definitionen mera. Vad séger villkoren i
definitionen? Forsok skapa bilder och mer forstaelse.

Efter definitioner sa kommer satser. Nar man for forsta gangen ser en sats
sa bor man forst lasa satsen i lugn och ro, och forsdka forsta all terminologi i
satsen. Sen kan man forsoka forsta vad satsen siger, dvs forsok skapa en bild av
vad satsen sdger. Kan du hitta nagra enkla exempel som uppfyller antagandena
och slutsatserna i satsen? Forsck nu bevisa satsen utan att kolla pa det befintliga
beviset. Darefter ar det dags att ga igenom det befintliga beviset. Da man laser
ett bevis sa ska man anvénda sig av papper och penna. Man skriver upp och gar
igenom varje liten detalj sa att man har verkligen har forstatt beviset. Darefter
sa gar man igenom beviset igen och skriver upp en bevisidé, dvs den roda traden
i beviset. Bevisidén ska vara sadan att man ldtt kan aterskapa hela beviset.

Efter man har gjort allt detta sa kan man boérja fundera pa antagandena i sat-
sen. Kan man ta bort nagot/nagra av antagandena och &nda fa samma slutsats?
Far man en annan slutsats med de nya antagandena? Sadanahéra funderingar



ger en bra forstaelse for satsen och beviset.



Kapitel 1

Lasanvisningar till kapitel 1

Forsta kapitlet bestar storsta delen av saker som ni borde veta, eller atminstone
kénna till litegrann. Jag kommer att ga igenom sa gott som allt som finns i detta
kapitel och ldmna vissa saker som 6vning.

I denna kurs kommer vi studera de komplexa talen C. I en typisk abstrakt
algebra kurs sa far man lira sig att C ar ett exempel pa en kropp (eng. field),
dvs en mangd K med tva bindra operationer + och - som uppfyller att

1.

2.

9.

K ar sluten under + och -.

For varje x € K sa finns det en unik y € Ksa att t +y =y +2x =0
(Additiv invers)

For varje z,y € K sa &r x + y = y + = (Addition d&r kommutativ)

Fér varje x € K sa géller att x +0 = 0 + z = z (Additiv identitet)
For varje © € K sa géller att - 1 =1 -2 = x (Multiplikativ identitet)
- r en associativ opeation, dvs (zy)z = z(yz) for varje x,y,z € K

For varje x,y, z sa géller att z-(y+2) = z-y+z-zoch (x+y)-z =2 24y 2.
(Distributiva lagar)

For varje z € K sa finns det en unik y € Ksaatt v -y =y-2 =1
(Multiplikativ invers)

For varje z,y € K sa géller att -y = y-x. (Multiplikation &r kommutativ)

Andra exempel pa kroppar ar R och Q. Exempel pa ménder som inte ar kroppar
dr N, Z och R\ Q. Ni kan fundera pa varfor detta géller. Kom nu ihag att Alge-
brans Fundamentalsats sdger att varje icke-konstant polynom har ett nollstélle.



Vi kommer skriva méngden av polynom 6ver en kropp K i variabeln x som Klz],
dvs p € K[z] kan skrivas som

N
p(ﬂ?) = Z ajxj )
=0
dar Q; € K.
Ezempel 1. Vi har att ((1+1)2%+ 22+ 3i) € C[z], men denna &r inte ett element
i R[z]. O
Ezempel 2. Vi har att (z* 4+ 3z + 1) € Q[z] C R[z] C Clz]. O

Med notationen ovan sa kan vi skriva Algebrans fundamentalsats som
V p € C|z] icke-konstant Jw € C : p(w) = 0.

En kropp som uppfyller att varje polynom &ver kroppen har ett nollstélle kallas
for en algebraiskt sluten kropp. Alltsa ér C ett exempel pa en algebraisk sluten
kropp, men mer om sant hér kan ni ldsa i en abstrakt algebra kurs.

Avsnitt 1.1.2-1.14

Forsta delen bygger upp en representation av ett komplext tal som ett ordnat
par (x,y) € R? med vissa operationer som addition och multiplikation;

(z,y) + (u,v) :== (z +u,y + v) och (z,y)- (u,v) = (xu — yv,xv + Yu).

Eftersom R #r kommutativ med bade + och - si foljer det omgiende att R?
ar kommutativ med dessa operationer definierade ovan. Man definierar déarefter
i := (0,1) varvid man l4tt hittar en avbildning R*? — C definierad genom

(x,y) — = +iy.

Detta kommer dven hjélpa oss att fa en geometrisk syn pa det komplexa talplanet
senare.

INLAMNINGSUPPGIFT 1. Lit V vara ett reellt vektorrum och lit IV —
V wara en linjir avbildning. Om I? = —1d sd sdiger vi att I dr en komplex
struktur pa V.

(a) Visa att om I dr en komplex struktur pa V' sa dr I bijektiv.

(b) Visa att om I dr en komplex struktur pa V' sd ar ar dim(V') = 2n, dvs V
ar av jamn dimension.



(c) Betrakta R?, som dr ett reellt vektorrum. Definiera i: R*> — R? genom
i(x,y) = (—y,x). Visa att i dr en komplex strukur pd R?. Det giller faktiskt
att R? med denna komplexa struktur precis dr C.

Lat oss nu ga vidare att kolla pa ytterligare en representation av ett komplext
tal, denna gang via ekvivalensrelationer och polynom. Kom ihag att en relation
R pa en mangd X kallas en ekvivalensrelation om

1. xRz for alla x € X (Reflexiv)
2. xRy implicerar att yRx for alla z,y € X (Symmetrisk)
3. xRy och yRz implicerar att xRz for alla x,y, z € X (Transitiv)

Lat nu K € R[z| vara ett polynom med deg(K) = k. Lat P,Q € R[z]. Vi séger
att P ~k @, dvs P och () ar ekvivalenta, om och endast om det finns ett polynom
S € R[z] sa att

P-Q=5 K.

Detta visar sig vara en ekvivalensrelation, se boken for ett bevis av detta. Lat
méngden av ekvivalensklasser vara R[z]/ ~f, och skriv ekvivalensklassen dér P
ligger i som [P]. Definiera nu

[Pl +[Q]:= [P+ ]

och

[P]-[Q] =[P Q]
INLAMNINGSUPPGIFT 2. Visa alt dessa operationer dr vildefinierade.

Lat oss nu utreda vad R[z]/ ~g betyder. Jo, det betyder att vi kvotar bort
allt som har med K (x) att gora, sig att K(z) = = da kommer R[z]/ ~x= R, dér
likhetstecknet ska tolkas som att det finns en linjér avbildning fran R[z]|/ ~f till
R som é&r bijektiv (en sddan avbildning mellan vektorrum kallas for en isomorfi).
Lat oss kolla pa ett annat exempel som kanske belyser detta lite mera:

Exempel 3. Lat r,s € Z. Sdg nu att r ~ s om och endast om det finns ett t € Z
sa att r — s = t - n. Lat oss kolla lite ndrmare da n = 3. Detta betyder att
differensen av tva heltal ska vara en multipel av 3. Sig nu att r = 0. Da dr r ~ s
oms=...,—3,0,3,6,....Omr=1sadrr~soms=...,—5 —21,4,7,...,
ochomr=2sadrr~soms=...,—4,—1,2.5 .... Eftersom dessa tre ek-
vivalensklasser partitionerar Z sa finns det endast tre ekvialensklasser, ndmligen
0], [1] och [2]. Detta betyder att vi kan hitta en bijektiv avbildning fran Z/ ~ till
Zs :={0,1,2} genom att bara avbilda ekvivalensklassen [i] till i € Zs3. Observera
alltsa att da n = 3 sa kvotar vi verkligen bort allt som har med 3 att gora, dvs
att 3 och 0 ar ekvivalenta. O



Lat oss aterga till ekvivalensrelationen ~x da K(zx) = x. Lat nu p(x) =
Zi\;o a;z' vara ett polynom dér a; € R. Att p € R[z]/ ~g betyder, genom
samma argument som i exemplet ovan, att p(z) = ag. Eftersom q¢ € R kan viljas
godtyckligt sa kan vi latt hitta en isomorfi fran R[z]/ ~f till R genom att avbilda
helt enkelt ag pa sig sjalv.

Betrakta nu ekvivalensrelationen ovan med K (z) = 1 + 22. D& ar 22 = —1
i R[z]/ ~k. Vidare sa dr oF = (—=1)%2*™°42 dédr Iy neas = 0, l1mods = O,
lomoas = 1 och I3 004 = 1. Detta betyder att man endast kan fa polynom pa
formen a + bz 1 R[z]/ ~, och det visar sig, se boken, att a + bx € R[z]/ ~x kan
identifieras med det komplexa talet a 4 bi, som ger ytterligare en representation
av ett komplext tal.

INLAMNINGSUPPGIFT 3. Betrakta matrisen

e

ddr a,b € R. Visa att matriser pa denna form kan identifieras med komplexa tal.

Avsnitt 1.2

Som vi sag forrut sa kan varje komplext tal z = x+iy identifieras med vektorn
z = (z,y) € R% En vektor har en lingd och en riktning, s4 Pythagoras sats ger
att langden av vektorn z, som vi skriver som |z|, precis ar y/x2 + y2. Observera
att | - | &r en funktion C — [0, 00[ som helt enkelt méter avstandet fran z till
origo.

INLAMNINGSUPPGIFT 4. Kom ihdg att en relation R pé en mingd X
kallas en partiell ordning om

1. xRz for alla x € X (Reflexiv)
2. xRy och yRx implicerar att x =y for alla x,y € X (Antisymmetrisk)
3. xRy och yRz implicerar att xRz for alla x,y,z € X (Transitiv)

Visa att C inte kan partiellt ordnas, dvs att det inte finns en partiell ordning pd
C. (Ledning: Betrakta i och —i)

Ovningen ovan ger att vi inte kan jaimfora tva komplexa tal, dvs vi kan inte
sdga att z > w eller tviartom. Daremot sa ar det fullstandigt korrekt att skriva
2| = Jwl.



Anmdarkning 1. Hadanefter da vi skriver att z > w sa ar det underforstatt att

z,w € R. L]
Absolutbeloppet | - | ska alltsa tolkas som ett avstand, och senare (i avsnitt
1.3) sé ska vi se att d(z,w) := |z — w| 4r en metrik, som &r en avstandsfunkton,

pa C. Har betyder d(z,w) alltsa avstandet fran z till w. Nagra viktiga egenskaper
som absolubeloppet uppfyller ar

1. 2z = |z
2. 2] = I7]
3. o] = J2lful

Lat oss nu se pa ytterligare en representation av komplexa tal. Betrakta en-
hetscirkeln
Sti={(z,y) eR*: 2 +¢* = 1}.
P4 S! si kan vi skriva @ = cosf och y = sin fér nagot #. Om vi nu identifierar
(z,y) € S* med z + iy € C s far vi att cos @ + isin 6, och enligt trigonometriska

ettan sa ar
|cos@ +isinf| = Vcos?0 +sin6 = /1 = 1.

Alltsé cos @ + isin @ &r en enhetsvektor med riktning #. Betrakta nu z = z + iy.
Eftersom detta ar en vektor sa har denna en riktning. Denna riktning kallas for
argumentet for z och skrivs arg(z). Eftersom |z| ar langden pa vektorn z sa far
vi att

z=1x+1iy = |z|(cosf + isinf) ,
dar 6 = arg(z). Da vi skriver ett komplext tal pa sddant sitt sa sdger vi att vi
har skrivet det pa polir form.

Anmirkning 2. Egentligen sa brukar man séiga att z = |z|e” dr den polira formen
for ett komplext tal, men denna representation kommer vi se pa senare. O]

Eftersom cos# och sin@ har en period med 27 s& kommer arg(z) vara en
méangd!!! Mer precist sa &ar

arg(z) = {0 : |z|(cos O +isinf) = z}.

Observera att det jag skrev ovan (6 = arg(z)) ar inte helt och héllet korrekt, utan
en béttre notation dr da att 6 € arg(z). Ett annat sétt att skriva argumentet pa
ar

arg(z) ={0+2rk: k€ Z},
dar 0 ar vinkeln mellan vektorn z och realaxeln.

Ezempel 4. Lat z =14 1. Da ar
arg(z) = {r/4 + 27k : k € Z}.



Hoppas detta synsétt inte forvirrar alltfor mycket. Lat oss forvirra lite mera:
Om z € C och om vi har berdknat méngden arg(z), sd kan vi forstas vilja att
restringera denna mangd till ett halvoppet intervall istéllet, av langd t.ex 27. Da
man gor en sadan restriktion, sa kommer det for alla z € C finnas ett unikt 6
sa att arg(z) = 0. Ett val av ett sddant intervall, och observera att det verkligen
ar ett val man gor, brukar man kalla en gren av arg(z). Den speciella grenen
| — m, w] kallas for principalgrenen och da vi kollar pa denna gren s& brukar vi
skriva arg(z) som Arg(z), dér det versala A:et &ar viktigt. Da brukar vi kalla Arg
for principalargumentet. Med detta i bagaget sa har vi att

z = |z|(cosf +isind) ,

dér 0 = Arg(z). (Observera att hir dr det korrekt att skriva 6 = Arg(z)).

Avsnitt 1.3

Detta avsnitt ar viktigt att forsta for att fa béattre forstaelse for topologiska
argument som kommer goras senare i specialfallet C. Har kommer vi studera mer
abstrakta objekt &n C, namligen sa kallade metriska rum. Lat oss borja med en
definition:

Definition 1.1. Ldt X # () vara en mdingd. Lit d: X x X — R vara en funktion
som uppfyller att

1. d(xz,y) >0 for alla x,y € X (Positiv)
2. d(z,y) =0 om och endast om x =y for alla x,y € X (Definit)
3. d(z,y) = d(y,z) for alla z,y € X (Symmetrisk)

d(z,z) <d(z,y) +d(y, z) for alla x,y,z € X (Triangelolikheten)

Vi kallar d for en metrik pd X och paret (X, d) kallar vi for ett metriskt rum.

Anmdrkning 3. Da metriken d ar underférstadd sa séger vi bara att X ar ett
metriskt rum. O

En metrik ska uppfattas som en avstandsfunktion, som helt enkelt méater
avstandet mellan punkter i rummet X. (Vi kallar element i det metriska rummet
X for punkter). Lat oss nu kolla pa nagra exempel:



Ezempel 5. Betrakta C, och definiera d: C x C — R genom d(z,w) = |z —w|. Lat
oss verifera att detta verkligen blir en metrik pa C. Eftersom |- |: C — [0, 00|, sa
dr forsta punkten i definitionen klar. Lat oss nu betrakta (2) i definitionen ovan.
Antag att d(z,w) = 0, dvs att |z —w| = 0, som helt enkelt betyder, om z = x +iy

och w = u + v, att
V=P + =P =0,

Men detta dr samma sak som att (z — u)? + (y — v)? = 0. Men summan av tva
kvadrater dr noll om och endast om bada termerna &r noll, dvs att x —u = 0 och
y — v = 0. Detta betyder att z = w, vilket visar (2). Vidare sa &r

d(z,w) = |z —w| = [(=1)(w = 2)| = | = Hjw = 2| = [w - z[ = d(w, 2) ,

sa d ar symmetrisk. Slutligen sa ska vi se att d uppfyller triangelolikheten. For
att se det sd maste man veta att |z+w| < |z|+|w]|, och ett bevis av detta faktum
kan ni hitta i boken pa sidan 8. Detta ger att

d(z,a) =|z—a|=|(z —w) + (w—a)| < |z —w|+ |w—a| =d(z,w) + d(w,a) ,

som visar att d dr en metrik pa d. Denna metrik brukas kallas for den Euklidiska
metriken pa C. O

Man kan dven definiera fler metriker pa C, och det &r precis detta nésta
inldmningsuppgift handlar om:

INLAMNINGSUPPGIFT 5. Betrakta C och lit z = x + iy och w = u + iv.

(a) Definiera d(z,w) = 15;‘1)‘. Visa att (C,d) blir ett metriskt rum.

(b) Definiera d(z,w) = |x — u| + |y — v|. Visa att (C,d) blir ett metriskt rum.

(¢) Definiera d(z,w) = max(|x — u|, |y — v|). Visa att (C,d) blir ett metriskt
rum.

I uppgiften ovan sa rekommenderar jag dven att ni jamfor de olika metrikerna
samt med den Euklidiska metriken pa C. Ett annat viktigt exempel ar

Ezxempel 6. Lat X # () vara en méngd och definiera d: X x X — {0,1} genom

] 0 omz=y
dto) = § oy

Lat oss se att detta blir en metrik pa X. Det &r klart att d(z,y) > 0 och om
d(z,y) = 0 s& betyder det per definition att x = y. Det ar dven klart att d ar
symmetrisk. Slutligen sa maste vi se om triangelolikheten géller. Vi har att om
d(x,z) = 0 sd maste v = z, sa d(z,y) + d(y,z) > 0 for alla z,y,2 € X, ty om
y=x=zsdéard(xz,y)+d(y,z) =0ochomy #z = zsdérd(x,y)+d(y,z) = 2.
Om istéllet d(z,z) = 1 sa dr x # 2. Da maste vi betraktra nagra olika fall:
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Fall 1: y =z # 2z, da ar d(z,y) + d(y, 2)
Fall 2: y = z # x, da ar d(z,y) + d(y, 2)
Fall 3: y # « # 2, da ar d(z,y) + d(y, z) = 2.

Utrékningarna ovan visar att d uppfyller triangelolikheten. Alltsa ar (X, d) ett
metriskt rum. Metriken d brukar kallas for den diskreta metriken. O

=1,
=1,

For att kunna gora nagon analys overhuvudtaget sa maste man veta vad
en Oppen méngd dr. Storre delen av analysen och dess satser bygger pa 6ppna
mangder och andra topologiska begrepp. Vi ska nu ga igenom nagra av de topol-
ogiska begrepp som vi kommer behoéva framgent. Min terminologi kan skilja sig
en del fran bokens, och jag kommer att géra de topologiska begreppen i metriska
rum istéllet for att endast betrakta C med den Euklidiska metriken som boken
gor. Jag kommer att géra anmérkningar dér/om det skiljer sig allt for mycket.

Lat nu (X,d) vara ett metriskt rum. Vi definierar den &ppna bollen kring
x € X med radie r > 0 genom

B(z,r):={ye X :d(z,y) <r}.
Observera att da X = C och d(z,w) = |z — w| sa &r
B(z,r) ={weC: |z —w| <r}.

Detta dr da en disk kring z med radie r, och brukas skrivas som D(z,r). Jag
kommer bade anvianda terminologin boll och disk da vi pratar om C. Lat nu X
vara ett generellt metriskt rum igen. Vi sdger att en mangd U C X &r Oppen
om for varje z € U sa finns det ett r > 0 s& att B(z,r) C U. Den 6ppna bollen
ar aven oppen:

Lemma 1.2. B(x,r) C X dr dppen.

Bevis. Laty € B(x,r). Dadrd(z,y) < r,ségatt d(z,y) = s. Daédry € B(y,r—s)
och B(y,r —s) C B(z,r), ty om z € B(y,r — s) sa &r

d(z,2) <d(z,y)+d(y,z) <s+r—s=r.
[

INLAMNINGSUPPGIFT 6. Vad dr en dppen boll i ett metriskt rum med
den diskreta metriken.

INLAMNINGSUPPGIFT 7. Vad dr en éppen boll med radie 1 i de metriska
rummen i inldimningsuppgift 5.

Ezempel 7. Betrakta R med metriken d(x,y) = |z — y|. Vi ska visa att varje
intervall pa formen I =|a,b[ dr 6ppet. Tag x € I. Da 4r a < x < b. Lat r =
min{z — a,b — x}. Da ar B(z,r) C I, si I ar 6ppen. ]

11



Ezempel 8. Betrakta R med metriken d(z,y) = |z — y|. Vi ska visa att varje
intervall pa formen I = [a,b] inte &r Oppet. Tag a = x € I och tag godtycklig
r > 0. Betrakta y = a — /2. Da &r y € B(a,r), men y ¢ I. Vi har alltsa hittat
en punkt x € I sa att for varje r > 0 finns en punkt y € B(z,r) sd att y ¢ I. [

I boken finns det flera exempel pa méangder som ar 6ppna, kolla pa dessa och
gor alla detaljer.

Proposition 1.3. Lt (X, d) vara ett metriskt rum. Dd galler

1. Andliga snitt av 6ppna mingder dr dppna.
2. Godtyckliga unioner av éppna mdngder dr oppna.

3. 0 och X dr oppna.

Bevis. Beviset av (1) &r precis samma som star i boken.

(2): Lat V' = U, ey Ua, dér U, édr 6ppna. Lat nu # € V. Da ar = € U, for
nagot a € A. Da finns det ett r > 0 sa att B(z,r) C U,, ty U, ar 6ppen. Men
da ar B(x,r) C V, s4 V ar oppen.

(3): Att ) och X &r 6ppna ar klart. O

Foljd 1.4. En mdangd U C X ar oppen om och endast om U dr en union av
oppna bollar.

INLAMNINGSUPPGIFT 8. Visa foljden ovan.

Definition 1.5. Lat U C X wvara en mdngd. En punkt x € U sdgs vara en inre
punkt till U om det finns en boll B(x,r) som ligger helt inne i U. Lat U° vara
mangden av inre punkter till U.

Observera att U° C U, och de inre punkterna karakteriserar de 6ppna méangder-
na enligt foljande proposition:

Proposition 1.6. U C X ar oppen om och endast om U° = U.

Bewvis. Borja antag att U° = U. Da ar det klart att U &ar oppen, ty varje punkt
x € U° = U har en boll B(z,r) som ligger helt inne i U° = U.

A andra sidan, antag att U ar oppen. Vi vet att U° C U, sa vi maste visa att
U C U°. Tag nu x € U. Eftersom U &r 6ppen sa finns det en boll kring x som
ligger helt inne i U, sa x € U°, dvs U C U°. O]

En annan viktig del av analysen &r foljder och konvergens. Konvergens ger
aven upphov till 6ppna méangder, men detta far ni lara er i en annan kurs. Har
boérjar vi med definitionen av en f6ljd. En f6ljd i en méngd X &r en avbildning
fran N till X. Om f(n) = x, &r en f6ljd i X s& kommer vi ofta skriva {x,}>2,
da vi talar om f6ljden, dvs vi man talar om bilden av avbildningen och inte om
foljden sjélv. Vidare, om f: N — X &r en f6ljd och ¢g: N — N &r strikt vixande,
dvs g(n) < g(m) sa fort n < m, si séger vi att f o g ar en delf6ljd till f, som vi
skriver ibland som x4, eller z,, .

12



Ezxempel 9. Lat {z,}°, C X vara en {6ljd i ett metriskt rum. D& &r {xq,}°,
och {zg,41}02, delfdljder till {x,}22 . O

Definition 1.7. Ldit {x,}5°, C X vara en foljd i ett metriskt rum. Vi sdger att
x, konvergerar mot x, som vi skriver som x, — x, om d(x,,z) — 0 dd n — oo.

Skriver vi om denna definition litegrann, sa séger vi att x, — x om det for
alla € > 0 finns ett m > 0 sé att d(x,,x) < ¢ for alla n > m. Sa, en foljd {x,}>2,
konvergerar mot en punkt x om foljden forr eller senare ligger godtyckligt nara
x.

Betrakta nu C med den Euklidiska metriken. Da kommer en 5ljd {z,}22,
konvergera mot en punkt z om |z, — z| — 0 dd n — oo. I boken kan ni &ven ldsa
att z, = r, + 1y, — 2 = + iy i C om och endast om =, — x och y, — y i R.
Vidare sa har man att om z, — z sa &r |z,| — |z| och Z,, — Z.

Exempel 10. Betrakta foljden {2"/n! 4 in/2"}2, i C med Euklidisk metrik. Det
ar klart att denna f6ljd konvergerar mot 0. O]

Ezempel 11. Betrakta foljden {n'/™ + ib"}2, for |b| < 1, i C med Euklidisk
metrik. Eftersom n'/” — 1 och b™ — 0 sa far vi att foljden gar mot 1. ]

Ezempel 12. Betrakta foljden {a'/™ +isin1/n}>%,, for a > 0, i C med Euklidisk
metrik. Eftersom a'/™ — 1 och 1/n — 0 sa far vi att foljden gar mot 1. O

INLAMNINGSUPPGIFT 9. Antag att {z,}°%, dr en foljd i ett metriskt rum

X. Antag att x,, — x. Visa att varje delfoljd till {x,,}5°, konvergerar mot x.

Proposition 1.8. Grinsvdrden dr unika i metriska rum, dvs om {x,}5°, dr en
folgd v ett metriskt rum och x, — x och x, — y da dr x =y.

Bewvis. Vi har att

Eftersom hogerledet gar mot 0 da n — oo sa foljer det att d(z,y) = 0. Men detta
betyder att x = y. O

Definition 1.9. Ldt {z,}°, C X vara en foljd i ett metriskt rum. Vi sdger att
{z,}2, dr Cauchy om det for varje € > 0 finns ett N > 0 sa att d(x,, xy,) < €
for alla n,m > N.

Ett annat sitt att se denna definition pa &r att {x,}>°, dr Cauchy om
d(zp, ) — 0 dan,m — oo.

Proposition 1.10. Varje konvergent foljd dr Cauchy.

Bevis. Antag att x,, — x. Da giller att
d(xp, Tm) < d(zp,z) + d(x,2,) — 0

da n,m — oo, ty d(x,,x) — 0 och d(x,x,,) — 0. O

13



Om varje Cauchyfoljd konvergerar sa sidger vi att det metriska rummet ar
fullstindigt, dvs om konvergenta foljder och Cauchyfoljder &r samma sak. Ett
exempel pa ett fullstindigt metriskt rum &r C. Konvergens ar viktigt, som jag
har ndmnt tidigare, inom analysen, sa forsok att fa en bra forstaelse for detta.
Ibland &r det bra att kunna jamfora konvergenser i olika metriker. Till exempel
om man vill avgéra om ett metriskt rum ar fullstdndigt i en metrik eller inte sa
behéver man bara hitta tva metriker som dr ekvivalenta (se nedan) och visa att
det metriska rummet &r fullstdndigt i den ena metriken. Om (X, d;) och (X, ds)
ar metriska rum, sa séger vi att d; och dy ar ekvivalenta om det finns konstanter
C1,Co Z 0 sa att

crdy (v, y < dy(r,y) < cody(,y)

for alla z,y € X.

INLAMNINGSUPPGIFT 10. Lit d; och dy vara ekvivalenta metriker, och
lat {x,}52, vara en foljd. Visa att om {x,} konvegerar i di-metriken s konveg-
erar den aven i dy-metriken. Visa dven att vara ekvivalenta metriker dr en ekvi-
valensrelation. Visa dven att ekvivalenta metriker ger upphov till samma oppna
mangder.

Nu till det som ar motsatsen till 6ppna méangder, sa kallade slutna méangder. Vi
sdger att en mangd S C X &r sluten och S¢ ar 6ppen. Har ar S¢ komplementet
till S, dvs X \ S := {x € X : z ¢ S}. Det foljer direkt fran Proposition 1.3 att
) = X¢ och X = (¢ ar slutna méngder.

Proposition 1.11. Lit (X, d) vara ett metriskt rum. Da dr
1. Andliga unioner av slutna méngder dr slutna.

1. Godtyckliga snitt av slutna mdngder dr slutna.

Bevis. (1): Lat Sy, ..., S, vara slutna. Da ar

(U Sj> =55
j=1 j=1

Eftersom S dr 6ppna sé foljer det fran Proposition 1.3 att U?:1 S; ar sluten.
(2): Lat S, vara slutna diar o € A. Da ar

(0e)-ys

a€A acA

som ar 6ppen enligt Proposition 1.3, s& [, 4 Sa r sluten. [l

a€cA

Lat oss dven se ett pa ett annat sédtt som sdger om en méangd ar sluten eller
ej. Vi borjar med en definition.
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Definition 1.12. Lat S C X wvara en mdangd i ett metriskt rum. Vi sdger att
x dr en hopningspunkt till S om varje boll B(x,r) innehdller oindligt mdanga
punkter ¢ S.

Anmdrkning 4. Borja med att komma ihag att om X och Y ar méangder sa
definierar vi

card(X) < card(Y) , card(X) = card(Y) , card(X) > card(Y)

att betyda att det finns en funktion f: X — Y som ér injektiv, bijektiv respektive
surjektiv. Man séger att en méngd X &r uppriknelig om card(X) < card(N).
Vi séger att en méngd X ar dndlig om card(X) = {1,--- ,n} for nagot n. En
mangd som ar uppréiknelig men inte édndlig sdgs vara oandlig. O]

Hopningspunkter karakteriserar slutna méangder:

Proposition 1.13. En mdngd S dr sluten om och endast om den innehaller alla
dess hopningspunkter.

Bewis. Ett bevis hittar ni i boken. O

Lat nu S C X vara en méngd. Vi definierar S att vara det slutna holjet till
S genom B
S = S U {hopningspunkter}.

Det é#r klart att S C S.
Foljd 1.14. S C X dr sluten om och endast om S = S.
INLAMNINGSUPPGIFT 11. Visa foljden ovan.

Proposition 1.15. Lat X wvara ett metriskt rum, lat S C X och lat x € S. Da
ar foljande ekvivalent:

l.zes.
2. B(x,r)NS #0 for allar > 0.
3. Det finns en foljd {x,}5°, C S som konvergerar mot x.

Bevis. Viborjar med att visa att (2) implicerar (1). Antag, for en motségelse, att
B(z,r)NS = (. Da ar B(z, )¢ en sluten méngd som innehaller S, ty (B(z,r)%)¢ =
B(x,r) & 6ppen, men x ¢ S, si x ¢ S. Detta ger motsiigelsen, sa x € S. Lat oss
nu visa (1) implicerar (2). Antag fér en motsigelse att = ¢ S. Eftersom (S)¢ ér
oppen sa finns det en boll sa att B(x,r) C (S5)° C S Detta ir en motsiigelse, s
B(z,r)N S #0.

Antag nu att B(xz,r)NS # (). For varje n € N sé finns det ett x,, € B(z,1/n)N
S sa att z, — x, ty

d(xp,x) <1/n—0
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da n — oo. A andra sidan, antag att B(z,7) NS = 0. Da giller for alla y € S att
d(x,y) >r.
Detta betyder att inget f6ljd i S kan konvergera mot z, vilket avslutar beviset. [

Lat oss stanna upp ett tag. Denna proposition ger oss ett satt att visa att
en méingd S &r sluten. Man gor sa hér: Antag att {x,}22, C S &r en foljd sa
att x, — x ¢ S. Om man visar att x € S sd ger propositionen att z ar en
hopningspunkt, sa S innehaller alla sina hopningspunkter, dvs S &r sluten.

INLAMNINGSUPPGIFT 12. Visa att en sluten mingd till ett fullstindigt
metriskt rum dar fullstindigt, och visa att om en delmdngd till ett metriskt rum
ar fullstindigt sa dr den sluten.

Dax att infora ett nytt topologiskt begrepp. Lat S vara en méngd i ett metriskt
rum X. Vi séger att x &r en randpunkt till S om z € S\ S°. Méngden av
randpunkter till S skriver vi som 0S.

Exempel 13. Betrakta C med den Euklidiska metriken. Lat
A(z,r,m) ={w e C:r < |z —w| <rg}
vara en annulus med inre radie r; och yttre radie r5. Da ar
0A(z,r1,re) ={weC: |z —w|=r}U{weC:|z—w| =r}.
[
INLAMNINGSUPPGIFT 13. Lit S vara en mdingd i ett metriskt rum X.

Maste OS vara sluten eller éppen, eller kanske bade dppen och sluten eller varken
oppen eller sluten? Red ut detta. Dédr du inte kan bevisa pastaendet ge motexempel.

Vi har nu bara nagra topologiska begrepp kvar att ga igenom. Vi séger att en
méangd S C X &r begrénsad om det finns en boll B(z,r) s& att B(z,r) D S for
alla z € S. Definiera diametern for S genom

diam(S) := sup d(z,y).

z,yeS
Det ar litt att se att S &r begrédnsad om och endast om diam(S) < oo.

INLAMNINGSUPPGIFT 14. Betrakta C med den Euklidiska metriken. Visa
att varje andlig mangd dr begransad.

Boken infoér darefter kompakthet genom att siga att varje foljd ska ha en
konvergent delfoljd. Vi ska gora det pa ett annat sitt, som ocksa star i boken, och
boken visar att dessa tva definitioner &r ekvivalenta. Lat {U,}aca vara en familj
av 6ppna méngder. Vi siger att {Us,}aca tdcker en méngd S om S C |J ey Ua-
Man séger att {U,}aca ar en 6ppen 6vertidckning av S. Vidare, om B C A och
S C Uyep Us sa siger vi att {U, }aep ér en deldvertidckning av S.
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Definition 1.16. En mdangd K C X dr kompakt om varje oppen overtickning
har en dndlig delovertickning, dvs att det racker med ett dndligt antal oppna
mangder for att ticka K.

En méngd K C X sédgs vara totalt begrinsad om for varje ¢ > 0 finns
andligt antal bollar med radie € som tacker K.

INLAMNINGSUPPGIFT 15. Visa att varje totalt begrinsad mdngd ar be-
gransad. Visa att om K dr totalt begransad sa dr ocksa K totalt begrinsad.

Nu kan vi karakterisera kompakthet.
Sats 1.17. Om K dr en mdngd @ ett metriskt rum X sa dr foljande ekvivalent:

1. K dr kompakt.

2. Varje foljd i K har en konvergent delfoljd som konvergerar till en punkt i
K.

3. K dr fullstindigt och totalt begrinsad.

Bevis. Vi ska visa att (2) dr ekvivalent med (3), och sen visa att (2) och (3)
implicerar (1) och slutligen att (1) implicerar (2). Vi borjar med att anta att (3)
galler. Lat {x,}52, vara en foljd i K. Eftersom K &r totalt begrdnsad sa kan
vi tdcka K med ett dndligt antal bollar med radie 1/2, och atminstone en av
dem maste innehalla x,, for odndligt manga n, sig z, € By for n € N;. Nu kan
K N B; tickas med ett dndligt antal bollar med radie (1/2)?, och Atminstone en
av dem maste innehalla z,, for odndligt manga n € Ny, sig x,, € By for n € Ns.
Fortsitt nu pa detta vis, varvid vi far en f5ljd av bollar med radie (1/2)7, dvs
med avtagande radie, och en avtagande féljd N; C N, dvs Ny D Ny D ---, och
x, € Bjforn € N;. Valjnun; € Ni,ng € Ny, ..., sdatt ny <mng < ---. Betrakta
nu {z,, 152;. Da dr
d(xnjv Tny) < (1/2)1_j

fér & > j. Lat nu k,j — oo, varvid d(z,;,,,) — 0, sa {z,,}32, dr Cauchy.
Eftersom K ar fullstindigt sa kommer denna delfoljd konvergera till en punkt i
K, varvid vi har kommit fram till (2).

Vi ska nu visa att (2) implicerar (3). Vi ska visa att om nagot av villkoren i
(3) inte &r uppfylld sa kommer inte (2) gélla. Vi borjar med att anta att K inte
ar fullstdndigt. Da finns det en Cauchyfoljd {x,}>°, C K som inte konvergerar.
Ingen delfoljd till denna Cauchyfoljd kan inte heller konvergera i K for annars
skulle foljden konvergera mot samma sak. Antag nu istédllet att K inte &r totalt
begransad. Da finns det ett ¢ > 0 sa att K inte kan téckas med ett dndligt antal
bollar med radie €. Valj nu z,, € K induktivt pa foljande séitt: Borja med en
godtycklig z; € K. Da man har valt x1,...,z, Vilj z,.1 € K \Uj_, B(7;,¢). Da
kommer

d(xp, xm) > €

17



for alla n och m, s& {x, }°°; har ingen konvergent delfoljd, vilket visar pastaendet.

Vi ska nu visa att (2) och (3) implicerar (1). Det ar tillrdckligt att visa att
om (2) géller och {V, }4ea ér en 6ppen overtdckning av K, sa finns det ett € > 0
sa att varje boll med radie € som skidr K &r innehallen i nagon V,, for K kan
tackas med ett dndligt antal sddana bollar enligt (3). Antag for en motségelse att
for varje n € N finns en boll B,, med radie (1/2)" s& att B, N K # () och B,, ar
innehallen i ingen V. Vélj nu z,, € B,, N K, varvid vi far en f6ljd {z,}>> ;. Enligt
(2) sa har denna f6ljd en delféljd som konvergerar till nagon punkt z € K. Vi
har att x € V,, for nagot «, ty V,:orna técker K. Vidare eftersom V,, &r 6ppen sa
finns det ett € > 0 sa att B(z,e) C V,. For n stort nog sa att (1/2)" < ¢/3 sa
galler

d(z,,x) < e/3.

Detta betyder att B, C B(x,¢) C V,, som motséger valet av B,,. Detta avslutar
denna implikation.

Slutligen sa ska vi visa att (1) implicerar (2). Antag att {z,, }7° dr en f6ljd i K
med ingen konvergent delf6ljd. Da finns det for varje z € K en boll B, centrerad
kring  som innehaller x, for endast dndligt manga n, for annars skulle nagon
delfoljd konvergera mot x. D& ar { B, }.cx en oppen 6vertdckning av K, men den
har ingen éndlig delovertackning. ]

Anmdrkning 5. Jamfor satsen ovan med bokens framstéllning, och kolla om ni
hittar skillnader/likheter. O

D4 vi talar om det metriska rummet C med den Euklidiska metriken sa har
man ytterligare en karakterisering av kompakthet, namligen

Sats 1.18. (Heine-Borels sats)
K C C ar kompakt om och endast om K dr sluten och begrdinsad.

Bewvis. Se boken for ett bevis. O]

Anmdrkning 6. Om K &r en kompakt i nagot R"™ sa géller &ven Heine-Borels
sats. 0

INLAMNINGSUPPGIFT 16. Lit K vara en kompakt i ett metriskt rum X.
Vad gdller da? Har man motsvarigheten till Heine-Borels sats ovan, eller gdller
bara en implikation, eller kanske ingen. Utred och ge eventuella motexempel.

Avsnitt 1.4

Detta avsnitt borjar lite latt med definitionen av funktioner/avbildningar och
vad det betyder att en funktion &r injektiv och surjekiv. Dessa faktum &r jag
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sidker pa att ni redan vet sa jag lamnar detta till er att ldsa i boken. Darefter, i
avsnitt 1.4.1.6 s& tar man upp den sa kallade Riemannytan till funktionen +/z.
Riemannytor &ar ett komplext omrade som ni kan ldsa en hel kurs om pa dok-
torandniva, sa darfor laimnar jag detta och lamnar det 6ppet for den intresserade
lasaren att lasa detta avsnitt sjalv.

Nu till nagot helt nytt for de flesta, ndmligen den sa kallade Riemannsféren,
(som ocksa dr en Riemannyta). Den sa kallade Riemannsfaren &r inget annat
an det komplexa talplanet C med en extra punkt som vi har format en sfir av
(Egentligen sa dr detta nagot topologiskt som kallas enpunkts-kompaktifiering).
Den punkten som vi ldgger till &r oo, och denna punkt later vi vara nordpolen
pa sfiaren. Vi identifierar denna sfar med enhetssfiaren, dvs den med radie 1, och
det ar enhetssfiren som vi brukar kalla Riemannsfaren. Vi kommer beteckna
det utvidgade komplexa talplanet med C,, = C U {o0}. I C har vi foljande
rakneregler:

® 2+ 00 =00
® 200 =00
® 00 +00 =00
® 0000 =00
° é:()

Den stereografiska projektionen anvénder vi for att identifiera punkter pa
Riemannsfaren med punkter i planet. Den fungerar pa foljande vis:

e Lat Riemannsfiaren sta med sydpolen i origo i C.

e Tag en punkt p pa Riemannsfiren.

e Drag en rét linje genom nordpolen(N) och p.

e Den punkt som linjen skir C, dr vardet for den stereografiska projektionen.

Observera att nordpolen och oo € C,, avbildas pa varandra via den stere-
ografiska projektionen.

Det forsta exemplet i detta avsnitt ar véldigt viktigt, och beskriver den inversa
stereografiska projektionen i koordinater. Hér ar en genomgang av exemplet:

Exempel 14. Lat z = x + iy. Identifiera C med R? sd z = (z,y). Eftersom
Riemannsfiren ligger i R? s kan vi via en identifiering mellan R? och R? uppfatta
z som punkten (z,y,0). Linjen [ genom N = (0,0, 1) och z = (z,y,0) ges da av,
enligt en linjar algebra kurs,

(21,20, 23) =1(t) = N+t]\72 = (0,0,1)+t(z,y, —1) = (tx,ty, 1—t) —o0 <t < 0.
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Eftersom sfirens ekvation ges av 2% + x3 + 22 = 1 s& skir linjen sfiren precis da

l=at+as+as =t +t2° + (1 —t)> =22 + 9> +1) — 2t + 1.

Denna ekvation ar samma sak som
tt(z*+y*+1)—-2)=0,

2

= e Om t = 0 sa hamnar vi via

som har l6sningarna ¢t = 0 eller t = — +§2 T
linjen [ i nordpolen (0,0, 1). Annars sa far vi att
2 |2P-1

o 2y _ 2Tm(z) o= 1 _
SR PTEEE MEIIE R Z2+1 |P+1

2z 2Re(z)

Tr1 = =
TR+ 2P+t
Detta bestdmmer alltsa en punkt pa Riemannsfaren om vi utgar fran en punkt

m

Y

z = x + 1y i det komplexa talplanet.
Ezempel 15. Punkten z = 1 + ¢ korresponderar mot punkten

2Re(1+1i) 2Im(i+1) [1+i? -1\ (221
T+i24+ 1|1 +i2+ 1|1 +i2+1) \33"3

O

pa Riemannsféren.
Om vi vill uttrycka den stereografiska projektionen i koordinater sa kan vi

anvianda exemplet ovan:
Ezxempel 16. Lat (x4, x2, v3) vara en punkt pa Riemannsfaren. Da kan vi anvinda
oss av en linje genom N och (z1, 23, x3) ner till C. Denna ges da av

T
r=—-_—, y:% ; t:]_—[[‘g,

T2

T
Y

Sa
le—xg :1—33'3'
[]

Detta ger en punkt z = x + iy i C.
Ezxempel 17. Lat oss anvinda den stereografiska projektionen pa punkten (%, %, %)

Vi far da enligt exemplet ovan att

i
3
sa z = 141 &r bilden av den stereografiska projektionen. Jamfor exempel 15. [

Nésta exempel ér véldigt viktigt, och kommer komma till nytta da vi studerar

Mobiusavbildningar i slutet av kursen.
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Ezxempel 18. Vi ska visa att alla linjer och cirklar i C korresponderar under den
stereografiska projektioner mot cirklar pa Riemannsfaren.

Den generella ekvationen for en cirkel eller en linje i C, dar z = = + iy, kan
skrivas som

A(z* +y*) +Cox+ Dy + E = 0.

Anvand nu Exempel 16 och substituera x och y i ekvationen ovan. Da far vi

2 2
A = T yo-2 4 p " gy
1—.133 1—5(]3 1—5(]3 ]_—ZE3

Gor likndmnigt varvid denna ekvation ér ekvivalent med, forutsett att x3 # 1:

A2 4+ 23) + Cxy(1 — 23) + Dao(1 — 23) + E(1 — 23)* = 0.
Eftersom x? + 23 + 22 = 1, dvs 2% + 23 = 1 — 23 sa far vi att
A(l —23) + Cay(1 — 23) + Day(1 — 23) + E(1 — 23)* = 0.
Dela nu med (1 — x3), som ger att
A(l+x3) + Cxy + Dxg + E(1 —x3) =0,
som ar ekvivalent med
Cxy+ Dry+ (A—E)xs+ A+ E=0.

Detta ér ekvationen for ett plan i R®. Vi har alltsi visat att projektionen av en
cirkel eller linje maste ligga i detta plan och pa Riemannsfiren. Men snittet av
planet och Riemannsfiaren &r en cirkel, sa exemplet ar klart. O]

Boken gar dérefter igenom en metrik pa C., som bara dr det Euklidiska
avstandet i R3. Forsok att fa en bra geometrisk bild av Riemannsfiren och detta
avstand. Kan ni tdnka ut vad det kortaste avstandet pa sfaren &r, dvs om man
transporteras pa ytan. En ledning ar foljande uppgift:

INLAMNINGSUPPGIFT 17. Ldt p och q vara tvé distinkta punkter pé Rie-
mannsfdaren, och lat m vara den stereografiska projektionen. Visa att planet genom
p,q och origo skdr Riemannsfdaren i en sa kallad storcirkel, dvs en cirkel med di-
ameter 2. Vidare, visa att denna storcirkel korresponderar mot en unik cirkel
(eller linje) i planet som gar genom

1
w(p), och — ——.
(p), 7(q) )
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Eftersom Riemannsfiren &r bade sluten och begréansad sa ger Heine-Borels
sats att den ar kompakt. Egentligen sa maste man argumentera att vi har en
kontinuerlig avbildning mellan sfaren och C,, och att bilden av en kompakt un-
der en kontinuerlig avbildning ar kompakt. Mer om egenskaper for kontinuerliga
avbildningar kan ni ldsa senare i detta avsnitt.

Anmdrkning 7. Boken argumenterar att sfaren dr kompakt och eftersom sféren
och C ar isometriska sa foljer det att C, dr kompakt. Forsok att visa foljande:
Antag att (X, d;) och (Y, dy) &r metriska rum som &r isometriska. Visa att om
ett av dessa rum ar kompakt sa &r det andra kompakt ocksa. ]

Vi ska nu studera kontinuerliga funktioner/avbildningar. Boken definierar
kontinuitet via ett gransvirde. Denna definition ska inte vara nagot nytt for er.
Dérefter sa visar de att denna definition &r ekvivalent med den vanliga ¢ — 6-
definitionen som ni ocksa har sett i tidigare kurser. Sen visar boken en véldigt
viktig ekvivalent definition av kontinutitet, och denna definition ska vi anvéinda
0ss av:

Definition 1.19. Ldat X och Y wvara metriska rum och lat f: X — Y wvara en
avbildning. Vi siger att f dr kontinuerlig om f~1(U) dr dppen for varje oppen
Ucy.

Anmdrkning 8. f~1(U) betyder inversa bilden av U, eller ibland s& séger man att
urbilden av U under f. Kom ihdg att f~'(U) inte betyder att f har en invers,
utan

AU ={r e X : f(x) e U}.
O

Anmdrkning 9. Bokens e —d-definition gar sjalvklart att generalisera till allménna
metriska rum genom att anvianda sig av en allmén metrik d istéllet for Euklidiska
metriken som boken anvinder. O]

Exempel 19. Betrakta signumfunktionen sgn: R — R. Denna &r inte kontinuerlig

ty

sgn (] —1/2,1/2) = {0},
sa den inversa bilden av det 6ppna intervallet | — 1/2,1/2[ dr punkten {0} som
ar sluten. n

Ezempel 20. Lat f: R — R vara definierad genom

fz) =

2 omz >0
r omz<0 ’

Vi pastar att f &ar kontinuerlig, sa lat oss visa detta. Lat a < b < 0. Da ar
fYJa, b)) =]a,b[. Om a < 0 < bsa dr f~(Ja,b]) =]a, vVb[. Slutligen om 0 < a < b
sa dr f~'(Ja, b]) =]/a, Vb[. Alltsa ér inversa bilder av 6ppna méingder 6ppna, s
f ar kontinuerlig. O]
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Definitionen av kontinutitet som jag nyss gav gor att det blir ldttare att
visa Proposition 7 och 8 i boken. For att visa detta sa tdnker jag ge beviset av
Proposition 8.

Beuvis av Proposition 8 i boken. Vi ska visa att g o f: S; — S3 ar kontinuerlig.
Lat U C S vara en 6ppen mingd. Eftersom (go f)™' = f~log™! s& ér

(go /) HU) = f (g (V).

Men eftersom V' := g~}(U) ér 6ppen och eftersom f~!(V') ér 6ppen s ér g o f
kontinuerlig. O]

Boken visar darefter att kontinuerliga funktioner bevarar kompakthet, dvs om
f: X — Y &r kontinuerlig och K C X &r kompakt s& ar f(K) kompakt.

INLAMNINGSUPPGIFT 18. Visa att kontinuerliga funktioner bevarar kom-
pakthet via ett overtickningsarqument, dvs visa detta genom att visa att varje
oppen overtackning har en andlig delovertdckning.

Sen visar boken att varje reellvird kontinuerlig funktion definierad pa en kom-
pakt har ett maximum pa kompakten. Senare kommer vi se att varje holomorf
funktion, som de funktioner som vi ska studera senare kallas, antar sitt absoluta
maximum pa randen till den méngd dar den &r definierad, dvs om f: U — C
dr holomorf s& kommer |f| anta sitt maximum pa OU. Mer om detta senare. Nu
ska vi diskutera likformig kontinutitet. Observera att varje likformig kontinuerlig
funktion ar kontinuerlig, men bokens exempel 30 visar pa en funktion som &r kon-
tinuerlig men inte likformig kontinuerlig. Det finns &ven en ekvivalent definition
av likformig kontinuitet som nésta uppgift reder ut.

INLAMNINGSUPPGIFT 19. Lit U C C vara dppen, och lit f: U — C vara
en funktion. Fory € U definiera

7y f(x) = flz—y).

Definiera dven || f|lu = sup,ep |f(2)|. Visa att f dr likformigt kontinuerlig om
och endast om ||1,f — fllv — 0 dd y — 0.

En viktig sats dr bokens sats 10 som séger att varje kontinuerlig funktion pa
en kompakt dr till och med likformig kontinuerlig. Kom ihag att en funktion ar
kontinuerlig pa en kompakt om den ar kontinuerlig i en omgivning till kompakten,
ty kontinuitet &r definierad i termer av éppna méangder.

Lat oss nu titta pa nagra nya topologiska termer innan vi fortsétter. Vi sager
att en méngd A C C ar osammanhingande in det finns icke-tomma 6ppna
méngder U och V sd att UNV = () och A = U U V. Annars si siger vi att A
ar sammanhingande. Rita en bild s& forstar ni denna definition béattre. Boken
koér dock med en annan definition, vi maste dock ha lite mer terminologi for att
ge denna.
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Definition 1.20. Ldit [a,b] C R vara ett kompakt intervall. En kurva i C dr en
kontinuerlig funktion ~: [a,b] — C.

Anmdérkning 10. Att v ar kontinuerlig betyder att den &r kontinuerlig pa ]a, ],
precis som jag namnde ovan. 0

Om 7 &r en kurva pa ett intervall [a, b] s& séger vi att v ar sluten om v(a) =
7(b). Ett enkelt exempel pa en sluten kurva &r en cirkel. Vidare sa séger vi att
en kurva v ar enkel om

Y faf

ar injektiv. Ett exempel pa en enkel kurva &r alla kurvor som inte skér sig sjalv.
Kurvor som skér sig sjilv kan inte vara enkel, eftersom man far problem med
injektiviteten i skdrningspunkten.

INLAMNINGSUPPGIFT 20. Visa att man alltid kan parametrisera om en
kurva sa att definitionsmdngden blir [0, 1] men virdemdangden dr den samma, dvs
om 7y: |a,b] — C dr en kurva, visa att man kan definiera om ~y sd att det blir en
avbildning fran [0, 1] til C med samma bild.

Vi kan nu ge bokens definition:

Definition 1.21. Lit A C C vara en dppen mdingd. Vi sdger att A dar vigsam-
manhingande om det for varje par av punkter z och w i A finns en kurva
v:10,1] = C sd att v(0) = z och v(1) = w.

Definitionen sdger alltsa att en méngd &r vigsammanhéngande om det for
varje par av punkter i méngden finns en kurva mellan punkterna som ligger helt
inne i mangden.

Anmdrkning 11. Jag anvinder mig av en annan terminologi &n boken, jag siger
viagsammanhéingande medan boken sdger sammanhéngande. O

Anmdrkning 12. Vig-sammanhéngande-definitionen kréver éppna miangder medan
i den andra definitionen av sammanhéngande sa funkar det med vilken mangd
som helst. O

Déaremot sa ar dessa tva sammanhédngande-definitioner samma sak pa 6ppna
mangder, men forst sa behover vi ett lemma.

Lemma 1.22. Ldt U vara sammanhdngande. Om () # A C U dr bade 6ppen och
sluten sa ir A=1U.

Bewvis. Eftersom A ar sluten s& ar A¢ oppen. Detta betyder att A € A° = U,
som motsdger att U ar sammanhéangande, sd A° maste vara lika med (). Alltsa ar

A=U. [l

Sats 1.23. Lat U vara dppen ¢+ C. Da dar U vig-sammanhdngande om och endast
om U ar sammanhdangande.
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Bevis. Borja anta att U dr vig-sammanhéngande. Antag vidare, for en mot-
sdgelse, att U inte dr sammanhéngande. Da ar U = V U W dar V, W &r icke-
tomma och 6ppna. Observera att V' och W ér slutna. Lat z € V och w € W.
Enligt antagande sa finns det en kurva mellan z och w. Lat denna kurva ges av
v:[0,1] — U sa att y(0) = z och y(1) = w, dvs en kurva som boérjar i z och
slutar i w. Lat

T={tel0,1]:~(t) e V}.

Observera att T' # (), eftersom 0 € T', och observera att T" ar begransad av 1. Lat
¢ vara den minsta 6vre begrénsningen till 7', dvs ¢ = sup 7. Da ar ¢ # 1, och per
definition av 6vre begriansning sa finns det en f6ljd {¢,} med ¢ < ¢, < 1 sa att
v(t,) € W och t,, — c. Kontinuitet ger att

() = lim (L) ,
sa eftersom W &r sluten sa foljer det att y(c) € W.

P& samma sétt sa finns det en fljd {s,} med 0 < s,, < ¢ sa att s, — ¢ och
v(sn) € V. Nu ger kontinuitet och slutenhet hos V att v(c) € V. Dessa bada
foljdargument ger var motségelse, sa U ar sammanhédngande.

Antag nu att U ar sammanhéngande. Lat zy € U, och lat

V={2€U:2z~2},

dér ~ betyder att det finns en kurva mellan z och zy. Vi pastar att V' ar 6ppen,
sa lat oss visa detta:

Antag att det finns en kurva fran zj till z; 1 U. Eftersom U &r 6ppen sa finns
det en boll B(z;,r7) C U. Om z € B(z1,r) sa finns en kurva, en rét linje i detta
fall, fran z till z;. Alltsa finns det en &ven en kurva fran z till zg via 27, sa V ar
verkligen oppen.

Vi pastar hdrnést att V' ar sluten. Antag darfor att {z,} C V ér en f6ljd och
att z, — z € U. Vi maste visa att z € V. Eftersom U ar 6ppen sa finns det en
boll B(z,7) C U kring z med radie r. For nagot n sa kommer z, € B(z,7). Da
finns det en rét linje i B(z,r) fran z till z,, for det fixerade n:et ovan. Alltsa finns
det en kurva fran z till zg, sd z € V.

Vi har nu visat att V' ar bade oppen och sluten, sa V' = U, vilket get att U
ar vig-sammmanhéngande. O

Nu ténkte jag ge ett annat bevis av bokens proposition 9, och jag ténkte passa
pa att generalisera den en aning:

Proposition 1.24. Lat X och Y wvara metriska rum, och lat S C X wvara sam-
manhdngande. Om f: X — Y dr kontinuerlig sa dar f(S) sammanhdngande.
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Bevis. Antag for en motségelse att f(S) inte &r sammanhédngande, dvs att det
finns 6ppna U och V med UNV = () och f(S) = UUV. Eftersom f ar kontinuerlig
och unioner av 6ppna mangder ar Oppna sa ar

fFHUuv) = fHuyu (V)
oppen. Men f~HU)U f~H4(V) =S, ty
[ =ffUuv)=Uuv,
som motsiger att S var sammanhingande. O

Méngder som vi kommer att studera mycket dr sa kallade omraden (eng.
domains). Ett omrade é&r helt enkelt en 6ppen sammanhédngande méangd.

Proposition 1.25. Lat €2 C C vara ett omrade, och lat f: €2 — Z vara kontin-
uerlig. Da dr f konstant.

Bevis. Antag for en motségelse att f inte dr konstant. Da maste f anta atmin-
stone tva olika heltal, sdg att m € Z &r ett av dem. Betrakta I =|m—1/3,m+1/3]
och J ={y € R: |y —m| > 2/3}. Dessa mangder ar 6ppna och I N.J = ) sa
de #r disjunkta. Observera att Im(f) C TU J, sa f~*(I) och f~1(J) ér disjunkta
oppna mingder si att Q = f~1(I) U f~1(J). Detta motsiger att Q ér samman-
héngande. O]

Funktionsfoljder och serier

En funktionsfoljd &ar helt en f6ljd av funktioner, som vi kommer skriva som
{fn}22,. Hér s& specificerar jag inte vilken definitionsméngd och viardeméangd
som funktionerna har, men jag antar underforstatt att de atminstone har sam-
ma definitionsmangd. Om vi har en funktionsféljd sa kan man forstas tala om
konvergens av denna funktionsféljd, och vi ska nu studera nagra olika typer av
konvergens.

Lat f,: U — C vara en foljd av funktioner. Vi sdger att f, konvergerar
punktvis mot en funktion f, som vi skriver som f,, — f punktvis, om |f,(z) —
f(z2)] = 0dan— oo for alla z € U.

Ezempel 21. Lat f,: C — C vara definierad genom f,(z) = 2. Da f, — 0
punktvis, ty
|fu(2) = 0] = |z/n] — 0

da n — oo for alla z € C. O]
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Ezempel 22. Lat f,,: R — R vara definierad genom f,,(z) = sin” z. Da konverger-
ar f, punktvis pa [0, 7] men inte pa [37/4, Tr/4]. Lat oss visa detta. Tag z € [0, 7]
och studera foljden {sin" x}2,. Om = # 7/2 sa &r 0 < sinz < 1 och déarfor ar
sin"z — 0. Om z = 7/2 s& ar sinx = 1, sd sin" x — 1. S&

fn—>{ 0 omax #7m/2

1 omz=m/2 °

Detta visar att dven fast f,, ar kontinuerlig sa behdver inte gransfunktionen vara
kontinuerlig.
Lat oss nu visa det andra pastdendet. Lat x = 37/2 € [37/4,7n/4]. Da ar
sinzx = —1 sa sin" z = (—1)", som inte har nagot gransvirde. O
Eftersom punktvis konvergens inte ens bevarar kontinutitet sa infor vi en
annan konvergens:

Definition 1.26. Lat {f,}22, vara komplexvirda funktioner definierade pa en
mangd U. Vi sdger att f, konvergerar likformigt mot en funktion f, som vi
skriver som f,, — f likformigt, om sup, < |fn(2) — f(2)] — 0 da n — oo for alla
zeU.

INLAMNINGSUPPGIFT 21. Visa att likformig konvergens implicerar punk-
tvis konvergens, sd likformig konvergens dr starkare dn punktvis konvergens.

Anmdrkning 13. Omvandningen géller inte, som exempel 33 visar. n

Exempel 23. Definiera f,,: C\ {0} — C vara definierad genom f,(z) = 1/z+1/n,
och lat g,: C\ {a} — C vara definierad genom g,(z) = 1/(n(z + a)). Det ar
latt att se att f, — 1/z bade punktvis och likformigt. Det &r &ven litt att
se att g, — 0 bade punktvis och likformigt. Men f,9, — 0 punktvis, medan
fngn # 0 likformigt, som visar ytterligare pa ett exempel att likformig konvergens
ar starkare dn punktvis konvergens. O]

En egenskap som likformig konvergens har ar att den bevarar kontinuitet, jam-
for punktvis konvergens i exemplet ovan. Det ar precis det proposition 10 séger.
Beviset av propositionen ger ett bra exempel pa dar triangelolikheten kommer in,
och diar man anviander kanske ett av det mest anvinda matematiska "tricken”, dvs
lagga till och dra ifran samma sak. Beviset ar ocksa ett bra exempel pa dar ett
sa kallat €/3-argument kommer in. Studera beviset och ldgg metoden pa minnet.
Kolla darefter pa bokens diverse exempel.

Det néstfoljande avsnitten behover ni inte studera sa nogrannt. Ekvikontinu-
itet dr helt enkelt en familj av likformigt kontinuerliga funktioner, och Arzela-
Ascolis sats édr inget ni behover lagga nagon energi pa. Jag anser att dessa begrepp
ligger utanfor kursinnehallet. Daremot, om ni dr intresserade, sa innehaller be-
viset av Arzela-Ascolis sats en valdigt viktig metod. Metoden brukar kallas for
Cantors diagonalprocess och anvénds bland annat da man visar att QQ ar up-
prakneligt. Déarfor rekomenderar jag starkt att ni tar en titt pa forsta halvan av
beviset av satsen, dvs sidan 43.
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Vi borjar nu istédllet med att studera serier och dess konvergens. En serie &r
helt enkelt en oéndlig summa av komplexa tal, dvs

oo
E Zj.
Jj=1

Lat s, = Z?Zl zj vara en delsumma av den ovanstaende serien; denna brukar
kallas partialsumma. Observera att partialsummorna bildar en {6ljd av komplexa
tal, ndmligen {s,}>°,. Om f6ljden av partialsummor konvergerar sa séger vi att
serien konvergerar, mer precist har vi

Definition 1.27. Vi sdger att ) ° | z; konvergerar mot z, och skriver ) ™= | z; —
z (oftast skriver vi likhetstecken och inte gar-mot-pil), om partialsummorn s, — z

din — oo, dvs |s, —z| — 0 dda n — oo. Om en serie inte konvergerar sa siger

vt att den divergerar.

Observera att det ar ett nédvandigt villkor att termerna i serien gar mot noll,
dvs att z; — 0, for att serien ska konvergera. Men det ar inte ett tillrackligt villkor,
dvs om z; — 0 s& behover inte serien konvergera, men om serien konvergerar sa
kommer z; — 0. Boken gor detaljerna pa dessa pastaenden.

Jag ténkte nu namna de saker som jag tycker ar viktiga om serier. Vi séger
att en serie ) 2| z; ir absolutkonvergent om » 77, |2,| konvergerar. En viktig
sak som giller absolutkonvergenta serier ar att de adr konvergenta. Lat oss visa
detta faktum.

Bevis av att absolutkonvergenta serier dar konvergenta. Lat Zj‘;l z;j vara absolutkon-
vergent. Betrakta partialsummorna s, = > 7, 2;. Da ér

n

2

j=m+1

n

< D Izl

j=m+1

|5n - Sm‘ =

Eftersom vi har en absolutkonvegent serie till att borja med sa kommer hégerledet
ga mot noll da n, m — oo. Detta betyder att {s,}52, dr Cauchy, och eftersom C
ar fullstédndigt sa kommer det finnas ett z sa att s, — z, dvs att Zj; zj==z. U

Lat nu {f; }?’;1 vara komplexvirda funktioner definierade pa samma méangd.
Betrakta serien ) 77, f;(2). Vi séger att denna serie konvergerar punktvis
(likformigt) om partialsummorna s, (z) = >_7_, f;(2) konvergerar punktvis (lik-
formigt). Foljande lemma &r viktigt d& vi kommer studera Laurentserier senare i
kursen:

Lemma 1.28. (Geometrisk serie)
Serien Y 227 konvergerar mot 1/(1 — 2) for |z| < 1, dvs pa enhetsdisken.
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Bewis. Observera att
(1—2) (1424224 42") = 14+z+22 4+ 42—z =22 =2 " = 1

Dela nu (1 — z) varvid far att

1— Zn—i—l
lhz+27+ 2t =T
1—-=2
L&t nu n — oo varvid 2" — 0 ty |z| < 1, s& resultatet f6ljer. O
Ezempel 24. Vihar att Y7 ((—=1)"2"2% = - om |22] < 1, dvs pa B(0,1/2). O
Ezempel 25. Vi har att Y ;2 27" = — om |27!| < 1, dvs for |z] > 1. O

Ezempel 26. Vi kan dven ga baklénges. Sig att z € C uppfyller att |z —i| < 1/5.

Da giller att
55(z —
1—5(z—1) 5(z — 1) Z 2 =)

ty [5(z —1i)| <1, dvs |z —i| < 1/5. O
En annan viktig sats som &r anvindbart inom manga omraden inom analysen
ar Weierstrass M-test:

Sats 1.29. (Weierstrass M-test)

Lat {f.}>2, vara en foljd av komplexvdrda funktioner definierade pd samma
mdangd. Antag att f, dr begrinsade for stora n, dvs att det finns konstanter M,
saG att

for varje z. Antag vidare att Y>>, M,, < oo, dvs att den konvergerar. Da gdller
att Y 2 | fa(2)], och dven Y~ fu(z), dr likformigt konvergent.

Bewis. Beviset hittar ni i boken. O

Potensserier och dess konvergensradier

En serie pa formen ) a,(z — 2)", dér a, € C, kallas en potensserie
i (2 — 29). Vi ska nu fa fram villkor nir en sddan potensserie konvegerar. Det
kommer visa sig att en potensserie konvergerar pa en disk. Radien pa denna disk
kallas for potensseriens konvergensradie.

For att kunna formulera den forsta satsen som uttalar sig om potensseriers
konvergensradie s méste vi definiera begreppen lim sup och lim inf. Lat {a,, }°2, C
R vara en foljd, och séatt

M = {a € R : det finns en delfoljd till {a,};>; som konvergerar mot a}.
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Eftersom varje konvergent foljd ar begrdnsad sa kommer méangden M vara en
begrinsad méngd, sa S = sup M existerar och det ar S som vi brukar kalla for
lim sup,,, . @n.

Proposition 1.30. For varje € > 0 sa finns det ett N sa att a,, < S+ ¢ for alla
n>N.

INLAMNINGSUPPGIFT 22. Visa propositionen ovan.

Propositionen ovan séger alltsa att lim sup sa gott som alltid ligger 6ver foljden
{a,}52,, atminstone svansen pa foljden. Nésta proposition siger att limsup sa
gott som alltid ligger under f6ljden.

Proposition 1.31. Fér varjee > 0, och for varjem € Z sa finns det ett k € 7.,
sa att k > m och
S —e < ay.

INLAMNINGSUPPGIFT 23. Visa propositionen ovan.

Dessa tva propositioner ska inte forvana er, eftersom limsup ar definierad
utifran konvergenta delféljder och sup. Propositionerna implicerar dven att man
kan uttrycka lim sup som ett gransvarde:

Proposition 1.32.

limsup a,, = lim sup{ag, ars1,- -, }-
k—o0

Bewis. Se boken. O
INLAMNINGSUPPGIFT 24. Lit {x,}22,,{y.}22, C R wara tvi foljder.

Visa att limsup,,_, (¢, + yn) < limsup,,_., @, + limsup,,_,. Yn, och ge ett mo-
texempel pa att omvdnda olikheten inte alltid gdller.

Vi kan nu forstas gora detta omvént och anvinda inf istéllet for sup. Da
far vi det sa kallade liminf. Mer precist sa definierar vi I = inf M att vara
liminf,,_, . a,. Vi kan da fa liknande resultat som propositionerna ovan:

Proposition 1.33. For varje € > 0 sa finns det ett N sa att a,, > I — e for alla
n > N.

Proposition 1.34. For varjee > 0, och for varje m € Z sa finns det ett k € 7.,
sa att k < m och
I+¢e>ay.

Proposition 1.35.

limsup a,, = lim inf{ag, axs1,. .., }.
k—o0

n—oo
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Konvergens kan karakteriserars i termer av lim sup och lim inf:

INLAMNINGSUPPGIFT 25. En foljd {a,}2°, C R dr konvergent om och

endast om limsup,,_, . a, = liminf, . a,.
Vi kan nu antligen séga nat om konvergensradien fér potensserier.

Sats 1.36. (Cauchy-Hadamards sats)
Lat 322y aj(z — 2)’ vara en potensserie, och lat

o = limsup |a;|Y", R=1/a.

j—o0
Da gdller att
1. Om |z — zo| < R sd konvergerar serien absolut.
2. Om |z — 29| > R sa divergerar serien.
3. Om 0 <r < R sa konvergerar serien likformigt pa m.
Bewis. Se boken. O

Négra kommentarer angaende satsen. (1) sdger alltsa att serien konvergerar
pa B(zo, R), och pa dess komplement sa divergerar den. B(zp, R) &r alltsa den
storsta disken (bollen) som serien konvergerar pa. (3) siger att serien konvergerar
likformigt pa varje kompakt delméngd till B(zg, R). Om o = 0 sa gor vi konven-
tionen att R = oo och om a = oo sa gor vi konventionen att R = 0, precis som
vi gjorde pa Riemannsfiaren. Att R = oo betyder att serien konvergerar pa hela
C. Déaremot om R = 0 sa ger satsen endast att serien konvergerar for z = z.

Ett annat siatt att hitta konvergensradien for en potensserie dr att anvinda
sig av det sa kallade kvottestet:

Sats 1.37. (Kvottestet)

o [ee] ) _ ] -
Lt ijo a;j(z — 29) vara en potensserie. Om

Q.

existerar, s kommer serien konvergera pa B(zo,1/03).
Bewvis. Se boken. [l

Anmdrkning 14. 1 slutet pa beviset sa har boken ett pastaende: Om ¢ > 0 sa &r
c'/™ — 1. Kommer ni ihag hur man visar detta? Gor alla detaljer. m
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Exponentialfunktioner, logaritmer och
trigonometriska funktioner

Boken anvinder sig av potensserier for att definiera den komplexa exponen-
tialfunktionen. Detta ar forvisso ett valdigt bra satt att definiera den pa, men jag
tankte gora det lite annorlunda sa att ni far se ett annat satt. Ga igenom bokens
framstéllning och jamfor med min.

Vi vill alltsa definiera e* for z = x 4+ iy € C. En egenskap som den reella
exponentialfunktionen har ar att e”e? = e*¥ {or alla x,y € R. Vi vill dven att
den komplexa exponentialfunktionen ska uppfylla detta, dvs att e®e¥ = e*t%
for alla z,w € C. For att detta ska vara uppfyllt si méaste e™ = e%e¥ vara
uppfyllt. Denna ekvation visar att det enda vi maste definiera for att detta ska
vara uppfyllt dr e¥, ty e* vet vi redan vad det dr. Betrakta ¢ som en konstant,
varvid vi har att

dzeiy _ iy_
dy?
Detta betyder att vi maste losa en ordinar differentialekvation pa formen
>f f
dy? 7

Som ni vet s& har denna generell 16sning f(y) = Acosy + Bsiny. Utifran
f(0)=e"=1= Acos0+ Bsin0= A

och
af

g =if(0) =7¢=(—Asin0+ Bcos0) = B,
Y1,—o

si far vi att A =1 och B = i. S& om vi definierar €% = cosy + isiny si kommer
e" T = e®(cosy + isiny). Vi formulerar det vi har gjort ovan i en definition:

Definition 1.38. For varje z = x + 1y € C sa definierar vi e* genom

e’ :=e"(cosy +isiny).

Anmdrkning 15. Metoden som vi anviande ovan for att definiera exponentialfunk-
tionen brukar anvindas flitigt inom matematiken, dvs man utgar fran vad man
vill att objektet som skall definieras ska uppfylla, och definiera dérefter objektet
efter dessa egenskaper. O

Observation 1. Kom ihag att vi sag tidigare att varje z € C kan representeras
som z = |z|(cos@ + isinf) for @ € arg(z). Enligt definitionen av ¢ sa far vi att
z = |z|e for 0 € arg(z). Det ir denna representation som brukar kallas fér polér
form. ]
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Det ar latt att verifiera att exponentialfunktionen uppfyller féljande egen-
skaper:

1. e/e¥ =e* ¥
2. ¢ =1 om och endast om z = 27ki for k € Z.
3. e# = e¥ om och endast om z = w + 27k: for k € Z.

Observera att egenskap (3) sédger att den komplexa expontenialfunktionen inte ar
injektiv, ddremot ar den injektiv pa varje boll med radie 7:

INLAMNINGSUPPGIFT 26. Visa att ¢* dr injektiv pi B(z,w) dir z € C.

Kom ihag Eulers formler, dvs for y € R

e — e W eV +e W

siny = 57 och cosy = 5
1

Dessa foljer direkt fran definitionen av €%, ty man gor limpliga linjirkombina-
tioner av e® och e=%. Detta foreslar definitionen av de komplexa trigonometriska
funktionerna.

Definition 1.39. For varje z € C sa definierar vi

eiz - efiz eiz + 67iz
sing = ——— och cosz = ——
21 2
Det &r latt att se att de vanliga trigonometriska formlerna géller:

1. sin(z 4 27) =sin z

2. sin(—z) = —sinz
3. cos(z 4 2m) = cos z
4. cos(—z) = cos z

5. sin?z+cos?z =1

6. sin(z £ w) = sin z cos w = sinw cos z
7. cos(z £ w) = cos z cosw F sin z sin w
8. sin2z = 2sin zcos z

9. cos2z = cos? z —sin? 2

Vi har ocksa foéljande lemma:
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Lemma 1.40. sinz =0 om och endast om z = kn for k € Z.

Bevis. Om z = k7 sa ar det klart att sinz = 0. Omvént, antag att sinz = 0, dvs
att ) ]
el _ oz
21
Detta betyder att e’* = e~%*. Nu ger egenskap (3) for den komplexa exponential-
funktionen att

=0.

1z = —iz + 2mki.
Flytta 6ver —iz och dela med 2i sa far vi z = km, vilket avslutar beviset. O]

Ni kan dérefter strunta i att ldsa om de hyperboliska funktionerna sinh z och
cosh z.

Det ar dax att ge oss pa den komplexa logaritmen. Den komplexa logaritmen
definierar vi som den inversa funktionen till den komplexa exponentialen, dvs

w=logz om z=¢e" z#0.
Eftersom e* &r periodisk sa kommer dven logaritmen bygga pa argumentet:
logz:=1In|z|+iargz =In|z| +iArgz+i2mn , n€Z,

dér In dr den reella logaritmen. Om vi nu véljer att restringera oss till en gren av
argumentet, t.ex. principalgrenen, sa kommer logaritmen sjilvklart paverkas av
detta. I detta fall sa far vi

Logz :=1In|z| +iArgz

dar det versala L:et &r i analogi med A:et i Argz. Vi har féljande egenskaper for
den komplexa logaritmen:

1. Om z # 0 si dr z = €!°82,
2. loge* = z + 2kmi for k € Z.
3. log(zw) = log z + log w.

4. log(z/w) = log z — log w.

INLAMNINGSUPPGIFT 27. Lit f(z) = In|z| +iargz, —7/2 < argz <
3n/2. Visa att [ inte dr kontinuerlig pa B(0,1).

Uppgiften séger alltsa att den komplexa logaritmen &r diskontinuerlig med
period 27.
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Anmdrkning 16. Lat oss nu diskutera bokens terminologi angaende flervéirda
funktioner. Observera att en funktion per definition ar envérd, men vad menar
de da med en flerviard funktion. En funktion f: M — N, dar M, N dr méangder,
kallas flervird om for alla p € M sa ar f(p) en delméngd till N. Vi ser alltsa
f: M — N som en flerviard funktion om f: M — P(N) dér P(N) ar potens-
méngden.

Nu nér vi har koll pa flerviarda funktioner sa ar det dags att fa koll pa koll
pa grenar. Lat f: Q — C, diar 2 C C, vara en flervird funktion. En gren av
f ar en funktion F':  — C som &r kontinuerlig i {2 och sa att for varje z € Q
ar F'(z) € f(z). Alltsa ar en gren av en flervird funktion et kontinuerligt val av
funktionsvirden sa att funktionsviardet i en viss punkt ar ett av den flervarda
funktionens varden. O

Vi ska aterkomma till val av grenar for logaritmen. Det visar sig att logaritmen
uppfors sig valdigt bra nar man véal har valt en gren, men mer om detta senare.

Kom ihag att for varje nollskilt reellt tal x sa kan vi definiera x¥, dar y € R,
som e’ Vi fljer denna linje da vi hojer upp ett komplext tal med ett komplext
tal:

Definition 1.41. Om «,z € C och z # 0 sa definierar vi z* genom

SO ealogz.

Eftersom logaritmen beror pa vilken gren vi véljer sa kommer &ven komplexa
potenser bero pa vilken gren vi véljer. Observera att

e ea(ln |z|+i Arg z+2kmi) __ eoc(ln |z|+i Arg z) eanTrz

b

dar k € Z. Da kommer vardena for z* vara lika, om vi véljer k = k; och k = ky #
kl, om
6a2k17ri — €a2k27ri
Men enligt egenskaperna for den komplexa exponentialfunktionen sa géller detta
om och endast om
a2kimi = a2kemi + 20

dér n € Z. Loser vi ekvationen sa far vi att

n
ki — ko

Vi sammanfattar konsekvenserna av denna utrdkning i nagra punkter.

o =

1. Om a € Q sa antar z endast ett dndligt antal varden.
2. Om « € Z sa kommer z® endast anta ett virde.

3. Annars sa antar 2z oéndligt manga vérden.

INLAMNINGSUPPGIFT 28. Ar principalvirdet till (z12,)* lika med pro-
dukten av principalvirdena 2325 ¢ Visa eller motbevisa.

Resten av kapitlet kan ni ldsa pa egen hand.
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Kapitel 2

Lasanvisningar till kapitel 2

Differentierbarhet, deriverbarhet och
holomorficitet

I detta avsnitt sa kommer vi borja varan studie av funktioner definierade pa
en delméngd till det komplexa talplanet. I forra kapitlet sa borjade vi studera
kontinuerliga funktioner, bade abstrakt definierade pa metriska rum och mer
konkret pa C. Hér tar vi steget och borjar talar om deriverbarhet.

Definition 2.1. Ldt Q) C C vara ett omrade, och lit w € 2 vara en fizerad punkt.
Om det finns ett komplext tal, som vi skriver som f'(w), sd att

Z—w Z— W
sa sdger vi att f dr deriverbar i punkten w. Ibland sa skriver vi detta som

j—]; - En funktion som dr derwerbar i alla punkter w € Q kallar vi for en

deriverbar funktion.
Anmdrkning 17. Boken kallar en deriverbar funktion fér en holomorf funktion.
Vi ska definiera holomorfa funktioner pa ett litet annat sitt senare. n
Observation 2. Betrakta gransvardet

()~ fw)

ow 2 — W

i definitionen ovan. Lat z = w + h varvid z — w betyder att h — 0, sa deriver-
barhet i punkten w kan skrivas ekvivalent som

o S h) — f(w)
h—0 h

Hér ar det viktigt att inse att dven h &r ett komplext tal, sa det finns manga sétt
for h att ga mot noll. O]
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Sag att f: Q — C dr en funktion. Eftersom vi kan identifiera C med R? si
kan vi skriva om f som en funktion fran Q som delmingd till R? till C. Hur gar
detta till? Jo, om z = x + iy sa definierar vi x = Re(z) och y = Im(z), som vi
kallar realdelen respektive imaginirdelen for z. Observera att

Re(z) = Z;Z och Im(z) = 22_,2
i

Detta tillvigagangssatt kan vi anvanda oss for vilken funktion som helst. Definiera
u(z,y) = Re(f(2)) och v(z,y) = Im(f(2)),

varvid f(z) = f(z +iy) = f(z,9) = u(z,y) + iv(z,y).
INLAMNINGSUPPGIFT 29. Visa eller motbevisa att Re(z +w) = Re(z) +
Re(w) och Re(zw) = Re(z) Re(w).

INLAMNINGSUPPGIFT 30.

a) Lat f: C — C vara komplexlinjir och lat w = Re f. Visa att u ar reell-linjdr
och att f(z) = u(z) —iu(iz) for alla z € C.

b) Lat u: C — R wara reell-linjir och lat f: C — C vara definierad genom
f(2) = u(z)—iu(iz). Visa att f dr komplexlinjir. Vidare, visa att sup,_; [u(z)| =
supy, i1 | f(2)| for alla z € C.

Anmdrkning 18. Blanda inte ihop imaginédrdelen for funktionen f och bilden for
funktionen f, vi skriver bada som Im(f). Jag hoppas att detta inte ska réra ihop
det for er, utan att det ska framga fran sammanhanget vilket Im jag menar. [

Observera att grafen till f: C — C, som man brukar beteckna med I'(f), &r
ett 4-dimensionellt reellt vektorrum.

Anmdrkning 19. Grafen definieras genom

I'(f) ={(z,w) e CxC: f(z) = w}.

]

Exempel 27. Lét oss uttrycka funktionen f(z) = 3% pa formen f(z,y) = u(z,y)+
iv(z,y). For att gora detta, lat z = = + iy. Da ar

f(2) = f(z +iy) = f(x,y) = T = 323 = 3% (cos 3y + isin 3y) =

= % cos 3y + ie>* sin 3y.

Sitt u(z,y) = €3® cos 3y och v(z,y) = €3® sin 3y, varvid f = u + iv. O
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Ezempel 28. Lat z = x+1y och betrakta funktionen f(x,y) = 2?+y*+y—2+iz.
Vi ska skriva f i termer av z och z. For att gora detta sa borjar vi att komma
ihag att
1
r = Re(z) = 5(2 +Z)

och

Da far vi att

ﬂxﬁ)z(%@+202+<%ﬂz—a)2+<%¢p—a)—2+¢<;z+a):,”

=z iz -2,

s f(z,y) = f(z) = |2]* +iz — 2. O

Detta exempel ger oss en viig fran R? till C, och det ér ett mycket mer "kom-
plext” vis att skriva funktioner i termer av z och Z, dvs se f: C — C som en
funktion i z och Z. Eftersom vi haller pa med komplex analys sa tycker jag att
det ar battre att fa en komplex syn pa det hela.

Antag nu att f: 2 — C ar en deriverbar funktion. Skriv f = u + iv. Vi ska
nu utreda vad deriverbarheten siiger om u och v som #r funktioner R? — R. Vi

har att
u(w + h) +iv(w + h) —u(w) — w(w)

J'(w) = Jim h -
_ ,111{% u(w + hf)L — u(w) ‘H'}Lig(l) v(w+ h) —v(w) o (w) + i (w)

Alltsa maste dven funktionerna u och v vara deriverbara. Det omvinda géller
inte, som vi ska se snart.

Ezempel 29. Betrakta funktionen f(z) = f(x +iy) = z. Vi har, fér w = u + iv,
att
f(z) = f(w) _ T —u

z—w (v —u)+ily—v)
Lat nu z — w. Om vi gar langs linjen y = v sa kommer gréansvardet vara lika
med 1, och om vi gar ldngs linjen = = u sa ar gransvardet lika med 0. Eftersom
gransvirden ar unika sa kan inte differenskvoten ovan inte existera da z — w.
Detta betyder att dven fast funktionen f &r deriverbar med avseende pa x € R

sa behover det inte vara det med avseende pa z € C. O]

Ezempel 30. Lat f: C — C vara definierad genom f(z) = Z. Boken séger att
denna funktion inte &r deriverbar i orgio, men vi ska visa att den inte ar deriverbar
nagonstans (det ar faktiskt samma bevis som star i boken). Lat w € C vara
godtycklig men fix. Da galler att

flw+h)—fw) w+h—w
h h




Satt h = hy + the, och lat h ga mot noll langs realaxeln, dvs da hy = 0. Da ar
% — 1. Later vi istédllet A ga mot noll langs imaginédraxeln sa far vi att 7TZ2 — —1.
Eftersom gransvarden &ar unika sa foljer det att differenskvoten inte existerar da

h — 0, sa f ar inte deriverbar i nagon punkt w € C. m

Detta exempel ger en antydan till att for att vara en deriverbar komplexvérd
funktion sa far inte funktionen innehalla nagot z. Detta ar ocksa fallet, men vi
ska aterkomma till detta snart.

Ezempel 31. Betrakta nu funktionen f(z) = 2" for n > 0. Vi ska se att denna
funktion dr deriverbar for alla n, och dess derivata dr nz""!. Lat oss borja med
n = 0, dvs da funktionen ar konstant 1. Da &r, for ett godtyckligt, men fixt,

w e C,
. flw+h)—flw) 1-1
m h T
sd f(z) = 1 &ar deriverbar med derivata noll. Lat nu n = 1. Lat w € C vara
godtyckligt och fixerat. Da &r
flw+h)—flw) w+h—w

h h = b

=0,

som visar att f(z) = z dr deriverbar med derivata lika med 1. Lat nu n > 1 vara
godtyckligt. Da géller, enligt binomialsatsen, att

n n n—-kpk _ ,.m n n n—kpk
(w+h)”—w”_zk0(k)w R —w _Zk1<k>w h
h B h N h

_ i < Z ) wkpEL

k=1

Lat nu h — 0 varvid vi ser att det ovanstaende gar mot ( le ) w'l =npw . O

Det ovanstaende exemplet visar att vi kan derivera monom som vanligt, vi
kommer snart se att de gamla vanliga deriveringsreglerna géller.

Ezempel 32. Lat f: C — C vara definierad genom f(x + iy) = = + idy. Da géller

att
flw+h) — f(w)  hy+idhy

h ~ hy+ihy
Lat nu A — 0 langs realaxeln, dvs da h, = 0. Da gar differenskvoten mot 1.
Om vi later h — 0 ldngs imaginédraxeln, dvs da hy = 0 sa gar differenskvoten
mot 4. Eftersom differenskvoten gar mot olika véirden sa foljer det att f inte &r
deriverbar i nagon punkt. Om vi skriver om funktionen i z och Z sa far vi att

z2+z z2—Z 5z — 3%z
JE) ===+ Z( 2i > 2
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Alltsa innhaller funktionen ett Z, sa det ska inte vara forvanande att f inte &r
deriverbar. [

INLAMNINGSUPPGIFT 31. Visa att funktionen f: C — C definierad genom

f(2) = z- Re(z) dr deriverbar endast i origo.

INLAMNINGSUPPGIFT 32. Lit f: Q — C vara en funktion. Om f och f

dar deriverbar i en punkt w € Q, visa att da dar f'(w) = 0.
Innan vi gar vidare sa tédnkte jag dra en definition till.

Definition 2.2. Lat U C R? vara dppen och f: U — R en funktion. Vi siger
att f dr en C*-funktion, k € N fizt, om alla dess k stycken partiella derivator
existerar och dr kontinuerliga. Vi skriver detta som f € CH(U).

Anmdrkning 20. Vi definierar C*(U) = (,—, C*(U), och séger att f € C>*(U) ar
slat pa U, eller bara C* pa U. n

Sa hur gor man da for en funktion f: U — C, diar U C C ar 6ppen. Jo, vi
siger att f € CK(U) om u,v € C*(U), déir f = u + iv.

Anmdrkning 21. Det mest fascinerande, som vi kommer se senare, ar att varje
deriverbar funktion &r faktiskt till och med C*>°. Jamfor detta mot det reella fallet,
dér en deriverbar funktion inte ens behdver ha en kontinuerlig derivata eller vara
deriverbar tva ganger, exempelvis f: R — R definierad genom f(z) = 2%/? &r
deriverbar i # = 0 men f'(x) = 3/22'/2 ir inte deriverbar i z = 0. O

Antag att f: Q — C &r deriverbar i punkten w € €). Definiera

Eftersom f &r deriverbar i w sa foljer det omgéende att lim, ., R(z) = 0. Omvént,
om lim,_,,, R(2) = 0 sa &r det klart att f &r deriverbar i w. Alltsa &r f deriverbar
i w om och endast om lim,_,, R(z) = 0. Vidare sa &r det inte sa svart att se
lim, ., R(z) = 0 &ar ekvivalent med f(z) — f(w) = f'(w)(z — w) + p(z) och
L p— 2 EZJ)‘. Detta séager att funktionen z — w — f(z) — f(w) kan approximeras
med den linjéra funktionen z — w — f’(w)(z — w), och felet vi far gar mot noll
dven da vi delar med |z — w|, dvs att felet gar mot noll snabbare dn vad |z — w|
gor.

Lat oss nu se att de derivatan &r linjar och att deriveringsreglerna fran den

reella analysen géller dven i det komplexa fallet.

Proposition 2.3. Lat f,g: Q@ — C wara deriverbara funktioner pa en dppen
mangd €2 och lat o, B € C. Da gdller att

1. af + Bg dar deriverbar med derivata of’ + Bq’.
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2. fg dr deriwerbar med derivata f'g+ fq'.
3. Om g # 0 sa dr f/g deriverbar med derivata (f'g — fg')/g>.

Bevis. (1): Vi har for godtycklig w € Q att

(af +Bg)(w+h) — (af + Bg)(w)

Mo h -
~ lim a(f(w+h) = f(w)) Z Blg(w +h) — g(w)) _ of' (1) + B9 (w).

(2): Vi har for godtycklig w € Q att
fglw+h) — fg(w)

lim =
h—0 h
o £ W0 ) = J(wglw + 1) + S (w)glo + 1)~ flwglw) _
h—0 h

Sista likheten foljer fran att g ar deriverbar, sa den &r kontinuerlig, dvs att
limy,—0 g(w + h) = g(w).
(3): Lat nu g # 0. Betrakta f/g, som helt enkelt &r f multiplicerat med 1/g.
Det foljer fran (2) att
f /
(2) = rasm+ ssor

Vi méaste darfor hitta derivatan for 1/g. Vi har for godtycklig w € Q att

L /9w k) = (g)w) | glw) —glw+h)
h—0 h h—0 hg(w + h)g(w)
~ lim -1 gwth) —gw) -1,
— ;11—>0 g(w + h)g(w) L (g(w))2g (w) ,

ty g ar kontinuerlig. Det foljer direkt att
<[>’ _f9—1d
g 92

Det foljer fran ovanstaende sats och exempel 31 att alla polynom &r deriver-
bara. Vidare sa foljer det fran exempel 30 att ingen funktion pa formen z*2™ for
alla k > 1,m > 0 &r deriverbar.

]
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Proposition 2.4. (Kedjeregeln)
Lat f: U — C, g: V — C vara deriwerbara funktioner pa éppna mdngder U,V C
C sd att f(U) C V. Dadrgo f: U— C deriverbar och

(go f)(w) =g (f(w))f (w).
Bevis. Lat wg = f(20) och definiera for w € V,
h(w) = { %ﬁfgyd — ¢'(wg) om w # wy |

0 om w = Wy

Da &r h kontinuerlig, ty ¢ &r deriverbar sa &ven kontinuerlig. Eftersom samman-
sdttningar av kontinuerliga funktioner ar kontinuerlig sa géller att

lim A(f(z)) = h(wy) =0,

z—20

ty wo = f(20). Lat nu w = f(z) varvid

(90 1))~ (g 1) = L2 ZI () g,

Alltsa ar
(90N (9o N _ o glw) —glw) f() = T(0) _
SCC RO CE SR

]

Ezempel 33. Betrakta funktionen f(z) = (3z + 1)!%. D4 &r enligt kedjeregeln
f'(z) =100(3z +4)% - 3. O
Vi ska nu gora en karakterisering av deriverbarhet i termer av de reell-virda

funktionerna u och v, om vi delar upp f i w + iv. Sa antag att f = u + v &r
deriverbar i w = x + iy. Da géller att

)t £ 1) = F0)

h—0 h

dar h kan ga mot noll hur det vill. Sig att den gar mot noll léngs realaxeln, dvs
om vi later h = hy + ihy s& &r hy = 0. D& ar

w(x + hy,y) +iv(x + hy,y) —u(x,y) —iv(x,y)

oL _
fllw) = ;}390 I =

~ lim U(x+h7y)—U(x,y)+Z.hm ve+hy —vlry) Ou i@ _

h1—0 h h1—0 hl ax Z=w ax zZ=w
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Later vi nu h ga mot noll langs imagindraxeln sa ar hy = 0, dvs h = thy. Gor vi
samma utridkning som ovan sa far vi att
. Ou n v
_/L — —
oy oy
Eftersom gransviarden dr unika sa maste dessa ekvationer vara lika. Jamfor nu
real och imagindr varvid man ser att
du v ou ov
or Oy oy Oz’
Dessa ekvationer i termer av partiella derivator av u och v brukar kallas for
Cauchy-Riemanns ekvationer. Vi har visat foljande:

f'(w) =

Z=w Z=w

Sats 2.5. Lat f: Q — C, dar Q) C C dar dppen, vara en funktion. Om f = u+ v
ar deriwerbar pa €2 sa dar Cauchy-Riemanns ekvationer uppfyllda pa €2.

Men hur &r det med omvindningen. Om f = wu + iv uppfyller Cauchy-
Riemanns ekvationer, kommer da f vara deriverbar. Féljande sats svarar bitvis
pa denna fraga.

Sats 2.6. Antag att ) C C dr dppen. Lat f = u+iv: Q@ — C vara en funktion. Om
u,v € CH(R), och om f uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer dd dr f derierbar
pa §2.

Bevis. Se boken for ett bevis. [
INLAMNINGSUPPGIFT 33. Analysera beviset for Sats 2.6. Kolla speciellt
pa ndr villkoret att u,v € C1(Q) kommer in. Kan man konstruera en funktion f =

u + v dar u,v ar deriwerbara sa att Cauchy-Riemanns ekvationer ar uppfyllda,
men s att f inte dr deriverbar? Utred. Visa eller motbevisa.

Foljd 2.7. Antag att Q2 C C dr oppen. Lat f = u + 1w: Q — C vara en funk-
tion. Da dr f deriverbar om och endast om u,v dr C*(Q2) och uppfyller Cauchy-
Riemanns ekvationer.

Exempel 34. Lat f: C — C vara definierad genom f(z) = 2% Vi vet sedan tidi-
gare att denna ar deriverbar, men lat oss se att den uppfyller Cauchy-Riemanns
ekvationer. Vi har, om vi skiver om z = x + iy, att

f(z) =2* —y* + i2zy .= u(z,y) + iv(z,y).
Detta betyder att

ou ov
oy = —
ox dy
och
ou v
— =2y =——,
dy ox
sa Cauchy-Riemanns ekvationer ar verkligen uppfyllda. O]
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Ezempel 35. Lat z = x + 1y, och betrakta f: C — C definierad genom f(z) =
22 +y+i(y? —x) := u(z,y) +iv(x,y). Det dr klart att u,v dr bada C'. Vidare
sa galler att

ou ov

A

Ox x’@y 4
och

u_,__Ov

ody Oz’

sa Cauchy-Riemanns ekvationer ar inte uppfyllda 6verallt, utan endast pa linjen
y = x. Men méngden {(z,y) : y = x} innehaller ingen disk, s& f &r inte deriverbar
nagonstans. O

INLAMNINGSUPPGIFT 34. Lit f = u+iv. Dd vet vi hur Cauchy-Riemanns
ekvationer se ut, atminstone i rektanguldra koordinater. Visa att Cauchy-Riemanns
ekvationer dr ekvivalent med att siga att

ou 1@ b ov 10u

o ro0 "M T o

1 poldra koordinater.

Vi ska nu visa satsen i boken som séger att om derivatan ar identiskt noll
for en funktion sa ar funktionen konstant. Bokens bevis bygger egentligen pa en
sats fran den reella analysen, sa vi har valt att bevisa satsen med mer komplexa
metoder. Lagg marke till bevismetoden for satsens bevis, som ar ofta vanlig; man
visar en sak lokalt forst (i en boll), och dérefter anvéinder man detta for att visa
det generella resultatet.

Sats 2.8. Antag att f: D — C, dir D C C dr ett omrade, dr deriverbar och att
f'=0pa D, da dar f konstant pd D.

Bevis. Lat B(a,r) vara en boll kring a € D med radie r. Da ligger denna boll helt
inne i D, eftersom D &ar 6ppen, och kom ihag att en boll &r sammanhéngande.
Tag nu en godtycklig punkt b € B(a,r). Om vi visar att f(a) = f(b) si kommer
detta betyda att f ar konstant. Eftersom B(a,r) dr sammanhéngande sa kan vi
hitta en kurva mellan a och b, som bara bestar av vertikala och horisontella linjer,
som ligger helt inne i B(a,r). Om det finns en hérnpunkt, kalla denna c. D4 &r
¢ =a+ h och b= c+ ik for nagra h,k € R. Vi kan anta att h > 0, eftersom
annars ar det bara att byta roll pa a och c. Satt

g9(x) = fla+ ).

Detta ér en funktion i en reell variabel och &r definierad i en omgivning av [0, h].
For x € [0, h] betrakta

g'(z) = i 9@ —9(@) _ . flaty) — flata)

=flla+z)=0,
y—r Y —x Yo y—
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eftersom f € O(B(a,r)) och f/ = 0 pa B(a,r). Alltsa ar g konstant pa [0, h,
eftersom g ar reell. Detta ger att

P& samma sétt sa far vi att f(b) = f(c) sa f(a) = f(b), vilket ger att f &r
konstant pa B(a,r).

Lat oss nu betrakta vart omrade D. Fixera ett a € D och tag en godtycklig
b € D. Eftersom D &r sammanhéngande sa kan vi hitta en kurva v mellan a och
b. V&lj nu, for varje p € «, en boll B(p,r) som ligger helt inne i D. Detta &r
forstas mojligt eftersom D ar 6ppen. Observera att alla dessa bollar kommer att
tacka v, och eftersom Im(vy) &r kompakt (v &r ju kontinuerlig och definierad pa
ett kompakt intervall) s& kan vi vélja ut ett dndligt antal av dessa bollar. Enligt
varat lokala resultat for en boll sa kommer f vara konstant pa alla dessa bollar.
Eftersom vi har ett dndligt antal bollar sa kommer f vara konstant pa hela ~.
Pa grund av att b var godtyckligt vald, sa drar vi slutsatsen att f ar konstant pa
hela D. [

Villkoret med en sammanhéngande méangd ar viktigt i satsen ovan. For t.ex.
om f &r konstant 0 pa en 6ppen méngd A och 1 pa en annan 6ppen méngd B,
och A och B ér disjunkta, sa dr f' =0 pa AU B men f(a) # f(b) for allaa € A
och b € B.

INLAMNINGSUPPGIFT 35. Antag att Q C C dr ett omrdde och lit f,g: Q —
C wara deriwerbara. Visa att om ' = ¢' s ar f — g konstant.

INLAMNINGSUPPGIFT 36. Antag att f: Q — C, Q ett omride i C, dr
deriverbar. Antag vidare att |f(z)| dr konstant pa Q. Visa att f dr konstant pa
Q.

Resten av avsnitt 2.1 kan ni lasa sjalva. Mark vl att det d&r OK att derivera
innanfor summationstecknet sa lange hela serien definierar en deriverbar funktion.
Observera ocksa att determinanten av Jacobianen for en deriverbar funktion alltid
ér lika med beloppet av derivatan i kvadrat, dvs |J(f)| = |f|> > 0.

Integration, Green-Gauss integralsats, Cauchys
integralsats och Cauchys integralformel

Integration definieras genom Riemannsummor, dvs via 6ver- och undersum-
mor. Detta ar ni vialbekannta med, sa jag ska inte plaga er med det. Daremot sa
ska jag dra en annan definition av integral. Lat f = u + v vara en kontinuerlig
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funktion [a,b] — C, dér w och v &r kontinuerliga funktioner pa [a,b]. Vi definierar
integralen 6ver [a,b] genom

/ab F(t)dt = /abu(t)dt i /abv(t)dt.

Detta ligger i grund for definitionen av kurvintegraler, men forst tédnkte jag dra
lite mer terminologi och egenskaper for kurvor.

Definition 2.9. En kurva v: [a,b] — C kallas for en styckvis C'-kurva om det
finns en dndlig partition

a=a<a; <---<a,=5b
sa att for varje 5 =0,1,...,n—1 gdller att

7|[aj,aj+ﬂ € Cl([aj7 ajJrl])'
Exempel 36. Lat «: [0,1] — C vara definierad genom
1+(1-8)i 0<t<1/4
(3-8t)—i 1/4<t<1/2

() = —1+(5-8t)i 1/2<t<3/4 "
~(T—8t)+i 3/4<t<1

Detta ir en styckvis C!-kurva pé [0, 1]. Om ni ritar en bild av denna kurva s ser
ni att det ar en kvadrat med horn i (1 +14), (=14 14),(—1 —14) och (1 —3). O
Om vi definierar summan av tva kurvor 7;: [a,b] — C och ~,: [b,¢] — C
genom
7)) ,tela,b
+ ) (t) =
(71 72)( ) { ,}/2(75) 7 tE]b, C]

s& ser vi att om v: [a,b] — C &r en styckvis C'-kurva, sa ir

Y= 7|[ao,a1} +oeee 7|[an71,an]'

Kan man lagga ihop kurvor sa kan man forstas dra ifran kurvor, och en negativ
kurva dr inget annat &n samma kurva fast 4t motsatt hall, dvs om ~y: [a,b] — C
dr en kurva sa definierar vi (—v): [a,b] — C genom

(—7)(t) =~(a+b—1)

som genomloper samma punkter fast i omvéind ordning.

Nagot som ar viktigt men vildigt enkelt och intuitivt ar Jordans kurvsats som
ger oss en orientering av kurvor. Jordans kurvsats sdger att en sluten, styckvis
Cl-kurva i C delar planet i tvd omraden, nimligen i det inre och det yttre. Om
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det inre &r till vanster da man ror sig langs en kurva sa sédger vi att kurvan ar
positivt orienterad, annars sa ér den negativt orienterad.

Slutligen sa kan man maéta lingden av en kurva, som borde inte vara forva-
nande for nagon. Det dr ndmligen precis samma sak som ni har lart er under
tidigare analyskurser. Lingden av en C'-kurva v: [a,b] — C ges av

b
1) = [ b

En viktig egenskap hos langdfunktionen &r att den &r oberoende av val av para-
metrisering av kurvan . (Langdfunktionen &r alltsé invariant definierad!) Lat oss
visa detta.

Proposition 2.10. Lat v;: [a,b] — C vara en parametrisering av en kurva, och
lat ¢: [c,d] — [a,b] vara en strikt vazande funktion sd att o(c) = a och ¢(d) = b.
Dé dr vo(t) = y(p(t)): [e,d] — C en annan parametrisering av samma kurva
som 7y, och

(1) = 1(72).

Beuwis. ; .
t02) = [P0l = [ bieo)e @l
enligt kedjeregeln. Eftersom ¢ &r vixande sa ar ¢'(t) > 0, vilket ger att
d
102) = [ lel)le 0

Gor nu variabelsubstitutionen s = ¢(t), sa ds = ¢'(t)dt. Da blir de nya integra-
tionsgrénserna ¢(c) = a och p(d) = b, sa

() = / 72 ()lds = L(7).

Exempel 37. Lat v: [0,1] — C vara definierad genom v(t) = €2™. D4 &r

1 1
I(y) = / |2mie*™|dt = 27T/ 1dt = 27.
0 0

Lat oss gora en annan parametrisering av enhetscirkeln:

Ezempel 38. Lat v: [0,27] — C vara definierad genom ~(t) = e*. D4 ér

21 2m
l(y) = / |ie™ |dt = / dt = 2.
0 0

Sa ldngden av en kurva ér oberoende av parametrisering, som propositionen ovan
visade. [l
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Definition 2.11. Antag att f: U — C dr en kontinuerlig funktion definierad
pi en dppen mingd U C C. Lit v: [a,b] — C vara en styckvis C'-kurva med
v([a,b]) C U. Da definierar vi integralen av f lings med vy genom

/7 = f f()dz = Z / PO ) ()t

dira = ap < a1 < -+ < a, = b ar partitionen av [a,b] fran definitionen av en
styckvis Ct-kurva.

Anmdrkning 22. Man anvinder ibland beteckningen § for att séga att det &r en
kurvintegral. ]

Denna defintion visar sig vara "vettig”, eftersom den &r oberoende av val av
parametrisering av kurvan 7. Jag lamnar detta som en 6vningsuppgift (jamfor
Proposition 2.10).

INLAMNINGSUPPGIFT 37. Visa att defintionen av integralen av f lings
v inte beror pa val av parametrisering av vy, dvs om ¢: [¢,d] — [a,b] dr en strikt
vdzande funktion och T =~y o : [c,d] — C ar en annan parametrisering av vy sd

ar
jlef

Exempel 39. Lat y(t) = €' vara en kurva definierad pa [0,27]. Om i deriverar
s& far vi 7/(t) = ie. D& blir, enligt definition,

27 27
]{Edz = / e geldt = z/ dt = 2m1.
vy 0 0
O

Nu till ett exempel som &r valdigt viktigt, som speciellt kommer vara viktigt

{Or oss senare.
it

Exempel 40. Léat () = e" vara en kurva definierad pé [0, 27]. D& ar 7/(t) = ie®,

S&
2 2
j{z"dz = / (") ie'dt = z/ et gt
vy 0 0

Vi far da tva fall:
Fall 1: (n # —1)

Da ar )
(n+1)it 74T 1 )
%z"dz =3 |:€—:| - (6(n+1)127r _ 60)) = 0.
. (n+1)il, n+1

2T
%z"dz = z/ dt = 2.
0 0
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Alltsa ar
fz"dz:{o. n -l .
. 2., n=—1.

INLAMNINGSUPPGIFT 38. Lit zp € C och ¢ > 0 vara fizerade. Lit
v: [—1,1] — C vara kurvan parametriserad genom

]

Y(t) = zo + itc.

Forax >0 lat o = zg+ x och = zg — x. Berikna

1 1
lim ( — )dz.
=0 J \z—a z-0

Om v = v, +- -+, ér en styckvis C'-kurva, s definierar man att integralen
over vy att vara samma sak som att integrera 6ver de olika delarna och ldgga ihop
delresultaten, dvs

/vf(z)dz:/m f(z)dz+---+/ynf(z)dz.

Speciellt betyder detta att om vi vill berdkna integralen 6ver en kurva v som vi

genomloper n ganger, sa blir
/ f = n/f?
n-y v

dar n -y ar kurvan v som genomlops n ganger.
Anmdrkning 23. Om vi vill berdkna f(ﬂ) f sa ar detta samma sak som att berak-
na — j;w f O

Tva olikheter som ar anviandbara lite da och d& ar

‘ [ sz| < [ 15102

och |f(z)| < M for alla z sa ér [ |f|dz < [ M. Vi ska nu anvinda dessa olikheter
for att visa foljande vélkénda sats:

Sats 2.12. Lat f: U — C, U C C dppen, vara en kontinuerlig funktion, och lat
v vara en styckvis C'-kurva pd [a,b]. Antag att det existerar en konstant M > 0
sa att | f(2)] < M for alla z pa ~v. Dé gdller

Af(z)dz

<M -1(v).
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Beuwis.

_ /abm(t))v'(t)dt\g [ 1w = [ sl <

b
gM/hww:Mﬂw,

Lf(z)dz

Foljd 2.13. Lat f: U — C wvara en kontinuerlig funktion pa den éppna U C C,
och ldt v vara en styckvis Ct-kurva. Dé giller

sa
<M -1(v).

]

fdz

< sup |f(2)]-1(7).

zevy(t)

Exempel 41. Lat oss visa att ‘ f7 %dz‘ < me da v ar 6vre halvan av enhetscirkeln.

Vi ska anvianda oss av Sats 2.12. Vi borjar berdkna ldngden av 7:

:/IﬂMﬁZ/uﬁwzfdhm.
0 0 0

. o o . . . . . z ° o .
Dérefter sd maste vi hitta en 6vre grans for < pa . z pa v kan skrivas som

2 =e" = cost +isint, si

z ecost+dsh1t cost

(&

z

(&
= 1 Se,

eﬁ

eftersom 0 < cost < 1. S& om vi sdtter M = e sa far vi att
6Z
/ —dz
y 2
O

Exempel 42. Lat v vara linjesegmentet fran 0 till 1+ ¢, som kan definieras genom
v(t) = (144t for ¢ € [0,1]. Da &r

1
:/ﬁuwﬁ:
0

Vidare, pa vy s& giller att |2%| = |2]? < |1 + i[> = 2. Detta ger att

/z2dz < 2V/2.
.

20

<M -l(y) = me.




Ezempel 43. Lat v vara cirkeln |z| = R for R > 1. Lat m > 1 och n > 0. Vi har

att
2" = B"

pa v samt att
2™ =1 > ["|—-1=R" -1

/ i dz
7zm—l

INLAMNINGSUPPGIFT 39. Visa att

pa 7. Detta ger att

27TRn+1
< .
- Rm—1

a) Om vy ar cirkeln |z| = 3, sa ar

/dz
5| <
L 22—

b) Om~=R+2mit, 0 <t <1, R>0, sd dar

3T

1

/ e¥*dz < 2med3ft
S1+er| T et -1
c) Om~=it, 0 <t <1, sdar
/esmzdz < 1.
v
d) Om R # |a| sd gdller att
/ 1 del < 2R
—_— Az < .
=g (2 +a)(z —a) |R? — [a]?|

Nu ar det dax for en hojdpunkt, namligen en variant av Integralkalkylens
huvudsats:

Sats 2.14. Antag att U C C dr en dppen mdangd och att v: [a,b] — C dr en
styckvis Ct-kurva sd att y([a,b]) C U. Om f: U — C dr deriverbar sa gdller att

t%f@ﬂszW@D—fww»
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Bewis. Det ar tillrackligt att visa satsen for en del av kurvan v, sa vi antar att v ar
en C'-kurva. Vi borjar med att observera att fo~: [a,b] — C &r en C'-funktion.
Lat f oy =u+ . Da ger kedjeregeln att

(f o) () = f' (V)Y (1) = '(t) + i/ (2).

Detta ger att

]{ or

Y aZ z

= u(b) —u(a) +i(v(b) —v(a)) = u(b) +iv(b) — (u(a) +i(v(a)) = F(7(b)) = f(v(a))-
O

:/abf’(y(t))y’(t)dt:/abu’(t)dtJri/abv’(t)dt:

Lat oss kolla pa ett liatt exempel pa denna sats.

Exempel 44. Lat ~ vara enhetscirkeln e, 0 < t < 27. D4 ar 7/(t) = ie®. Om
f(z) =5 sa ér f'(z) = z. Lat oss kolla pa hoger respektive vénsterledet i satsen:

27 ) ' o ' 1 ‘
VL= %f/(z)dz = fzdz — / eltieztdt — Z/ e2ztdt —_ _[62zt]g7r —0.
v Y 0 0 2

HE = f(3(2m)) — F(7(0)) = (e -

sa fv zdz = 0, men det visste vi redan. ]

INLAMNINGSUPPGIFT 40. Lit f € CY(B(0,1)) vara sidan att |f'(z)| <
M for alla z € B(0,1). Visa att

f(22) = f(21)] < M|z2 — 2]
for alla zy,zo € B(0,1).
Vi kan nu ge ytterligare ett bevis av att Sats 2.8.

Foljd 2.15. Antag att U dr ett omrade i C och antag att f: U — C ar deriverbar
med f'(z) =0 pa U. Dé dr f konstant pa U.

Bevis. Fizera zy € U. For z € U sa finns det en Cl-kurva v: [0,1] — U si att
7(0) = 2z och (1) = z (Varfor?). Da ger foregaende sats att

F(z0) — £(2) = F(1(0)) — F(7(1)) = 74 f(z)dz = f 0d= =0,

sd f(z0) = f(z). Men eftersom z var godtycklig s& ar f konstant. O
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Lat oss nu diskutera Green-Gauss Integralsats ett tag. Satt
Q:={(r,y) eER*:a<z<b, c<z<d}

Observera att detta ér en 6ppen méangd. Om ni ritar en bild 6ver denna méangd
s& ser ni att det dr en rektangel utan sidor, en sa kallad 6ppen rektangel. Lat f €
C(Q2), dvs f ar kontinuerlig pa den slutna rektangeln. Betrakta dubbelintegralen

/ | fdudy

Kom nu ihag Fubinis sats:

Sats 2.16. (Fubinis sats) )
Lat Q C R? vara en dppen rektangel som ovan, och antag att f € C(Q). Dd giller

J[ sy~ | b ( / df(x,wdy) i~ [ d ( / bf(x,y>dx)d

Sats 2.17. (Starkare Fubinis sats) )
Lat Q C R? wvara ett omrdde, och antag att f € C(Q).

(a) Om Q dr méingden {(z,y) e R? :a<x <b, g1(x) <y < go(x)} sd giller

it
e ([ )

(b) Om Q dr méingden {(z,y) € R?: hy(y) <z < haoly) , ¢ <y < d} si giller

tt
a J[ sty = | d ( / h(()) f(x,y)dfv> dy.

Anvénder vi nu Fubinis sats och Integralkalkylens huvudssats sa far vi Green-
Gauss integralsats for rektanglar.

Sats 2.18. (Green-Gauss integralsats for rektanglar)
Antag att Q Gr en dppen rektangel och antag att f € CY(Q). Dd gller att

//admdy—/fbydy /faydy—/fbydy+/fay
// fd:zcdy— /fxcdy+/fxd —/abf(:p,c)dy—/baf(%d)dy
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Lat nu 2 C C vara en begrinsat omrade. Da ar det klart att 02 utgor ens
kurva. Vi siger att 09 ér C* om kurvan som utgér randen &r C* for 1 < k < oo.
Om rand-kurvan endast &r styckvis C¥, sa séiger vi att randen &r styckvis C¥. Om
randkurvan ar postivt (negativt) orienterad s& séger vi att randen &r positivt
(negativt) orienterad. Denna terminologi gor att vi kan formulera en Green-Gauss
sats for mer generella omraden:

Sats 2.19. (Green-Gauss integralsats for omraden)
Antag att Q C C dr ett begrinsat omrade med styckvis C*> rand och antag att

f €CYQ). Da giller att
// gdmdy = / fdy
o 0z a0

// gdxdy =— fdx.
o 0y o0

Eftersom randen for en rektangel {(z,y) € R2:a <2z <b, ¢ <y < d} ér
lika med en kurva som gar fran (a,c) till (a,d) till (b,d) till (b, c) till (a,c), s&
foljer Green-Gauss sats for rektanglar direkt fran den generella Green-Gauss sat.
Gor detaljerna sjalv. Lat oss nu kolla pa en tillampning av Green-Gauss sats.

och

Sats 2.20. (Cauchys integralsats) )
Antag att Q C C dr ett begrinsat omride med styckvis C*°-rand. Om f € C1(Q)

sa galler att
/ fdz=0.
19)

Bevis. Lat f = u + iv. Bokens Propoisition 22 ger att

fdz = / (udzr — vdy) + z/ (vdz + udy).
B o9 B

Green-Gauss sats ger att

/ (udx — vdy) = // ( d:cdy — a—d:cdy)
9 0

ta—“:—%sé

//( i dy—g—dxdy> — 0.

Anvinder vi Green-Gauss sats pa |, o0 (vdx +udy) och direfter Cauchy-Riemanns
ekvationer sa far vi att d&ven denna integral blir noll, sa

Cauchy-Riemanns ekvationer ger at

fdz=0.
o9
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Anmdrkning 24. Vi kommer se en starkare formulering av Cauchys integralsats
senare, nimligen att f endast behéver vara kontinuerlig upp till randen och C!
pa det inre. 0

En foljd till Cauchys integralsats ér féljande proposition:

Proposition 2.21. Antag att Ann(zg, Ry, Ry) dr en oppen annulus i C, och antag
att f € CH(Q). Da gdller att
/ fdz
|z—z0|=r

Bewvis. Se boken. O]

inte beror pd valet av r.

Cauchys integralformel &r kanske den mest viktiga satsen inom denna kurs.
Den séger att vi kan uttrycka en deriverbar funktion som en integral av sig sjalv.
Ett sadant resultat finns inte inom den reella analysen, som kanske gér komplex-
analysen sa speciell. Har kommer en formulering och ett bevis.

Sats 2.22. (Cauchys integralformel)
Antag att Q@ C C ar et begrinsat omride med styckvis C*-rand och antag att
f €CHQ). Da gdller for varje z € Q att

1 f(©)
= — —=d
1) = 5 | Lac
ddr 0S) dr positivt orienterad.
Anmdrkning 25. Blanda inte ihop Cauchys integralsats och Cauchys integral-
formel. [l

Anmdrkning 26. Cauchys integralformel séger att randvardena for en deriverbar
funktion bestdmmer funktionen fullstdndigt pa hela omradet. O

Bevis. Betrakta integranden ¢(¢) = % Denna funktion ar inte definierad for

(=z Lat fore > 0
QEZQ\B(C75>

Da ger Cauchys integralsats att
/ gd¢ = 0.
00,

Observera att 092, = QU {|( — z| = e}, dar 99 &r positivt orienterad och
|C — z| = ¢ &r negativt orienterad. Detta betyder att

0= / gd¢ = [ gdc - gdC.
9. o0 lo—Cl=e¢
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Vi gor ett gammalt trick inom matematiken:

1O, [ O-TEE),.
/|z_¢|:aC—ZC /|z<| (—¢ ‘
_ 1), 1O -1z,
/|z<sC—ZC+/z<|— (—= -

Eftersom f(z) inte &r en funktion av (, sa far vi att

f()d d )
| = [ = s

Alltsa far vi att

ST 10 — £(2)
/mc_de—ﬂ)z +/Z_<_ T Ty,

Om vi visar att f\zfq f(g)

Ye. Vi vill nu visa att

( = 0 sa ar vi klara. Kalla den nya cirkeln for

: f(¢
1 d =
slgl*/ g— C 0
Sétt M = sup,eoq) [f(1:(t)) — f(2)]. Da giller att

(€)= f(2) |f(Q) — f(2)] _  _ vor
ng‘ﬁ/%wdgﬁ?l(%)— B = M2

Ye

Eftersom f € C!, si #r den speciellt kontiunerlig, sa

/% f(Cg:f(Z)dC’ _0

. fO-f&),.
hm/C—dC—O,

+ _
e—0 Ve z

lim M =0 och lim

e—0t e—0t

Detta ger att

sa satsen foljer. O

Anmdrkning 27. Delen %Z av integranden brukar kallas for Cauchy-kirnan.

¢

O

Ezempel 45. Lat oss berakna f - dér 7 ér kurvan |z + 1| = 2. Vi borjar med
att skriva om integranden:

22 22

4—22 (2—2)242)
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Funktionen f(z) = ;—2

— ar C! innanfor v, sd Cauchys integralformel ger att

) I I (G ) L
/74—22_ 72+2d2—f(_2)27”—2_—(_2>-2m—2m.

Exempel 46. Betrakta integralen

2241
[e=strme=%

dér ~y ar cirkeln |z — 3| = 1. Da ligger z = 3 innanfoér v men z = %1 ligger utanfor
7. Detta betyder att f(z) = zz—ﬂ ar C* innanfor . Nu ger Cauchys integralformel

" 1[G
z
3= [ g,
16) =55 L z—3"
Vi far alltsa 2, -
z°+ ™
dz =2mif(3) = —.
[Y(z—?))(z%—l)(z—l) 2

]

Vi har dven en Cauchys integralformel for derivator, men forst sa maste vi
komma ihag en sats inom analysen:

Sats 2.23. Lit Q C C ett omriade med C*®-rand och antag att f dr C* med
avseende pa y. Da gdller att

Fy)= [ f(z,y)dz
o0

dr C! med avseende pd y och

dF, . [ Of
d—y(y) = /89 a—y(m,y)d&

Sats 2.24. Antag att f beror kontinuerligt pa z € C och antag att f dr deriverbar
i ( =&+ 1in € C. Antag vidare att f dr C' med avseende pa € och n. Da dr

f(Q) = flz.Qdz
o0

G [ ¥
0= [ o

deriwerbar © ( och
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Anmdrkning 28. Bevisen av dessa satser hittar ni i bérjan av kapitel 4. O]

Den ovanstaende satsen sdger att under gynnsamma omsténdigheter sa kan
vi derivera under integraltecknet. Detta ger oss mojligheten att formulera och
bevisa Cauchys integralformel for derivator:

Sats 2.25. (Cauchys integralformel fér derivator)
Antag att Q@ C C ar elt begrinsat omride med styckvis C*-rand och antag att
f €CHQ). Da gdller for varje z € Q att

d'f .« _ K f(©)
ﬁ(z) _/89 (C—dev

 2mi —2)
ddr 0) dr positivt orienterad.

Beuvis. Vi kan derivera under integraltecknet i Cauchys integralformel, och efter-

som i
& FQ RS
dzF (¢ —2)  (C—2)*!
sa foljer resultatet omedelbart. m

Anmdrkning 29. Resultatet ovan siger att varje deriverbar komplex funktion till
och med har derivator av alla ordningar. O

INLAMNINGSUPPGIFT 41. Berdikna
a)
/ 2 73dz
|z]=1

1
/lz_nzm CETEEET

1
——dz
[z—z0|=R (2 = 20)"
for alla k € Z
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Kapitel 3

Lasanvisningar till kapitel 3

Den moderna vagen till holomorficitet och dess
konsekvenser

Vi ska i detta kapitel definiera ett begrepp som kallas holomoficitet, och det
kommer visa sig att vara precis samma sak som deriverbarhet. Darefter sa ska vi
formulera om vissa satser vi visade i forra kapitlet samt visa nagra kompletterande
satser. Vi vill borja med att forscka definiera de komplexa deriveringsoperatorerna

% och a%' Vad vill man att dessa ska uppfylla? Jo, det ar naturligt att de ska
uppfylla
%z =1, %Z =0
och
%z =0, ;2 =1
Ansétt, for z = z + 1y,
0 0 0
5 = "% + ba_y
och
— Ci + dg
0 ox dy

Da giller att
1= 2z: (ag—irbg) (x +iy) =a+id
Y

och

_ 9, 0 . :
0:&2— (a%—l—ba—y) (x —iy) = a — ib.

Dessa ekvationsystem ger a = 1/2 och b = —i/2. Liknande utrikningar ger att
c=1/2 och d =i/2. Alltsa sa definierar vi
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Definition 3.1. Lat f: U — C, U C C éppen, vara en C'-funktion och lit
z=x+yi. Da definerar vi

och
0 1 /0 w 0 f
—f===—+i1=)f
0z 2 \0x Oy
Observation 3. Observera att minustecknet hamnar pa a% och inte pa %. [l

Anmdrkning 30. Ni har sett detta sitt att definiera saker tidigare, ndmligen
nér vi definierade e*. Man definierar ett objekt utifran vad man vill att de ska
uppfylla. O]

INLAMNINGSUPPGIFT 42. Visa att differentialoperatorerna % och a% ar
bada komplexlinjdara, dvs

0 0 0
&(af + Bg) = a&f + 5&9

. 1 .9
for alla o, 3 € C och f,g € C'(U), och samma sak for .
Vi kan nu definiera holomorficitet pa ett nytt satt.

Definition 3.2. Lit f € CY(U), U C C éppen. Vi siger att f dr holomorf om
0
—f=0.
83f

Detta betecknar vi med f € O(U).

Observation 4. Ett annat sétt att sdga att f ar holomorf ar att den ligger i kiirnan

till operatorn 8%. O

INLAMNINGSUPPGIFT 43. Lit Q C C vara ett omride och lit f,g: Q —
C wvara C*(Q). Betrakta f o g dér det dr definierat, och utred kedjereglerna:

L(rog)
och 5
g(fo )

dvs hitta formler for dessa. Forenkla dessa formler da

(a) f,9€0(9Q)
(b) g € O(Q)
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(c) f,5€0(Q)
Som ni ser sa bygger holomorficitet pa att det inte far finnas nagot z i funk-

tionen. Detta har vi sett tidigare da vi definierade deriverbarhet. Vi kan nu latt
visa att

Sats 3.3. Lat Q2 C C vara ett omrade. Lat f = u+iv: Q — C vara en funktion.
Da dr foljande ekvivalent:

(a) f dr holomorf
(b) f dr deriverbar

(¢) f uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer

nu visa ekvivalensen mellan (¢) och (a).
i (Ou N ov
2\0y 0x)’
dvs at = 5y 5y =

Bevis. Vi har redan sett ekvivalensen mellan (b) och (c¢) i férra kapitlet. Vi ska
Antag forst att f € O(Q). Da giller att
of 1[0 .0 . Ju Ov
O—£—§<%+za—y)(u+w) (%_6_3/>+
t au __ Ov och ou __ _gv
Omvant om Cauchy—Rlemanns ekvationer haller pa 2, sa betyder det att

of _1(0u_ovy i (ou o0y
0z ox Oy oy Ox ’

sa f € O(Q). O

Anmdrkning 31. Det ar oftast % = 0 som kallas for Cauchy-Riemanns ekvationer
i komplex analys branschen. Da skriver man df = 0, dir 0 uttalas d-streck.
Ekvationen 0f = 0 kallas &ven for den homogena Cauchy-Riemann ekvationen,
ty man kan ha ett hogerled som inte dr noll utan en annan funktion g. Da kallas

ekvationen 0f = ¢ for den inhomogena Cauchy-Riemann ekvationen. m
Foljd 3.4. Om f: U — C ar holomorf, U C C oppen, sa dr

0 0 0

—f==f=—-i—F.

0z ox dy

Bews. Eftersom f ar holomorf sa &r

0 1 /0 e,
PR ERAYS

o ¢ _ 0 . -
dvs 5-f = Zayf' Vidare sa ar

s 0 r_ 0
sa o f =g [ O]
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INLAMNINGSUPPGIFT 44. Lit f,g € O(C) och antag att f(x) = g(x) for
alla x € R C C. Visa att f(z) = g(z) for alla z € C.

Definition 3.5. En funktion som dr holomorf pa hela C kallas for en hel funk-
tion.

Exempel 47. Exempel pa hela funktioner &r e, sin z, cos z och alla polynom. [J

Ezempel 48. Vi ska visa att sin®z + cos?z = 1. Sitt f(z) = sin®z + cos® 2.

Eftersom sin z och cos z dr hel sa dr #ven sin? z och cos? 2 hel, vilket ger att f(z)
ar hel. Derivering ger att

f'(z) =2sinzcosz — 2cossinz =0,

sa eftersom C dr sammanhingande och 6ppen sa betyder det att f ar konstant.
Eftersom f(0) = 1 sa betyder det att f(z) = 1 for alla 2. Alltsé &r sin® z+cos? 2 =
1. O

Lat oss betrakta Green-Gauss integralsats igen. Vi betraktar alltsa ett be-
gransat omrade 2 med styckvis C*-rand. For en snéll funktion f sa géller da

att 9
/ / —fdxdy = fdy
o Oz o0

//Q g—;jdxdy - —/mfd:p.

Lagger vi till /2 ganger andra ekvationen till halva den forsta sa far vi att

//%(% ) // L drdy = - e idy) = /mfdz.

P& samma sitt s& kan vi lagga till —i/2 till halva den forsta, varvid man ser att

// <(9_J:__) // = 21 e —idy) = | gz

Observation 5. Man definierar alltsa dz = dx + idy och d? = dx — idy, som ar
precis tvartom som vi definierade derlverlngsoperatorerna = och 5) Anledmngen
till detta dr att man vill att dz( ) 1 och dz (az) 1 och att dz( ) =
0 och dz( ) 0. Mer om hur sadanhéira operationer gors kan ni ldsa i en
dlfferentlalgeometri kurs. O]

och

Ga nu igenom bokens framstéllning av ett annat bevis av Cauchys integral-
formel. Beviset ér en aning tekniskt sa koncentrera er pa att forsta ideérna bakom
beviset. Dérefter sa kommer en valdigt viktig sats.
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Sats 3.6. (Generella Cauchys integralformel) Ldat Q2 C C vara ett begrinsat
omride med styckvis C*-rand. Om f € CY(Q) sd gdller att

10 =5 [ S o [ P,

ddr 0N) dr positivt orienterad.

Anmdrkning 32. Med konventionen att dvdz = 0 och dydy = 0 och att dzdy =
—dydx sa blir d(d¢ = (dz + idy)(dz — idy) = —2idxdy. Detta betyder att den
generella Cauchys integralformel tar formen

dxdy ,
z

0 g f i L

dar 0N &ar positivt orienterad. Det &r denna framstéallning boken har. O]

Observation 6. Om f € O(Q) sa ar df = 0 sa vi far tillbaka den gamla hederliga

Cauchys integralformel:
_ f(Q)
f(Z)— 27@/@QC—ZC[C’

dar 0N &r positivt orienterad. O]

Det jag inte har tagit upp i dessa ldsanvisningar kan ni lasa sjalva i boken.
Gor sedan foljande inldmningsuppgifter:

INLAMNINGSUPPGIFT 45. Gor uppygift 45 i boken.
INLAMNINGSUPPGIFT 46. Gor uppgift 47 i boken.

Grenar for logaritmen och potenser

Eftersom boken inte gor nagon vidare framstéllning av grenar och holomor-
ficitet av grenar for logaritmen och potenser, sa ténkte jag dra nagra exempel
och satser (utan bevis), och ge nagra uppgifter pa det.

Sats 3.7. Logz € O(C\] — 00,0]) och 4 Logz =
och
Sats 3.8. Varje gren av log z dr holomorf.

och
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Sats 3.9. Det finns ingen gren avlogz i C\ {0}.

Ezempel 49. Vi ska bestdmma ett omrade dér f(z) = Log(3z — i) dr holomorf.
Lat g(z) = 3z — i. For principalgenen sa far inte g(z) < 0, s& vi ska bestdimma
de punkter déir detta hander till att borja med. Lat z = x + iy varvid

3z + i3y —i <0
betyder att < 0 och y = 1/3. Sa f &r holomorf pA C\{z =z +iy: 2 <0, y =
1/3}. O

Exempel 50. Vi ska finna en gren till log(z? + 1) som &r holomorf i z = 0 och
antar viirdet 2mi dir. Lat f(z) = logg(z) dir g(z) = 2% + 1. Det ér tillrickligt
att hitta en gren av logaritmen som &r holomorf i g(0) = 1 och antar virdet 2mi
dér. Vi vet att varje gren av logaritmen &r holomorf. Lat

L. (z) =In|z| +darg, ,

dér arg, dr grenen |7, 7 + 27]. D& dr £.(z) en holomorf gren till logaritmen. Vi
ska alltsa hitta 7 s& att £.(g(2)) = 2mi i 2 =0, dvs vi ska l6sa ekvationen

2mi = In|1| +darg, 1 =jarg, 1 <= 27 = arg,l.

Denna har 16sning 7 = m 4+ 27k, k = 0,£1,42, ..., sa vi kan t.ex. vilja 7 = 7.
Alltsa &r £,(g(z)) en holomorf gren till f(z) som antar vérdet 27i iz =0. [

INLAMNINGSUPPGIFT 47. Betrakta exemplet ovan, och hitta en gren till

log(2® — 2) som dr holomorf i z = 0.

Ezempel 51. Vi ska nu hitta en gren till (22 — 1)1/2 som &r holomorf for |z| > 1.
Vi ska alltsa hitta en funktion w = (22 — 1)/2 som &r holomorf for |z| > 1 sa att
w? = 22 — 1. Observera att vi inte kan vilja principalgrenen, som #r

e1/2.Log(z2—1)

Y

ty 22 —1 < 0 betyder att —1 < x < 1 och hela y-axeln. Betrakta istéllet z(1 —
1/ z2)1/ 2. Den uppfyller att w? = z? — 1. Principalgrenen for denna &r

el/2Log(1-1/2%)
Denna ér definierad for z € [—1,1], ty 1 — 1/2? < 0 ska vara uppfyllt. S& funk-

tionen w = f(2) = z(1 — 1/22)/2 &r en gren till (22 — 1)/ som &r holomorf for
|z] > 1. O

Ezempel 52. Vi ska bestimma den stérsta éppna mingd (2 sa att (1 — 22)/2 blir
holomorf. Per definition s ges Q av de z € C s& att 1 — 22 ¢] — 00, 0], si vi ska
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borja kolla vilka z som uppfyller att 1 — 2% €] — 00, 0]. Sétt z = x + yi, da far vi
att
1—22=1—2%+9* — 22yi.

For att 1 — 2% €] — 00, 0] s& méaste xy = 0, vilket ger tva fall:
Fall 1: (z =0)
Da har vi att
1—22=14+¢*>1.
Fall 2: (y =0)
Da har vi att
1—22=1—2%,
sa 1 — 2?2 = 0, vilket betyder att |z]| > 1.
Om vi slér ihop fall 1 och 2 s& far vi att den storsta méngden si att (1— z2)
blir holomorf &r

1/2

Q={zeC:|z|] <1 och/eller y=0}.
[l

INLAMNINGSUPPGIFT 48. Var dr f(z) = (e* + 1)/2 holomorf? Hitta
mdangden ddr f dar holomorf.
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Kapitel 4

Lasanvisningar till kapitel 4

Taylors sats samt Cauchyuppskattningar och
nagra konsekvenser

Taylorserier &r nagot ni ar bekannt med sedan era reellanalyskurser. Hojd-
punkten i detta avsnitt sdger att holomorfa funktioner har en Taylorutveckling.
Men lat oss borja lite lungt.

Om f: R — R &r en C*™ funktion, da har f en formell serieutveckling

for fixt p € R. Det som kanske bor noteras ér att det inte &r nagon garanti att
denna serie konvergerar for nagot x forutom x = p. Om serien konvergerar for
nagot x # p sa kan vi inte siga att serien ar lika med f(x).

) .
j!(p) (z —p)’

Exempel 53. Lat f: R — R vara definierad genom

f(x):{ 8—1/902 , x#£0 .

, =10

Vi har att f & C*°(R) med 0 = f'(0) = f”(0) = ---. Alltsa ar Taylorserien av f
kring p = 0 lika med
0+ 0z + 02 + - .

Denna ar konvergent for alla x och summan &r identiskt lika med noll. Men
f(z) =0 endast om z = 0. O

Efter denna utvikning lat oss kasta oss in i Taylors sats.
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Sats 4.1. (Taylors sats)
Om f € O(B(zo, R)) sa har f:s Taylorserie

o p(k)(,
> ! k<l 0)(2 — )"
k=0 ’

konvergensradie atminstone R. Vidare sa konvergerar Taylorserien mot f(z) for
varje z € B(zp, R).

Bevis. Vi ska forst visa att Taylorserien konvergerar likformigt pa B(zg, ) om
0 < r < R. Tag darfor ett » < p < R och lat v vara cirkeln runt 2z, med radie p,
s& v #r enkel, sluten, positivt orienterad C!-kurva. Da ger Cauchys integralformel

" L[ Q)
1) = gy | £

om |z — 29| <. Vi ska borja med att skriva om integranden. Vi har att

1 1 1

(—z (-2 l-22

20

och eftersom vi integrerar de  som ligger pa + har vi att
|z — 20| <7 < p=|C— 2
Z — 20

¢— 20

Nu kan vi anvinda oss av en geometrisk serie, dvs att

f: Z— 2 k_ 1
(—2) 1-—zZ=2

k=0 ¢—20

< 1.

Detta ger att

o8] zZ—2 k
1 2o <<*Zg> _ i (z — 2)"
C—Z_ ¢—2 _kzo(g—zo)kﬂ.

Sétt nu M = sup|,_, <, |f(2)]. Da dr M < oo. Lat

(2 — 20)"

o SO 2= M (2=l
= FT A (1T A
S e e A e
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Vi har nu skrivit om integranden som

=> £l

Eftersom @ < 1 sa ar

i M (|Z — 2ol ) ¥
0 P p
en konvergent geometrisk serie. Nu ger Weierstrass M-test att

> /()
k=0

konvergerar likformigt pa B(zo, p).
Vi far nu att

)= 5 [ e o | > Q)G - 227” [

k=0

eftersom serien konvergerar likformigt. Vidare sa far vi att

Z—Zo Z—Zo f(C) o _
Z 27rz/ k+1 Qe = Z k' 2mi / (( — zo) d6 =
_ - (z — 20)" (k)
-y G2 o
k=0 )

enligt Cauchys integralformel for derivator. Detta ger att

O fk)
=D ! 1{;(120) (2 — 20)"
k=0 '

Anmdrkning 33. Beviset for Taylors sats ar viktigt, eftersom det innehaller sa

manga delar av kursen.

Observation 7. Beviset ger att Taylorserien konvergerar pa varje sluten boll med
mindre radie. Eftersom en sluten boll ar kompakt, sa konvergerar Taylorserien

likformigt pa kompakta delméngder till B(z, R).

Anmdrkning 34. En Taylorserie kring origo brukar kallas for en Maclaurinserie.
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Ezempel 54. Lat oss borja kolla pa f(z) = e?, och lat oss forsoka hitta en Maclau-
rinserie for f. (Boken definierar e i termer av dess Taylorserie, men lat oss se att
vi far samma resultat hiir.) Vi har att f(0) =1, f5(0) =1 for alla k > 1, sa

OOZ
=2

O
Fxempel 55. Lat oss forsoka hitta en holomorf funktion f som uppfyller att
d
T sif(z)
i en omgivning till origo, sa att f(0) = 1.

Eftersom f &r holomorf s maste den ha en Maclaurinserie. Vi har att f(0) =1
och f'(0) = 3i - £(0) = 3i. Derivererar vi & = 3if(z) igen sa far vi att f*(0) =
(3i)%, s&

- (3iz)*
X
k=0
Anvinder vi oss av det ovanstdende exemplet si far vi att f(z) = €3, ]

Exempel 56. Lat g: [0,2] — C vara kontinuerlig och definiera

F(z):/o e*g(t)dt.

Vi ska visa att F' ar hel och hitta dess Maclaurinserie.
Lat z vara fixt och definiera h(t) = e** for alla ¢t € C. D& &r h en hel funktion
it,sé
)k

>
—~
~
N~—

I

D

y

|
[~7e

—
=~ &

k=0
konvergerar likformigt pa varje sluten disk B(0,r), si konvergensen &r speciellt

likformig for ¢ € [0,2]. Eftersom ¢ &ar begrénsad, ty den &r definierad pa en
kompakt, sa kan vi multiplicera h med g utan att stora konvergensen. Detta

betyder att
o0

[e=]

k
som konvergerar likformigt for ¢ € [0,2] och fixa z. Da far vi att

F()_/ e h(t)dt = ZZtkl

0 k=0
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Eftersom vi har likformig konvergens sa kan vi byta plats pa summationen och
integralen sa vi far att

P =Y (/02 tkg(t)dt> -

k=0
Detta ar Maclaurinserien for F' och den konvegerar for varje z, sa F' ar hel. [
Ezempel 57. Lat oss nu titta pa funktionen f(z) = log(1+-z). Vélj principalgrenen
for log z varvid f blir holomorf pAa C\ {z = z 4+ iy : y = 0, < —1}. Taylors
sats ger att konvergensradien for Taylorserien kommer vara > 1. Vi ska visa att
konvergensradien ar precis 1. Vi vet att

f(0) =logl=0.
fz) = s f(0) =1
1+ 2
1
/i — Q 1 0 — _1
6=~ s SO
" (k — 111"
— DI(=1)*~
k " k—1
f7(2) (L sa. f7(0) = (k= 1)i(-1)
Alltsa &r f:s Taylorserie
0 fk 0 Zk & -1 k—lzk
e =S = =S
k=0 ’ k=0
Om z = —1 s& far vi en serie ) .-, %, vilket betyder att serien divergerar
da. Detta betyder att konvergensradien ar < 1, sa eftersom vi redan visste att
konvergensradien var > 1 sa far vi att konvergensradien precis ar 1. [l

INLAMNINGSUPPGIFT 49. Lit a € C\ {0} och definiera f(z) = (1+ 2)°,
ddr potensen tolkas som principalgrenen. Bestam om majligt Taylorutvecklingen
av f kring zo = 0 och diskutera dess konvergensradie. Beror utvecklingen av vilket
a vi har?

INLAMNINGSUPPGIFT 50. Finns det en potensserie Sy axz® som kon-

vergerar © z = 2 + 3t och diwergerar 1 z =3 — 1.

INLAMNINGSUPPGIFT 51. Lit g: [0,1] — C vara kontinuerlig och definiera

H(z):/ol 9() dt

1 — 22

for |z| < 1. Visa att H ar holomorf pia B(0,1).
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Nu kommer jag att avvika lite fran boken ett tag. Jag kommer att ga igenom
den kallade Cauchyuppskattningen och déarefter sa kommer jag ga igenom vissa
foljder av denna. Boken gar ocksa igenom dessa resultat men forst i kapitel 5.

Sats 4.2. (Cauchyuppskattningar)
Lat f: U — C wvara holomorf pa en oppen mdingd U C C. Lat p € U och antag
att B(p,r) C U, r > 0. Sitt M = sup, g | f(2)]. Da gdller

F0 () < M

"
fork=1,2,3,....

Bevis. Cauchys integralformel for derivator ger att

bp) = 2 SO
Frp) =5 /8 s (€ —dC.

—p)
Vi har att
f(©) M
(C — p)ktL| = phtl’

Eftersom lingden av randen ar precis 271 sa far vi att

k! f(©) ‘ kI M ME!
i SEACYRRY [P
omi /aB@,r) € ppi?| = i

5 (p)l =

O

Ezempel 58. Lat f € O(C) uppfylla att | f(z)| < e* for alla z € C. Vi ska visa
att | £ (0)| < 70. Cauchyuppskattningen ger att

41M
90 < 2
dér M = sup_ gy |f(2)]. Vi behdver bara ha ett r > 0 sa lat oss ta r = 1. Detta
ger att
Ale”
14

1FP(0)] < = 24e < 70.

]

Liouvilles sats siger att en begransad hel funktion ar konstant, dvs det finns
inga icke-konstanta holomorfa funktioner pa C som &r begrédnsade.

Sats 4.3. (Liouvilles sats)
En begransad hel funktion dr konstant.
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Bevis. Antag att f € O(C) sa att |f(z)| < C, for nagot C' > 0. Fixera ett p € C,
och lat » > 0. Anvind Cauchyuppskattningen med k£ = 1:

cl C
/
<= -2
< S =2
Eftersom denna olikhet géller for alla r > 0 sa maste f'(p) = 0. Men eftersom p
var godtyckligt, sa &r f' = 0 pa C. Men da vet vi att f maste vara konstant. [J
Vad ska nu detta vara bra for? Jo, man kan visa foljande inlamningsuppgift.

INLAMNINGSUPPGIFT 52. Visa att om f dr en hel icke-konstant funktion
s finns det for varje zg € C en punkt z; € C sd att |f(z1)] > | f(20)]-

Observera vidare att man anvander Liouvilles sats for att visa algebrans fun-
damentalsats.

Sats 4.4. (Algebrans fundamentalssats)
Varje icke-konstant polynom med komplexa koefficienter har minst ett nollstalle.

kommer f(z) =1/p(z) vara en hel funktion. Observera att

Bevis. Antag att p(z) = >_7_a;z/, med a, # 0, inte har nagot nollstille. Da

p(z) = Zn(an + an—l/z + -+ (11/2"—1 + CLQ/Z”) ,

sa
lim p(z)/2" = a,.
2| =00

Detta ger att
p(2)/2"] = |an|/2

for tillrdcklig stora |z|, sidg for |z| > r. Da géller att

1 2 2

p@) T Jallaal T rmlan

£ (2)]

for |z| > r. For |z| < rsa kommer f att vara begrénsad, men da ger Liouvilles sats
att f(z) = 1/p(z) ar konstant. Darfér maste p vara konstant, som betyder att de
enda polynomen som inte har nagra nollstéllen ar de konstanta polynomen. [

Lat oss aterga till bokens uppliagg. Ni kan nu hoppa &ver avsnitten 4.2.4 och
4.2.5.

Isolerade nollstallen och Weierstrass
konvergenssats
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Vi borjar med en definition:

Definition 4.5. Lat f: Q — C vara en holomorf funktion definierad pa ett om-
rade €). Lat w vara ett nollstalle till f. Vi sdger att w ar isolerad om det finns
en boll B(w,r) sd att f|pqw, # 0 forutom i w.

En viktig sats inom komplex analysen ar att varje nollstélle till en holomorf
funktion &r isolerad, om inte funktionen &r identiskt noll i en omgivning till
punkten.

Proposition 4.6. Ldit f: w — C vara en holomorf funktion pa ett omrade €.
Lat w € Q vara sidan att f(w) = 0. Om f inte dr identiskt noll i en omgivning
till w sa kommer w att vara ett isolerat nollstdlle.

Bewis. Se boken. O

Anmdrkning 35. Beviset ger att om w ar ett nollstélle till f, sa finns det ett k£ > 1
sa att f(z) = (z — w)*g(2) si att g(w) # 0. Talet k kallas fér ordningen for
nollstallet w. O

Som vi har sett tidigare sa bevarar likformig konvergens kontinuitet. Vi ska
nu se att likformig konvergens bevarar dven holomorficitet.

Sats 4.7. (Weierstrass konvergenssats)
Lat f, vara holomorfa pa ett omrade Q2. Om f, — [ likformigt pa 2 sa dar f
holomorf. Vidare sa f& — f* likformigt pa kompakter.

Bevis. Se boken. O]

Boken gar darefter igenom den sa kallade Laplace-ekvationen. Denna kommer
vi ga igenom senare da vi diskuterar harmoniska funktioner. Sen kommer den sa
kallade Goursats sats:

Sats 4.8. (Goursats sats)
Lat f: Q — C vara deriwerbar. Da dr f € C*(2).

Beviset ar ganska langt och bygger pa ett antal teknikaliteter. Las detta Gver-
siktligt. Lés dven resten av kapitlet 6versiktligt.
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Kapitel 5

Lasanvisningar till kapitel 5

Analytisk fortsattning

Forst sa tankte jag sédga nagot om ordet analytisk. Man sidger att en funk-
tion f: () — C ar analytisk om den lokalt kan representeras av en potensserie.
Taylors sats ger att varje holomorf funktion &r analytisk, och man kan dven visa
omvandningen. Detta ger att analyticitet och holomorficitet dr precis samma sak.
Nu till definitionen av analytisk fortséttning:

Definition 5.1. Lat 1,Qy C C vara omraden sa att Oy C Q. Lat f; € O()
forj =1,2. Visager att fo dr en analytisk fortsattning av f1 om folo, = fila,,
dvs om fy och fy dverensstammer pa det mindre omrdadet §y.

Anmdrkning 36. En del av sporten &r att hitta ett sa stort omrade €2y som

mojligt. [
Ezempel 59. Betrakta funktionen f: B(0,1) — C vara definierad genom
fz) =32
k=0

Man kan visa att f inte kan utvidags till nagon storre méangd &n B(0,1). Jamfor
detta med bokens exempel 97. Detta exempel visar att B(0,1) &r ett sa kallat
holomorfiomrade, men mer om detta kan ni ldsa i nagon lamplig doktorandkurs.

O

Ezempel 60. Lat oss utvidga exempel 97 i boken lite grann. Betrakta funktionen
f(2) =302 (2 — z0)F definierad pa Q; = B(z0,1). Eftersom , fér z € B(z, 1),

1 [e.@]
=G Z(z — z)"

k=0

sa kommer ¢(z) = 1_(21_20) vara en analytisk fortsiattning av f till C\{1+20}. O
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Nésta fraga vi ska forsoka besvara dr om vi har tva analytiska fortsattningar
av en funktion f, vad kan vi da siga om dessa analytiska fortsdttningar? Det
kommer visa sig att de maste vara lika, s en analytisk fortsattning ar unik. Vi
behéver en sats for att besvara denna fraga:

Sats 5.2. Lat Q C C wvara ett omrade, och antag att f € O(Q). Om fly =0 for
ndagon oppen U C Q sa dr f =0 pa 2.

Bevis. Vikan anta att U &r en boll B = B(z, ), eftersom varje 6ppen méangd ar
en union av bollar. Antag att f(z) = 0 for alla z € B. Antag nu for en motségelse
att det finns en punkt z; € Q sa att f(z1) # 0, lat v vara en kurva fran z; till z;
helt inne i 2. Da vi gar langs + sa maste det finnas en punkt w sa att

1. For alla z pa v efter w sa géller att f(z) =0
2. Det finns punkter z pa v som ligger godtyckligt ndra w sa att f(z) # 0.

Observera att (1) implicerar att f'(z) = 0 for z som finns i (1), ty
! : f(C) _ f(Z)
g l _—
L

och gar vi langs v s& kommer f(¢) = f(z) = 0. Detta kan vi gora for alla
derivator, sa f¥(z) = 0 for z i (1). Kontinuitet ger att f*(w) = 0 for alla k& > 1.
Detta implicerar i sin tur att koefficienterna i Taylorutvecklingen kring z = w
ar alla noll. S& f maste vara noll i en omgivning till w. Detta motséger (2), sa
antagandet att f inte dr identiskt noll ar fel. O]

Anmdrkning 37. Jamfor med beviset som boken ger. O]

Foljd 5.3. Lat Q C C vara ett omrade, och antag att f € O(Q). Om fly = ¢ for
nagon dppen U C Q och nagon konstant ¢ sa dr f = ¢ pa €.

Beuis. Betrakta g(z) = f(z) — c. Da ar g|y = 0, sa foregaende sats ger att g =0
pa €. Darfor ar f = ¢ pa Q. O]

Foljd 5.4. Antag att Qq,Qs C C ar omraden med €2y C Q. Antag att g, h: 2y —
C dr bada analytisk fortsdttningar av f: 2y — C. Da dr g = h.

Bewvis. Vi har att ¢ — h = 0 pa )y, sa satsen ovan ger att g — h = 0 pa )y, sa
g = h. [

Anmdrkning 38. Foljden sédger att om det finns en analytisk fortsittning sa &r
den unik. O

Resten av avsnitt 5.1 kan ni ldsa oversiktligt.
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Maximumprincipen och hela funktioner med
diverse resultat

Nasta viktiga resultat 4r maximumprincipen, i tva olika versioner. For beviset
av satsen sa behover vi att holomorfa funktioner har en medelvirdesegenskap: Om
f € 0() och B(zp,7) C ) sa ér

1 2w )
:%/0 f(z0 +re?)do

Detta foljer direkt fran ett variabelbyte och Cauchys integralformel:
1 / fG) g 1 [T [zt re?)
|z—z0|

J(z0) = 2mi .2 — 2 271 J, Creif

re’dp = —/ f( ZO—I—re

Sats 5.5. (Maximumprincipen (version 1))
Om Q dr ett omrdade, f € O(Q) och |f| har ett lokalt maximum i Q sd maste f
vara konstant i €).

Anmdarkning 39. Ett lokalt maximum betyder att for alla p € Q sa géller att
|f(p)| = |f(2)] for alla z € Q. a

Bewvis. Lat oss forst bevisa resultatet i fallet av boll B(z, R). Antag att B(z, R) &r
sadan att |f(2)| = sup,ep(.,r) |f(w)]. Tag ett 0 < r < R. Medelvirdesegenskapen
for holomorfa funktioner ger att

1 2 ] 1 27
Z)’:’%/o f(z+rew)d9‘§%/o |f(z +re® |d9<—/ z)|df =

27
O
Alltsa har vi likhet hela viagen, sa speciellt har vi att
1 2m 1 2w
— [ U Grelan = [ 15()a0,

- / ()] = 1 (= 4+ re))as.

Eftersom | f(2)| —|f(z+7e?)| > 0, s& ger det att | f(2)|—|f(z+7re?)| = 0 for alla
6. Pa grund av att detta dr sant for alla r < R sa betyder det att |f| &r konstant
pa B(z, R) och eftersom f &r holomorf sa betyder det att f &r konstant.

Lat oss nu visa satsen i fallet av ett omrade. Antag att |f| antar sitt maximum
iz € Q, och antag for en motsédgelse att |f| inte ar konstant pa Q. D& finns det
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en punkt w €  s& att |f(w)| < |f(z)| (se ovan). Lat v vara en kurva mellan z
och w; v(0) = z och y(1) = w. Lat

T = inf{t € [0,1] - [f(v(t)] < [f(2)]}-

Detta betyder att |f(y(t))| = |f(z)] om ¢t € [0,T], men det finns punkter ¢ >
T (godtyckligt nédra 7') dér vi har olikhet. Tag nu en boll B(y(T),r) C S
Foregaende argument ger att |f| &r konstant pa B(y(T),r), vilket motséger def-
initionen av T, s& | f| maste vara konstant, s& f méaste vara konstant, eftersom f
ar holomorf. O

Sats 5.6. (Maximumprincipen (version 2)) B
Om Q ar ett begransat omrade, f € O(Q) och f dr kontinuerlig pa 2, si antar
|f| sitt mazimum pa OS).

Anmdrkning 40. Det ar denna sats som man brukar anvinda, sa kom ihag denna.
[

Bevis. Antag att |f| inte antar sitt maximum pa randen. Da maste |f| anta sitt
maximum pa det inre, ty f ar kontinuerlig, och da ger version 1 att f maste vara
konstant. Darfor maste |f| anta sitt maximum pé randen. O

Ezempel 61. Lat oss berdkna maximum for |e*"| pa enhetsdisken. Eftersom en-
hetsdisken &r ett begransad omrade och e’ #r holomorf pa enhetsdisken, samt
e** &r kontinuerlig pa B(0, 1). Nu ger maximumprincipen att |e*’| antar sitt max-
imum pa |z| = 1. Satt direfter z = €. D& ar

it)2 2it o
(e') | e _ |ec052t+zs1n2t| _ 6cos2t <e,

e = e

eftersom 0 < cos 2t < 1. Detta maximum antar den for z = +1. ]

Ezempel 62. Vi ska hitta maximum for |22 4+ 3z — 1] pa |2| < 1. Enligt maxi-
mumprincipen si antas maximum pa randen |z| = 1. Skriv z i poliir form; z = ¢%.

Da géller att
|22+ 32 — 112 = (e +3e" — 1) (e + 37 — 1) = -.. = (11 — 2cos 26).

S& maximum for |22 4+ 3z — 1| dr v/13 i punkterna =+i. O

Ezempel 63. Antag att f € O(C) ér icke-konstant. Definiera M (r) = max | f(re'?)].
Vi ska visa att M &r strikt vixande. Vi ska visa att M (r) < M(s) om r < s. Efter-
som g = f|p(o, ar holomorf och icke-konstant sa kommer maximumprincipen ge
att |f| antar sitt maximum pa randen. Betrakta nu h = f|p( for r < s. An-
viander vi nu maximumprincipen sa kommer |h| anta sitt maximum pa randen,
men det dr storre dn |g|:s maximum ty g och h kommer fran f som antar alltid
sitt maximum pa randen till en begransad méangd. O]

Léas daven igenom bokens exempel, och gor sedan uppgifterna nedan.
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INLAMNINGSUPPGIFT 53. Lit ai,...,a, vara punkter pi enhetscirkeln
S, Visa att det existerar en punkt = € S' sa att

n
H |z —a;| > 1.
j=1

INLAMNINGSUPPGIFT 54. Fizera R > 0. Lit f vara en hel funktion som
uppfyller att | f(2)| < M for z pa |z| = R. Visa att

kM

B) (eif)| < M
90 <

fork=0,1,2,... och alla 0 <r < R.
INLAMNINGSUPPGIFT 55. Gor uppgift 72 i boken.

Nu kommer boken in pa hela funktioner, dvs funktioner som &r holomorfa
pa hela C. Vi har redan gatt igenom Liouvilles sats samt hur man bevisar al-
gebrans fundamentalsats med hjéalp av den. Boken gar dven igenom ett flertal
andra bevis av algebrans fundamentalsats. Lés igenom dessa och jamfor de olika
bevismetoderna.

Harmoniska funktioner

Jag tantke nu lagga till ett avsnitt om harmoniska funktioner. Boken tar upp
lite om den sa kallade Laplace-ekvationen i kapitel 4, och sen i kapitel 7.6 och 12
sa diskuterar man harmoniska funktioner litegrann. Jag tdnkte gora en ganska
bra genomgang, med relativt manga exempel. Vi borjar med definitionen av en
harmonisk funktion.

Definition 5.7. Harmoniska funktioner dr de som ligger i kdrnan till Laplace-
operatorn

0? 0?

— 4

ox?  Oy?

Mer precist, om f € C*(D), D C R? ett omride, s siger vi att f dr harmonisk
om

Af = 0.

pa D. Vi skriver mdingden av harmoniska funktioner pa D som H(D).
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Laplaceoperatorn kan komplext uttryckas genom

92
0207

Detta foljer direkt fran definitionen av de komplexa partiella derivatorna. Fran

denna representation av Laplace-operatorn sa ser vi direkt att varje holomorf

funktion dr harmonisk, dvs O(D) C H(D). Daremot s& har vi inte omvéndningen:

Ezempel 64. Lat f(z) = f(x +iy) = 2 — y* D& dr f harmonisk. Lat u(x,y) =

2? —y? och v(z,y) = 0, varvid f = u + iv. Cauchy-Riemanns ekvationer ger att

A=4

ou ov
2 _9 - =
or oy 0
och
ou ov

By Yo Tor

Alltsa ar inte Cauchy-Riemanns ekvationer uppfyllda sa f dr inte holomorf, men
den adr harmonisk. O]

Vi har foljande férhallande mellan holomorfa och harmoniska funktioner:

Sats 5.8. Lat D C C wvara ett omrade och f: D — C vara en holomorf funktion
pa D. Skriv f =wu+iv, da dr u och v harmoniska pa D.

Beuvis. Detta foljer direkt fran Cauchy-Riemanns ekvationer. m

Men hur &r det med omvéandningen till denna sats. Om vi har en harmonisk
funktion w, kan vi da hitta en harmonisk funktion v sa att f = u + v blir
holomorf? Svaret &ar ja, och da kallar man v fér harmoniska konjugatet till u.
Lat oss forklara hur det gar till:

e Vi utgar fran att u &r en harmonisk funktion.

e Vi vill hitta en harmonisk v sa att f = u + v blir holomorf, sa utifran
Cauchy-Riemanns ekvationer har vi att

o _ ou
Oy ~ Ox
9 _ "ou
ox ~ Oy

som genom integrering bestdmmer v plus en konstant C' som beror pa x, sa
v(z,y) = p(x,y) + C(x). (Detta beror pa vilken ekvation vi integrerar).

e Cauchy-Riemanns ekvationer ger nu att

dv  Op by Ou
a—x—%JFC(ﬁ)— oy

som da bestammer C’(z), som i sin tur bestdmmer C(z).
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e Pa detta sitt sa har vi bestdmt v sa att f = u + 4v blir holomorf.

Ezempel 65. Vi ska konstruera en holomorf funktion f sa att Re(f) = u(x,y) =
ar® — 6xy? + 22 —y* —y och f(0) =i, dir a € R. For att kunna gora detta si
maste u vara harmonisk. Vi har att

Au = 6azx +2 —2x — 2 = 6ax — 12z.

Alltsa ar u harmonsik om och endast om 6ax — 12z = 0, dvs om a = 2. Vi har
alltsa bestdmt a sa att u blir harmonisk.

For att bestdmma ett harmoniskt konjugat till u betraktar vi Cauchy-Riemanns
ekvationer:

oy
v — 0 — 95y + 2y + 1

{@—%—6x2—6y2+2x
oy

9z

Utifran g—; = 622 — 692 + 27 sa kan vi integrera med avseende pa y, vilket ger att

v(z,y) = 62%y — 2y° + 2zy + C(z) ,
dir C': R — R bara beror pa z. Vi far nu att

0
8_U =122y + 2y + C'(z) = 122y + 2y + 1
T
enligt ekvationerna ovan. Alltsd maste C'(z) = 1, sa C(z) = = + d, for d € R.

Detta ger att alla harmoniska konjugat till u ges av
v(x,y) = 62%y — 2y + 22y + 1 + d.
Alltsa ér de holomorfa funktioner som uppfyller u = Re(f):
f(z,y) = 22° — 6ay* + 2° — y* — y +i(62°y — 2y° + 20y + 2 + d).

Utifran f(0) = i sa far vi att d = 1, och om vi uttrycker f i termer av z och Z s&
far vi att f(z) = 223+ 22 +iz+1. Detta bekriftar att f verkligen dr holomorf. [J

Ezempel 66. Vi ska konstruera en holomorf funktion f sa att Re(f) = u(x,y) =
23 — 3xy? + 2% + y. For att kunna gora detta sa méste u vara harmonisk. Vi har
att

Au = 6x —6x =0

Alltsa dr u harmonisk. Vi vill nu hitta ett harmoniskt konjugat v till u, sa att
f = u+iv blir holomorf. For att detta ska vara mdéjligt sa maste Cauchy-Riemanns
ekvationer vara uppfyllda. Vi maste alltsa ha

dy ox
v — _0u — Gy — 1

v — du _ 352 _ 32
{% oy
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Utifran g—z = 322 — 3y? si kan vi integrera med avseende pé y, vilket ger att
v(z,y) =32y —y’ + C(2) ,

dar C': R — R bara beror pa x. Vi far nu att

ov
_— = / — — 1
o 6xy + C'(z) = 6y

Alltsa ér C'(z) = —1, s& C(z) = —x + a, dér a dr en konstant. Vi far alltsa att
v(z,y) =32y — 9y —x+a,
dér a ar en konstant. Sa den holomorfa funktionen vi séker &r
flz,y) =2° -3z + 2 +y +i(32x*y —y* — v +a) ,

dar a ar en konstant. O

Ezempel 67. Vi ska hitta en funktion f(z,y) som dr harmonisk i omradet i det
hogra halvplanet som begrinsas av kurvorna 22 — y? = 2 och 22 — y? = 4 som
antar vardet 3 pa vinstra sidan och 7 pa hogra sidan, dvs antar virdet 3 pa
22 —y?> =2o0ch 7 pa 2® —y® = 4.

Observera att 22 — y? #r realdelen av z2. Vi provar med ansatsen

f(z,y) = A(z* — y*) + B = Re(A2* + B) ,

dir A, B ér reella tal. Eftersom vi kriver att f = 3 da 2% — y? = 2 s& far vi
ekvationen 24 + B = 3, och pa andra sidan sa far vi ekvationen 44 + B = 7.

Loser vi detta ekvationssystem, sa far vi att A =2 och B = —1, dvs
flz,y) =20 =) — 1
ar den harmoniska funktionen vi soker. ]

INLAMNINGSUPPGIFT 56. Visa att In|z| dr harmonisk.

Ezempel 68. Betrakta annulusen A = {z € C: 1 < |z — (1 + )| < 2}. Vi ska
hitta en harmonisk funktion ¢(z,y) pa A sa att ¢ = 0 pa |z — (1 + )] = 1 och
¢=10pa |z — (1 +1)| = 2.

Enligt ovan séa vet vi att Aln |z — (1 +4)| + B ar harmonisk. Enligt forskrivet
randdata sa maste vi ha att

Alnl1+B =0 och Aln2+ B =10,
som ger att B =0 och A = %. Detta ger att funktionen

B Iz — (1 414)]
Bla,y) = 9(z) = 10

dr harmonisk s& att ¢ =0 pa |z — (1+i)|=1och ¢ =10pa |z — (1+i)|=2. O
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INLAMNINGSUPPGIFT 57. Lit f: C — C vara sidan att f och f* dr

harmonisk. Visa att f dr holomorf eller att f dr holomorf.

INLAMNINGSUPPGIFT 58. Lit 2 = x + iy, =, y € R och definiera funk-

tionen
Y

u(z,y) = 242

Bestam en holomorf funktion f(z) sda att
u = Re(f) och f(1) =1.

Uttryck f(z) explicit i z € C.

INLAMNINGSUPPGIFT 59. Visa att Re (22) Gr harmonisk pa C.

INLAMNINGSUPPGIFT 60. Betrakta annulusen A= {z € C:1 < |z—i| <
3}. Hitta en harmonisk funktion ¢(z) = ¢(x,y) pa A sd att ¢ =10 pa |z —i| =1
och ¢ =100 pd |z —i| = 3.

INLAMNINGSUPPGIFT 61. a) Lit z = x + 1y, x, y € R och definiera

funktionen
u(z,y) = 2* + ax + by* + cy + day.

Bestam de reella konstanterna a, b, ¢ och d och en holomorf funktion f(z)
saG att

8_u
ox

B ou

u = Re(f), =0, —
(L.1) dy

=0, f(0)=1ochu(l,1) =—-2.
(1,1)

Uttryck f(z) explicit i z € C.
b) Ar f entydigt bestimd? Motivera!

INLAMNINGSUPPGIFT 62. Lit Q C C vara ett omrade, och lit f € O(Q).
Antag att |f| € H(Y), visa att f dr konstant.

Det finns mycket att séga om harmoniska funktioner. De uppfyller en maxi-
mumprincip, de uppfyller medelviardesegenskapen, etc. Jag ndjer mig har, ni kan
lasa om mera egenskaper hos harmoniska funktioner i nagon annan kurs.
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Kapitel 6

Lasanvisningar till kapitel 6

Jag kommer att ha ett litet annat uppldgg &n boken, det mesta star redan i
boken, och allt som star i boken tar jag inte upp. De flesta detaljerna kan ni lasa
i boken. Vi borjar med Laurentserier:

Taylorserier gav oss en mojlighet att uttrycka holomorfa funktioner i en potensserie.
I detta avsnitt vill vi uttrycka en holomorf funktion med singulariteter, dvs dér
den inte ar definierad, i en potensserie.

Lat 0 <17 < p1 < p2 <719 < 400 och lat z; € C. Sétt

A={z€C:r <|z— 2| <m}

och
B={2€C:p <|z— 2] < p2}.

Antag att f € O(A). Da ar

dar serierna dr absolutkonvergenta och konvergerar likformigt pa méngder av
typen B. Serieutveckligen kallas for Laurentserieutvecklingen av f pa A kring
20-

Om v ar en enkel, sluten, positivt orienterad styckvis Cl-kurva. D& ges koef-
ficienterna i Laurentserieutvecklingen av

_ f©) -

och

b, 2m/f (C—z)fldC j=1,2,3,.

Observation 8. Observera att beviset av denna sats ar liknande av beviset av
Taylors sats. L
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Anmdrkning 41. Det ar lockande att skriva

som i Taylorutvecklingen, med det vore fel ty fU)(zy) behéver nodvindigtvis ej
vara valdefinierat. O

Observation 9. Om f € O(B(zy,rz2)), da blir Laurentserieutvecklingen precis
Taylorutvecklingen av f kring z. O]

Anmdrkning 42. Laurentserieutvecklingen ar entyigt bestdmd enligt en sats i
boken, och detta faktum anvinder man bland anant i utrédkningar. O

Definition 6.1. Lt

oo o0
g —|—E ajz—zo
— Z—ZO

]:

[e.e]

vara Laurentserieutveklingen av en funktion f. Vi kallar da =1 m

cipaldelen av Laurentserien.

for prin-

Anmdrkning 43. Principaldelen beréttar hur singular f ar i punkten zj. [l

Lat oss gora nagra exempel. Innan ni kollar pa dessa, se till att ni har koll pa
geometriska serier.

FExempel 69. Lat
Ay ={2€C:|z|>1} och Ay ={z€C:0<|z] <1}
och
£2) = ———
o2z 1)

Da ér f € O(A;) och f € O(A,). Lat oss Laurentserieutveckla f i de olika
omradena. For det forsta har vi att

(ol

dar vi anvinde en geometrisk serie, eftersom E‘ < 1 &r precis samma sak som
|z| > 1 (dvs vi befinner oss i omradet A;.) S denna serie konvergerar pa A;.
Lat oss nu hitta en Laurentserieutveckling pa A, for f. Vi har att

1 1 1 = .
&)=y =7 1_22"221 e

dér vi har anvént oss av en geometrisk serie, eftersom |z| < 1. Sa serien konverg-
erar pa As. m
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Ezempel 70. Lat oss Laurentserieutveckla f(z) = i omradet

1
2244243
A={zeC:1<|z| <3}

Vi har att
1 B 1 11 11
244243 (z+1)(z+3) 2z+1 2z+3

om vi anvander partialbraksuppdelning.

Termen ﬁ ar holomorf pa |z| > 1. Vi har, om vi anvinder en geometrisk
serie, att
1 1 1 1 1 1
== == -1y — = -1y —
z+1 2z 1-(=1) = ]ZO( ) 2 ]Zo( ) Zi+l

som konvergerar for |z| > 1.
Vidare sa ér termen —= holomorf pé [z| < 3. Vi har att

1 1 1 N AT IR — VI
13Ty Y G) -Xra

Jj=0

Aven har har vi anvant oss av en geometrisk serie. De bada fallen ovan ger nu att

11 11 1 o N B .
USSP 2;( N e 2;( Vg
som &ar Laurentserieutvecklingen av f i omradet A. O]

Ezxempel 71. Vi ska Laurentserieutveckla m kring zy = 3, och darefter
bestdmma dess konvergensradie.

Vi ser att =55y ér holomorf pa 0 < |z — 3| < 2 och pa |z—3| > 2.
Déarfor maste vi bestdmma en Laurentserieutveckling pa bada dessa omraden. Vi

bérjar med att gora en partialbraksuppdelning av m Da far man att

z 11 3.1 .5 1
(z—1)(z—=3)(2—5) 8 z—1 4 2—-3 8 z-5

Nu kan vi bérja Laurentserieutveckla —5=57—; pa 0 < [z — 3| < 2. Vi be-

hover inte utveckla ﬁ eftersom denna term redan finns med i Laurentserieutveck-
lingen kring zo = 3. Vidare har vi att

1 1

Eftersom
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sa ar vi ratt omrade, vilket betyder att vi kan anvinda oss av en geometrisk serie.
Da far vi att

100
S (F
Pa samma sétt sa far vi att

1 I R R LY S A i<z_3)j
z—5  2—(2-3) 21—z 24 2 B 2i+L
7=0

Detta ger att

=0
som &r Lauretserieutvecklingen vi sokte.
Lat oss nu Laurentserieutveckla —<—%=—= pa |z — 3| > 2. Vi har att
(z—1)(2—3)(2—5)

1 1 1 1 1 & 2V
2=1 2+(:-3 z2-3 1-(- 2)22—32(_1) (z—3>

Jj=0

och

ool
w
[
N
DO
w
~_
o
|
B~ w
I
| |~
w
oo | Ot
I
| |~
w
[~
VR
I
|| Do
w
~_—
o
Il

=0
— BN . —1)/
- + 8 Z g+1 ) +5),
j:O
vilket &r Laurentserieutvecklingen for ——5-*57= pa |z — 3| > 2. O
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INLAMNINGSUPPGIFT 63. Lit A vara annulusen A = {zeC:0<r<
|z| < R} och lat f € O(A). Visa att det finns funktioner fi, fo sa att f1 dar
holomorf for |z| < R, fo dr holomorf for |z| > r och

f=n+/

INLAMNINGSUPPGIFT 64. Laurentserieutveckla =5 1 omrddet {z € C :
|z] > 2}.

INLAMNINGSUPPGIFT 65. Laurentsericutveckla L= i omrddet {z € C :
|z| > 3}.

INLAMNINGSUPPGIFT 66. Laurentserieutveckla W 1 omradena

a) A={ze€C:|z—-2| <1}
b) B={z€C:1<|z-2|<3}
c) C={z€C:|z-2|>3}

Singulariteter &ar, precis som vi har ndmnt forrut, punkter déar en funktion inte
ar definierad. Man kan daremot ha olika typer av singulariteter, och man anvinder
sig av Laurentserieutvecklingar av holomorfa funktioner for att klassificera de
olika typerna av singulariteter. Mer precist har vi:

Definition 6.2. Lit U C C vara dppen och antag att B(zy,r) C U, r > 0. Om
fe€OWU\A{z}) sd sdger vi att f har en isolerad singularitet i z.

Eftersom f € O(B(z0,7) \ {20}) s& har f foljande Laurentserieutveckling
f) = ¢lz— =)
j=—00

atminstone pa B(zo, ) \ {20}. Vi ska anvéinda oss av koefficienterna ¢; till denna
Laurentserieutveckling for att klassificera de olika singulariteterna.

1. Om ¢; = 0 for alla j < 0 sa sdger vi att f har en havbar singularitet i
20-

2. Om det finns ett £ € N, k > 1, sa att ¢, # 0 och ¢; = 0 for alla j < —k, sa
sdger vi att f har en pol i zy av ordning k.

3. Om ¢; # 0 for odndligt manga negativa j, da séger vi att f har en visentlig
singularitet i z,.

Anmdrkning 44. Koefficienten c_; kallas for f:s residue i punkten z,. Detta
kommer bli mer klart i kapitel 8. [
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Lat oss ga igenom dessa olika typer av singulariteter.

e Antag att f har en hévbar singularitet i z5. Detta &r faktiskt ingen sin-
gularitet, utan man héaver verkligen den. Da ar Laurentserieutvecklingen
> 2o ci(z — 20)’ inget annat &n Taylorutvecklingen for f som &r holomorf
i B(zo,7) forutsatt vi definierar f(z9) = ¢o. Vidare s& har vi att f ar be-
gransad i nagon omgivning B(zo,7) \ {20}. En annan viktig egenskap hos
hévbara singulariteter ar att

lim f(z)

z—20

existerar och ar dndlig. Vidare sa ar

lim (z — 29) f(2) = 0.

z—20
Visammanfattar att zq dr en hévbar singularitet for f omm | f| &r begrénsad
nira zo omm lim, ., f(z) existerar och ar &dndlig omm vi kan omdefinera
f sa att f blir holomorf i zy (detta &r den sa kallade Riemanns sats for
hévbara singulariteter).

e Antag nu att f har en pol av ordning k i zy. Da har vi att

lim |f(z)] = oc.

z—20

Vidare sa kan vi skriva f som

)= 2

(z — 2)F
dér g &r en holomorf funktion med g(z9) # 0. Detta betyder speciellt att
1/f kommer ha ett nollstélle i zy av ordning k. Vidare sa har vi att

lim (z — 20)"™ f(2) = 0

z—20

och att
lim (2 — 20)" f(2)

Z—20

existerar och ar adndlig.

e Lat oss slutligen diskutera vasentliga singulariteter. Dessa punkter ar kon-
stiga punkter, och grénsvirdet lim,_,,, f(z) existerar inte, vare sig det blir
andligt eller odndligt. Vidare sa har vi Picards sats som séger att f(z) antar
alla komplexa tal i en omgivning till zg med ett mdojligt undantag. Detta
betyder, med topologiska termer, att virdeméangden for f ar téat i C.
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Definition 6.3. Ldat Q0 C C wvara ett omrade. En funktion f: Q) — C som dr
holomorf forutom i poler kallas meromorf.

Fxempel 72. Betrakta funktionen
_Jocosz ,2#0
fz) = { 0  ,z=0"

Da ar f € O(C\ {0}). Laurentserieutvecklingen av f kring zo ar

pa méngden 0 < |z|. Per defintion sa har f en hdvbar singularitet i zo = 0. [

Ezempel 73. Funktionen f(z) = e~!/* har en viisentlig singularitet i zp = 0. I
varje omgivning B(0,7)\ {0} s& antar denna funktion alla komplexa véirden utom
0. Detta ar standardexemplet pa en funktion med en vésentlig singularitet. [

Exempel T4. Betrakta funktionen f(z) = '32;1. Vi ser att f har en isolerad sin-
gularitet i z = 0. Vidare har vi att

lim 2% f(2) = 0.

z—0
Eftersom lim, o 2 f(2) existerar inte sa har f en pol av ordning 2. O

INLAMNINGSUPPGIFT 67. Visa att de enda singulariteterna en rationell
funktion, dvs en funktion pa formen p(z)/q(z) dir p,q € C[z], har dr hdvbara
eller poler.

INLAMNINGSUPPGIFT 68. Klassificera eventuella singualariteter hos f(z) =
sin (1 — %)

INLAMNINGSUPPGIFT 69. Klassificera eventuella singualariteter hos fz) =
1—cos(z?)
sin(z3) -

INLAMNINGSUPPGIFT 70. Klassificera eventuella singualariteter hos f(z) =

Cos z
z2

Resten av kapitlet kan ni lasa sjilva.
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Kapitel 7

Lasanvisningar till kapitel 7

I detta kapitel sa fortsdtter varan studie av kurvintegraler. Som boken visar sa
beror inte en kurvintegral av vilken vag man tar mellan &ndpunkterna. Detta
forutsétter att integranden ar holomorf, se exempel 122 for ett motexempel da
integranden inte ar holomorf. Déarefter sa visar boken, i exempel 123 att vi inte
kan ha vilket omrade som helst heller. Det kommer visa sig att de omraden som
fungerar ar precis de omraden som inte har nagra hal. For att kunna ge en mer
precis matematisk definition sa maste vi studera kurvor en aning mer.

Definition 7.1. Lat Q2 C C vara ett omrade, och latvy: [0,1] — Q och~,: [0,1] —
Q wvara kurvor. Antag att v9(0) = 71(0) = p och (1) = 11 (1) = q. Vi siger att
Yo och v, dr homotopa i €2, som vi skriver som vy ~ v, om det finns en kon-
tinuerlig funktion H: [0,1] x [0,1] — 2 sd att

1. H(0,¢

for alla s,t € [0,1]. Funktionen H kallas for en homotopi av vy och ;.

En homotopi ér helt enkelt en kontinuelig deformering av ~, till v;, dvs kurvan
o deformeras pa ett "bra” sétt till kurvan ;. Rita egna bilder och férsok fa en
béttre forstaelse for detta koncept.

INLAMNINGSUPPGIFT 71. Visa att "vara homotop med” ir en ekvivalen-
srelation.

Ezempel 75. Lat vp,71: [0, 1] — C vara definierade genom
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och
Y1 (t) =t + it?.

D& &r vy ~ 71 via homotoping H(s,t) = ¢ + it'** En annan homotopi &r given
av H(s,t) =t +i(st?> + (1 — s)t). O

En viktig sats nu ar att

Sats 7.2. (Homotopiinvarians av kurvintegraler)
Lat Q C C vara ett omréide, och lat f € O(). Om 9,71 : [0, 1] — Q dr homotopa

kurvor, sa galler att
/ fdz = / fdz.
Y0 7

Bevis. Se boken. ]
Vi kan &ven formulera en annan viktig sats:

Sats 7.3. Antag att U C C dr ett omrade och f dr kontinuerlig pa U. Da dr
foljande ekvivalent

1. f har en primitiv funktion i U
2. fv f(2)dz =0 for alla slutna, enkla C'-kurvor ~ i U.

3. f% f(z)dz = fw f(2)dz dir 1,7y, dr styckvisa Ct-kurvor med samma start-
och dndpunkt.

Om ni kommer ihag satsen om konservativa vektorfilt fran nagon flervari-
abelkurs sa ar den analog med satsen ovan, den séger ndmligen

Sats 7.4. Antag att U C R" dr ett omrade och F dr ett kontinuerligt vektorfdilt
pa U. Da dr foljande ekvivalent

1. F ar konservativ pa U

2. fv F -dr =0 for alla slutna, enkla C*-kurvor v i U.

3. ﬁﬂ F-dr = fw F -dr dir v1,7, dr styckvisa C'-kurvor med samma start-
och dndpunkt.

Denna sats om konservativa vektorfélt ingar forstas inte i kursen, utan jag
tyckte det vore kul att se analogin bara. En sak som man bor observera &r att
Sats 7.3 giller for kontinuerliga funktioner, sa den géller speciellt fér holomorfa
funktioner.

Definition 7.5. Ett omrade 2 C C kallas for ett enkelt sammanhingande
omrade om varje enkel sluten kurva i ) dr homotop med en punkt.
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Denna definition leder fram till en ny variant av Cauchys integralsats:

Sats 7.6. (Cauchys integralsats for enkelt sammanhingande omraden)
Lat Q C C vara ett enkelt sammanhingande omrade och antag att f € O(Q). Dd

gdller att
/fdz =0.
”

Bewis. Lat v vara en godtycklig enkel sluten kurva i 2. Da finns det en punkt
p € Q sa att v ~ {p}. Da ger homotopiinvarianssatsen att

/fdz = fdz=0,
v {r}

ty integralen 6ver en punkt ar noll. O

for alla slutna kurvor v @ §2.

Exempel 76. Lat oss betrakta integralen le|=1 z™dz igen, fast den ar gangen med
hjélp av Cauchys integralsats. Vi vet att

My = 0 ) n%_l

Lat oss kolla pa tre fall:

Fall 1: (n > 0)

Da ar z" holomorf pa C som é&r enkelt sammanhéngande, sa le\zl Z2"dz = 0.
Fall 2: (n = —1)

Dé ér 2" = 1 holomorf pé C\ {0} men har ingen primitiv funktion pa C\ {0},
sa ), 2"dz = 2mi.

Fall 3: (n < —1)

D& &r z" holomorf pa C\ {0} och har en primitiv funktion pa C\ {0}, sa
Jiajor #dz = 0. O

Ezempel 77. Lat oss berdkna f7 _ Jir ~ #r en cirkel med positiv orientering.

zZ—a

Om a ligger utanfor v sa ar ﬁ holomorf i v, sa Cauchys integralsats ger att

d
/ SA—
,YZ—G

Antag nu att a ligger innanfor +. Deformera nu ~ till en cirkel runt a med
radie 1, dvs |z — a| = 1. Da far vi enligt homotopisatsen att

/ dz :/ dz :/ 1d§:2m'
7270 Jmam 2= Jig=r 6
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enligt foregaende exempel. Alltsa &r

/ dz _{0 , om a € Ext(y)
N

Z—aQ

Y

21, om a € Int(v)
dar Int(vy) ar det inre av v och Ext(y) ar det yttre av . O
Det &r speciellt viktigt med detta exempel for att berdkna vissa kurvintegraler.
5 - dz
Ezempel 78. Lat oss beréikna [, -7 5. Eftersom
1 1 N 1
(z—2)(z—1) 2—-1 2z-2
sa blir
dz / dz / dz . . .
e — + = 2mi + 27 = 47,
/|z|4 (z=2)(z=1) Jp=a(z=1) Sz (2 —2)
enligt exemplet ovan. O]

Med de nya kunskaperna sa kan vi modifiera beviset av Cauchys integral-
formel:

Sats 7.7. (Cauchys integralformel) Antag att U C C dar oppen och att f €
O(U). Lat z9 € U och r > 0 vara sadan att B(zg,7) C U. Dd gdller for varje
z € B(zo,7) alt

- L 1)

211 |z—z0|=r C -z

dc.
Beuvis. Vi gor ett gammalt trick inom matematiken:

1) 4o _ fO-fE@+ G,
/|Z—z0|=r C - Zd( N /|Z—zo|=r C — 2z dé -

|z—zo|=r < -z |z—z0|=r C -z
Eftersom z € B(zp, ) och eftersom f(z) inte dr en funktion av (, s& far vi att

/ f(z) dc = f(z>/| L= f(z)2mi.

z—zo|=r C -z z—zo|=r C -z

Alltsa far vi att

J RS Ry G (GEV O
|

z—zol=r g -z |z—z0|=r C -z
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[(O-1(2)

z—zo|l=r (-2
till en cirkel |z — 2| = €. Kalla den nya cirkeln for ~.. Vi vill nu visa att

. fQO—-f) .
hm/% (2 d¢ = 0.

Om vi visar att f| d¢ = 0 sa ar vi klara. Deformera nu |z — zo| = r

e—0t

Sétt M = supe(o ) |f(7=(t)) — f(2)]. Da géller att

fQ) - f(2) 1£(¢) = f(2)] M, - _ M2me _
/7 CTCK‘ S/7 Wdc < —l(e) = = M2

€ €

Eftersom f € O(U), sa ér den speciellt kontiunerlig, s&

lim M =0 och lim / Md(' = 0.
Ye

e—0t e—0t —Z

Detta ger att
lim [ 5 Mdg‘ =0,

e—0t —Z

sa satsen foljer. |

Boken formulerar och bevisar darefter den sa kallade Monodromysatsen. Ni
behover inte ldsa detta, om ni inte vill forstas. Daremot sa ska ni ldsa och forsta
en typ av omvandning till Cauchys integralsats:

Sats 7.8. (Moreras sats)
Lat Q C C vara ett omrdade och lit f € C(2). Om

/fdz:()

for varje sluten, enkel C*-kurva i Q, sa dr f holomorf pd €.
Bewis. Se Boken. O
Hoppa sedan 6ver avsnitt 7.9, och gor déarefter nagra inlamningsuppgifter.

INLAMNINGSUPPGIFT 72. Visa att funktionen

Loodt
f(Z)=/0 =

or holomorf pa B(0,1).

94



INLAMNINGSUPPGIFT 73. Som ni redan har visat sé dr att vara homo-
top med en ekvivalensrelation. Ekvivalensklasserna till denna ekvivalensrelation
kallar vi for en homotopiklass, och vi skriver [y] som ekvivalensklassen under
v. Betrakta nu slutna kurvor v och 7. Att vara homotop med betyder da forstas
samma sak som forut. Sag nu att v(0) = y(1) = zo. Vi kallar da zy for baspunk-
ten till kurvan . Vi skriver mangden av ekvivalensklasser [y] av slutna kurvor
med baspunkt zo som w1 (), z0), om 7y dr en kurva i ett omrade Q. m (€2, z9) brukar
kallas den forsta fundamentalgruppen for Q) i punkten zy. Definiera produkten
av tvd kurvor v och T genom

2t)  ,0<t<1/2
7'T(’f):{f(gt—l) Jl/2<t<1

e Definiera en operation - pa m (€2, 20). Visa att [y - 7] = [y] - [7] dr en
vdaldefinierad operation.

e Hitta en bijektiv avbildning fran m (82, zo) till w1 (€, 21).

Den sista punkten visar att (€2, zo) dr oberoende av baspunkt, s vi kan skriva
() istdllet.

e Berikna m () om Q dr enkelt sammanhdngande.

e Hitta en bijektiv avbildning frin 7 (SY) till Z, dir S* = {2 € C: |z] = 1}.
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Kapitel 8

Lasanvisningar till kapitel 8

Ni kommer att méarka att vissa resultat i detta kapitel har jag redan namnt i tidi-
gare lasanvisningar. Jag tdnkte presentera detta avsnitt pa ett litet annorlunda
vis, men jag borjar som boken med vridningstal men med ett exempel:

Exempel 79. Lat v vara enhetscirkeln paramteriserad genom v(t) = e for t €

0, 27]. Da géller att
1 dz
l=— [ —.
2mi ), 2
Om vi later 7 vara enhetscirkeln fast vi later 7 genomlépa cirkeln n ganger, dvs
vi parametriserar den genom 7(t) = e for t € [0, 2n]. D& giller att
1 dz

n=—/[—.
2m ). 2

Vi sdger att 7 snurrar runt 0 n ganger. O

Ett mer generellt exempel ar

Exempel 80. Lat v vara en positivt orienterad kurva som genomléps n ganger
kring en punkt zy € C. Da giller att
1 dz

n=-— .
2mi ),z — 20

Hér snurrar v n ganger kring 2. O

Observation 10. Om vi byter orientering pa kurvan -, sig till negativ orintering

sa far vi att
1 dz
-n = — .
2mi ), 2 — 2o

]

Observation 11. Om punkten zy ligger utanfér kurvan ~ sa blir integralen noll,
och det ar ju klart att kurvan kan inte kan snurra kring en punkt om inte punkten
ligger innanfor kurvan. O]
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Definition 8.1. Lat vy: [0, 1] vara en sluten kurva och lit zy vara en fizerad punkt
som inte ligger pa kurvan. Vi definierar vridningstalet for v med avseende pd

2y genom
1 dz
I(v;20) = =— .
(7: %) 2mi L Z— 2

Vi sager att v snurrar kring zq (7, z9) ganger.

Anmdrkning 45. JAmfér bokens definition med denna. Kolla &ven pa bilderna pa
sidan 246 for att pa lite intuition om vad det hela handlar om. n

Proposition 8.2. Ldt v, 7 vara tva enkla, slutna kurvor ¢ C, och antag att 2,
inte ligger pa ~y eller 7. Om ~y dr homotop med T i C\{z0} sd galler att I(y;2z9) =
I(75 20).

INLAMNINGSUPPGIFT 74. Visa propositionen ovan.

Om vi har en kurva som gar runt en punkt, sa kan vi inte sdga att den snurrar
runt denna punkt /2 ganger. Féljande sats séger att detta inte kan intriffa.

Sats 8.3. Ldt v: [0,1] — C vara en styckvis, sluten C'-kurva. Antag att zy dr en
punkt som inte ligger pa kurvan. Da dar 1(7y; zg) ett heltal.

)= [y

I punkter dér integranden &r kontinuerlig sa far vi att

Bewvis. Lat

g'(t) =

Vidare sa géller att

d

€160 ) =0
dir ¢'(t) existerar. Déarfor maste e=9®) (y(t) — zq) vara styckvis konstant pa [0, 1],
och eftersom e~9) (y(t) — zy) &r kontinuerlig s maste den vara konstant pa [0, 1]

(se en sats fran forsta ldsanvisningen). Detta konstanta virde &r

e 10(1(0) - 20)

sa e 9 (y(1)—20) = e 9O (y(0)—zp). Eftersom ~ &r sluten sa maste e9) = ¢79(0),

Eftersom ¢(0) = 0 sa giller att e 9% = 1. Enligt en sats om den komplexa
exponentialen s géller att g(1) = 2min for n € Z. Resultatet foljer. O
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Om ni kommmer ihag avsnittet om Laurentserieutvecklingar, sa kallas koef-
ficienten c¢_ i Z]__OO cj(z — zp)? for residuen i z. Eftersom koefficienten i en
Laurentserieutveckling definieras genom en integral sa kan vi anvinda residuer
till att berdkna integraler. Men varfor just koefficienten c_;? Lat oss motivera
detta intresse av residuer.

Lat « vara en enkel, sluten, positivt orienterad styckvis Cl-kurva kring origo.

Da ar
/n 0 ,n#—1
2" = .
” 2me ., n=-—1

Antag nu att f ar en holomorf funktion med en singularitet i origo. D& har f en

Laurentserieutveckling i nagon annulus A kring 0; f(z) = Z;‘;foo ¢;jz?. Denna

konvergerar likformigt pa v, forutsatt v ligger helt i A och innehaller origo. Da

ar
/f / Z ¢ dz = Z cj/zjdz:Qm'cl.
g

’Y]—foo j:—oo

Alltsa ar koefficienten c_; viktig, och det leder till féljande definition. (Denna
definition har ni sett forrut, i alla fall mer eller mindre, men jag tdnkte vara mera
precis hér).

Definition 8.4. Lat f vara en funktion med en isolerad singularitet i punkten
20. Dd kallas koefficienten c_y i f:s Laurentserieutveckling Z;‘;foo ci(z—z) for
f:s residue ¢ punkten zy. Detta skriver vi som

Res(f, zo) eller Res(zp).

Observation 12. Enligt definition sa har vi att

27rz

1
Res(f, z0) = / f(2)d=
|z—zo|=r
da r > 0 ar tillrackligt litet. O]

Vi kan &ven gora nagra fler fundamentala observationer:

1. Om f har en hévbar singularitet i 2o s dr Res(f, zg) = 0 enligt Cauchys
integralsats.

2. Om f har en pol av ordning k i 2y sa galler att

ok (o
f(z) = + = 20) +Zc]z 20)’

Jj=0

Detta ger att
(z—20)"f(z) =cop+ - +eoi(z—20) + (2 — 20) fi(2)
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dir fi(z) = 372, ¢j(2 — 20)7. Derivera nu (k — 1) ganger, da far vi
dk1 L k—1
W(z —2)"f(z) = (k= 1)ley + W<Z — 20) f1(2).
Lat nu z — zy. Da blir
dk—l
lim ———(z — 20)*f(2) = (k — 1)lc_; +0.

Z—20 dzk_l

Alltsa om f har en pol av ordning k i 2y sa géller att

1 ) dk—l .
Res(f, ZO) = (k _ 1)[ ZILHZIO dzk—l (Z - ZO) f(Z)

Ezempel 81. Funktionen f(z) = Z% har en pol av ordning 2 i z = 0. Detta ger att

1 . d o d
m
Ezempel 82. Betrakta funktionen f(z) = m som har en pol av ordning 2 i
z=0.Da ar
d d 2 d Y\
Res(f,0) = i L2 () mim L L (2 ) =
es(f,0) = gy i g7 /) =lm ey = I ((62—1))
2 2
, z d =z _ z (e —1) — z€? 3
:1 3 _— ——:31 3 . = e = ——,
220 <<ez—1>> dz(er—1) a0 (<ez—1>> (5 —1)2 2
For att inse detta, kolla pa Taylorutvecklingen av e?. [l

Om vi har flera singulariteter som ligger innanfér en kurva, kan vi da anvinda
oss av residuer for att berdkna en integral? Svaret ar ja, och besvaras av Cauchys
residuesats.

Sats 8.5. (Cauchys residuesats)

Lat Q C C wvara ett enkelt sammanhingande omride och f € O(Q) forutom i
de isolerade singulariteterna zi,. .., z,. Antag att v dr en sluten, enkel, positivt
orienterad styckvis Ct-kurva i Q och att zy, ..., z, ligger inuti . Dd gdller

/f(z)dz = 27rizn:Res(f, 2;).
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Bewvis. Vi ska anvanda induktion 6ver antalet singulariteter.

Om n=0:

Da ar f holomorf i ett enkelt sammanhéngande omrade som innehaller ~. Da ger
Cauchys integralsats att

VL= /f(z)dz —0.

Vidare sa har vi att HL = 0 sa det stammer i fallet n = 0, dvs inga singulariteter.

Antag nu att satsen &ar sann for (n — 1) stycken singulariteter. Lat ¢ > 0 vara
sa litet s& att |z — z,| < e ej innehaller nagon av zi,...,Z, ;. Tag darfor tva
punkter p; och py pa |z — z,| = €. Forbind p; och ps med kurvan «y i punkterna
q1 respektive go. Kalla dessa v, respektive . Lat C) vara 6vre delen av cirkeln
|z — 2z,| = € fran p; till ps, och 1at Cy vara undre delen av cirkeln |z — z,| = e.
Vidare lat 3 vara den del av v som gar fran ¢; til go och lat 4 vara den del av
v som forbinder g2 med ¢y, sd v = v3 + 4. (Rita en bild éver dettal!) Bilda nu

T=B—1-C—mt+tn—-Cit+tntmn

som #r en sluten, enkel, positivt orienterad styckvis C'-kurva. D& har vi att

[yf— /Z_an = 27m'nz_1Res(f, 2;).

j=1
Alltsa ar .
/f(z)dz = 27rz'z Res(f, z;) ,
v j=1
sa satsen ar sann for n stycken singulariteter. O

Anmdrkning 46. Bokens residuesats siger att
/f(z)dz = 27 Z Res(f, zj) - I(7; 25)-
Y j=1

Sa den tar hénsyn till hur manga ganger v snurrar kring z;. Man far en liten
annan formulering av satsen da, man kan inte anta att kurvan ar enkel da. [

Exempel 83. Vi ska berdkna I = f,y ZC;)(SZ(Z)) dz dér v ar en "snéll” kurva som

innehaller 0 och 1. Cauchys residuesats ger att
I = 27i(Res(0) + Res(1)).
Vi har att z = 1 ar en enkel pol, ty cosm # 0, sa

Res(1) = lim cos(r)

=—1.
z—1 22
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Vidare sa dr z = 0 en pol av ordning 2, ty cos0 # 0, sa

. d [cos(mz) . —wsin(nz)(z —1) —cos(mz) 0—1
— lim — —1 — — 1
Res(0) = T 22 < 21 > 20 (z 1) (—1)2
Detta ger att
I =27mi(—1—-1) = —4mi.
[

3/z

Ezempel 84. Vi ska hitta residuen i z = 0 for funktionen f(z) = ze*# och berdkna

fM: . f(z)dz. Anvinder vi Taylorutvevklingen av e* sa far vi att

Oolk 2 3

—_ -2 _ 342 4 2 L
Zkzok,'!zk “t —I—Q!z+3!,22+

Ze?:/z

Alltsé &r Res(0) = 32/2! = 9/2, och enligt Cauchys residuesats s& far vi att

(2)dz = 2mi - 9/2 = 9mi.

|z|=4
[

INLAMNINGSUPPGIFT 75. Lit f(z) = p(2)/q(2) dirp och q dir holomorfa
i zo. Antag att q har ett enkelt nollstille i zy, dvs av ordning 1, medan p(zo) # 0.
Visa att

p(20)

¢ (20)

Res(f, z0) =

INLAMNINGSUPPGIFT 76. Bestim alla isolerade singulariteter for fol-

jande funktioner och berdkna residuerna i singulariteterna:
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i L, dir \/z ska tolkas som principalgrenen
1-vz

INLAMNINGSUPPGIFT 77. Antag att f har en isolerad singularitet i z.
Visa att Res(f’, z9) = 0.

INLAMNINGSUPPGIFT 78. Finns det en funktion f med en pol av ordning

1 i zo med Res(f,z9) = 02 Finns det en funktion med en pol av ordning 2 i z
med Res(f,z) =07
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Kapitel 9

Lasanvisningar till kapitel 9

Detta kapitel handlar om tva olika saker. For det forsta sa gar boken igenom den
sa kallade argumentprincipen och Rouches sats. Dérefter sa berdknar man olika
reella integraler med komplexa metoder. Allt bygger dock pa residuer, sa se till
att ni har koll pa Cauchys residuesats och hur man berdknar residuer. Jag ténke
borja med integralerna och déarefter kora argumentprincipen och Rouches sats,
som vanligt sa kan min framstéallning vara en aning annorlunda &n bokens.

Trigonometriska integraler 6ver [0, 27]

Vi ska i detta avsnitt berdkna integraler pa formen fozﬂ U(cos 6, sin 0)df med
hjalp av Cauchys residuesats. Antag att funktionen U ovan &r en rationell funk-
tion i cos 6, sin @ med reella koefficienter som &r dndlig pa [0, 27]. Lat : [0, 27] —
C vara en kurva som ges av () = €. Observera att e~ = ﬁ for 6 € [0, 27].
Kom nu ihag Eulers formler:

¢if | =it ol _ o—i0

0= ——— inf =
coS 5 , sin 5

1 1 1 1
cos=—|z+—- , sinf=—|(z—-
2 z 21 Z

dir z € ([0, 27]). Gor nu substitutionen df = % sa far vi

iz

o 1 1\ 1 1
/ U(cos@,sin@)d@z/U(— <z+—),—_(z_—)) d_z
0 . 2 z 21 z 12

Och nu ar vi i ett lage dér vi kan anvinda Cauchys residuesats. Lat oss kolla pa
ett exempel.

Da giller att
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Exempel 85. Lat a € R, a # —1, och betrakta

/271' do
I= :
o 14+a®>—2acosd

Vi ska beriikna I. Lat z = ¢ for 0 € [0, 27] och 1at v vara enhetscirkeln kring
origo. Da ar

dz = ie"df = izd0.

GOr nu variabelsubstitution i 7. Da far vi, om vi anvénder cosf = % (z + %),

]_/ 1 d_z_/ idz
B ,Yl+a2—22—“(z+%)iz_ L (z—a)(az — 1)

Vi ser nu att integranden har enkla poler i 2 = a och z = % Residuen i dessa
punkter ar

. 1 o
ReS(a):lliga(Z_l) T 21

och

Vi maste nu kolla pa olika fall for a:
Om 0 < a < 1, da ligger a innanfor v och 1/a utanfor. Detta ger att

{ 2T
I =2mi = .
m(cﬂ—l) 1—a?

Om a > 1, da ligger a utanfor v och 1/a innanfor. Detta ger att
1 2
1 =2mi = .
m (1 — a2) a?—1
Ezxempel 86. Vi ska beridkna, for a € R,

/’T adf
o a?+sin’f’

1— 20 1
a® 4 sin*0 = a® + % = 5(2@2 + 1 — cos26).

Vi bérjar med att observera att

Gor nu variabelbytet 260 = o, varvid

/7T adf _/27r ado
o a?+sin’0  J; 14242 —cosa’
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Lat nu v: [0,27] — C vara definierad genom ~(t) = €. For z € ([0, 27]) s& &r

1 — ¢~ Bulers formler ger att

z
y 1 +1 - 1 1
cost=—|z+ - sint=— [ z——
2 z) 21 z )

for z € ([0, 27]). Sétt nu z = €', varvid dz = ie"dt = izdt. Detta ger nu att

/Qﬂ ada B / adt B / 2aidt
o 1+2a2—cosa 7z',z(1+2a2—%(z+%)) N 722—(2+4a2)z+1'
Vi ser nu att de enkla polerna till integranden ar

1+ 2a” + 2|a|V1 + a2.

Vi maste nu avgora vilken/vilka av dessa som ligger innanfér v, dvs innanfor
enhetscirkeln. Vi ser att

1+ 2a® +2la]vV1+a2 > 1

for alla a, sa denna pol ligger utanfor v. Vidare sa ar det klart att

1+2a® —2la]lV1+a2 <1,

2ai

sa for att berdkna integralen sa behover vi P Cxwped

Vi har att

:s residue i denna punkt.

9
Res( T “ 1+2a2—2\a]v1+a2):
Z J—

2+4a?)z 41"

2a1 B 2a1 1

21+2a2 — 20alVit @) — 2+4a®)  davita® 2/t

Nu ger Cauchys Residuesats att

N do 2a1
/ a—:27riRes( @ ,1+2a2—2|a|\/1+a2> =
0

a2 + sin? 22— (24+4a?)z+1

™

7
=2m | — .
( 2\/1+a2) V1+a?

Ezxempel 87. Vi ska berdkna
T de
—— > 0.
/0 (a + sin® 6)2 ¢
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Eftersom sin®§ = 1(1 — cos(26)) sa &r

T de T de T do
/o (a+sin®6)2 /0 (a+3(1— cos(29)))2 B /o ((a+3) - %COS(QQ)))2

Satt ¢t = 260 varvid dt = 2d6. D4 blir

/” o _1/2” dt
o (a+sin?0)> 2 Jg ((a—l—%)—lcost))T

2

Eftersom §cost € [—3, 1] sé dr a4+ § — $cost # 0. Lat nu v: [0,27] — C vara
definierad genom v(t) = ¢. For z € ([0, 27]) s& &r 1 = e~ Eulers formler ger

att
; 1 +1 int 1 1
cost=—|{z-+— sint=—|(2z— -
2 2] 2i 2]

for z € ([0, 27]). Sétt nu z = €', varvid dz = ie"dt = izdt. Detta ger nu att

1 [ dt 1 dz
N ey A e

2

1 dz _l/ 162%dz
N e PRy A Y PR R

_1/ 8zdz
L))

Betrakta nu nimnaren z? — 4 (a + %) + 1. Kvadratkomplettering ger att
1
22—4 (a + 5) +1=(2—(2a+1))*~(2a+1)*+1 = (2—(2a+1))*—(2Va® + a)?* =

=(z—(2a+1)—2Va’+a)(z— (2a+ 1)+ 2Va® +a).
Lat py = (2a + 1) + 2va? + a och py = (2a + 1) — 2v/a? 4 a, varvid vi far att

/7r do _§/ zdz
o (a+sin?0)2 i), (z—p1)(z —p2)?

Betrakta polerna p; och ps som funktioner av a > 0. D& &r p;(a) strikt vixande
pa ]0, 00 och po(a) &r strikt avtagande pa |0, co[. Vidare sa har vi att

lim p1(a) =2-04+1+2V02+0=1

a—0Tt
och

lim pa(a) =2-0+1—2V02+0=1.

a—0t
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Detta betyder att pj(a) hela tiden kommer ligga utanfor v och att ps(a) hela
tiden kommer ligga innanfor 7. Nu ger Cauchys Residuesats att

/7r d—9 = § 2miRes i
o (a+sin?0)2 g (z = p1)%(z — p2)? b2 )

Eftersom p, ar en pol av ordning 2 sa far vi att

z d z
Res , = lim —(z — ps)? =
(<z BN PR p2> el P E e
_ 2 _ _ _ _
— im (z—p1) 2(,24 1)z — lim (z —p1) 322 _
Z—p2 (z—p1) z—=pa (2 —p1)
—(z+p1)  —(p2+m) —2(2a + 1) 2a + 1

= (z=p)? (p2—p)® —BWVa+a)  32(Va®+a)?

Detta ger att

/7r do 8 o 20+ 1 m(2a + 1)
-— - . ﬂ'l . _= .
o (a+sin?0)2 i 32(VaZ +a)}  2(Va®ta)?
O
Exempel 88. Lat oss berdkna integralen
2 102
/ sin® 6 g0,
o O+4cost
Lat z = €% for 6 € [0,27] och lat v vara enhetscirkeln kring origo. Da dr
dz = iedf = izdh.
Da blir
/27r sin®0_ / (L(z-1)° dz 1 (-1
o H+4cosh 75—}—4(%(2—1—%)) iz 4i )., 2%(222 + 52+ 2)
Man kan se att integranden har enkla poler i z = —1/2 och i z = —2, och en pol

av ordning 2 i origo. De enda som ligger innanfor enhetscirkeln ar —1/2 och 0.
En utrékning ger att residuen for integranden i —1/2 &r lika med 3/4 och i 0 &r
den lika med —5/4. Nu ger Cauchys residuesats att

27 22
sin” 0 -1 T
———df = 2mi—(3/4 —5/4) = —.
/0 5+ 4cost m4i(/ /4) 4
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INLAMNINGSUPPGIFT 79. Berikna

2m
/ (cos §)*"d0
0

for allan > 1.

INLAMNINGSUPPGIFT 80. Berikna
4 1
———df.
/_7r 1+ sin?6

Obestamda integraler av speciella funktioner over
] — O, OO[

Vi ska forsoka berakna ffooo f(x)dx genom att anvinda komplex analys. Detta
gor vi genom att helt enkelt lata f(z) vara den reella funktionen f(x) fast i den
komplexa variabeln z, si t.ex. om f(r) = 2? + 1 si ar f(2) = 22 + 1. Lat
Ir = [-R,R] och lat O = Re?, for 0 < § < &. Séitt yg = Cr+ Ig. Lat nu R > 0
vara tillrackigt stort sa att f(z):s isolerade singulariteter med Im(z) > 0 ligger
innanfor vg. Da vet vi att

/ fodz= [ f@det | f2)d
TR Cr Ir
och enligt Cauchys residuesats sa har vi
/ f(2)dz = 2mi ZRes(f, 2;)
TR j=1
dér zq,..., 2, dr f:s isolerade singulariteter sa att Im(z;) > 0. Vi far da att
ZWiZRes(f, z;) = f(z)dz+ [ f(2)d=.
j=1 Cr Ir
Lat nu R — oo, sa vi betraktar

27TZZRGS<f,Zj):P}£I;O ; f(z)alz%—}%gr;O i f(2)dz.
7j=1 R R

Eftersom vi befinner oss pa realaxeln i integralen 6ver I sa kan vi ga tillbaka till
den reella funktionen, dvs

27i Z Res(f,zj) = J%EEO ; f(z)dz + Blgrolo i f(z)dz.
7j=1 R R
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Om nu [*° f(x)dx existerar och &r éndlig, s& brukar vi kalla detta for (Cauchys)
principalviarde och skriver

R

P.V. /OO flz)de = }%im f(z)dx
—0o0 —>®J-R

Observation 13. Exemplet i boken om att P. V. ffooo xdx = 0 ar viktigt, eftersom
ffooo xdx inte existerar. O

Sa om ffooo f(x)dx existerar och &r dndlig sa far vi att

QWZZResf 2;) = hm f )dz + P. V/ f(x
7j=1

Alltsd om vi kan visa att limpg . fCR f(2)dz = 0 sa skulle vi ha berdknat
P.V. [%_ f(x)dz. Lyckligtvis sa finns det ett lemma som hjélper till hér:

Lemma 9.1. Om f(2) = p(z)/q(z), ddr p och q dr polynom sd att
grad(q) = 2 + grad(p)

da dr

lim f(2)dz =

R—o0 Cr
Bevis. Lat p(z) = > a;27 och lat q(2) = Y_p_, brz". Da géller att
|ao/2™ + - - am|[2"|

)= b0/ 2n 4+ + ball2"]

Sa da n > 2 4+ m sa giller att

< (||C£m‘| + 1) R™™.mR = (||C;m|| + 1) TR 0

da R — oo, ty n > m+ 2. [l

f(z)dz
Cr

FExempel 89. Lat oss berdkna integralen

o 2
I:/ i
A |

Ni far sjilva kolla att I &r konvergent, sa

R 2
dz.

I = lim
R—oo _Rx4+1
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2

Lat oss nu ga over till den komplexa funktionen f(z) = _#5. Observera att

grad(q) > 2 + grad(p) sa lemmat ovan ger att

lim f(z)dz=0,
Cr

R—o00

dir Cr ar halvecirkeln Re?, 0 < @ < . Eftersom ekvationen z* +1 = 0 har
16sningarna z; = €™/4, 2y = 3™/4 23 = ™/ och z4 = e"™/*, s& 2z och z ligger
innanfér vg = Cg + Ig. Detta betyder att

I = 2mi(Res(z1) + Res(z2)).

Vi har att ) .
z
R S
es(z) 423 Az
for k = 1,2, 3,4. Detta betyder att
I — @(efmﬂ 4 6737@/4) -
4 V2

]

Denna metod blir ofta lattare &n den gamla metoden med integralkalkylens
huvudsats.

Anmdrkning 47. Metoden som har beskrivits i detta avsnitt fungerar inte om
singulariteterna ligger pa Im(z) = 0, utan detta ska vi fa ldra oss i senare avsnitt.

]
/°° dx
o w3+ 1

(I 1
B+l (z—2)(z—2)(2 — 23)

Ezempel 90. Vi ska berdkna

Vi betraktar funktionen

Y

f(z) =

dir 21 = —1, zp = 3(1 +4v/3) och z3 = (1 —iV/3). Lat ! vara linjesegmentet
fran origo till r, déar » > 0. Vidare lat C). vara bagen med radie r och av lingd
7/2 + /6. Slutligen 14t [? vara linjesegmentet fran slutet av bagen ner till origo.
Vi har féljande parametriseringar av dessa kurvor

Nty=t 0<t<r = (It =1

C.(t)=re" 0<t<2n/3
och

l2(t) =t p<t<0 = (lf)’(t) — oi2m/3
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Lat v, = I} + C, + (2 varvid vi far att
/ f(z)dz = f(z)dz+/ f(z)dz+ | f(z)d=.
Ir I Cr 1z

Da r > 0 ar stort nog sa kommer bara polen z; ligga innanfor ~,, sa Cauchys
Residuesats ger att

/ f(2)dz = 2miRes(f, z2).
Yr
Eftersom polen z, ar enkel sa far vi att

Res(f, z9) = lim (z — 22) ! = ! =

z—29 (Z — 21>(Z — 22)(2 — 23) (22 — Zl)(ZQ - 2'3)

1 1

GA+iV3) + 1) (1 +iv3) — 21 —iv3)) V31 +iv3) +1)
(1+1iV3).

1
6

Vi ska nu uppskatta integralen av f éver C,.. Lat z = re® varvid dz = rie’dt

ger att
27 /3
IREE </
Cy 0

2m/3
- / T
0 ’r3632t+1|

Eftersom [r3e3 + 1| > |r?e’| = r3 s4 far vi att

2m/3
§/ %dtzz—ﬂl—ﬂ),
0

rietdt| =

27 /3 ‘ '
/ f(re™)rie’dt
0

(reit)3 +1

r 3 r?

f(z)dz
Cr

da r — oo. Detta betyder att [, f(2) — 0 dar — oo.
Per definiton av integralen lings en kurva sa far vi att

1= [ raanayoi= [ o

och

lj@wz/f@@ww@ﬁz/fwM@wmﬁ:

) T 1 . o1 .
_ _ pi27/3 : dt = — 7,27r/3/ dt = — i27/3 dz.
¢ /0 (te2/3)3 4+ 1 € ) B+ 1 € " f(z)dz
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Detta ger att

. * d
(1 . ez27r/3)/ p j_ 1 = QWiReS(f, ZQ) s
0

dvs

/oo de  2mi(1+iv3)  2mi(1+4V3)  27v3
o r34+1 6(1—ei2n/3) 6(%(3—@'\/3)_ 5

INLAMNINGSUPPGIFT 81. Berikna
/ *©  dx

o T8+ 1
INLAMNINGSUPPGIFT 82. Berikna

/°° dx
0 (]._"./11'2)2

Obestamda integraler av trigonometriska
funktioner

Vi ska fortsdtta med att berdkna principalviardet for integraler pa formen

P(z) < P(x) .
Q) cos(mx)dx och /_OO o) sin(max)dx |

dér P och @) ar polynom. For att berdkna dessa integraler sa anvénder vi samma
metod som i féregaende avsnitt. Det man observerar ar att

Re(e") = cost , Im(e") =sint,

/chosm‘” (/ Qimd)
/ a Sm ma)d (/ QW) md)

Konstruktionen med kurvan v = Cr+ Iz kan man anvianda dven hér, och Jordans
lemma hjélper en pa traven:

sa

och
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Lemma 9.2. (Jordans lemma)
Om m >0 och P och @ dr polynom sa att

grad(Q) > 1+ grad(P)

da dr P
lim Plz) e dz =0,
R—oo Jo, Q(2)

dar Cr dar en halvcirkel med radie R.

Bewvis. Parametrisera C'r sa att

P , T
—(Z) e dz = / g(t)dt ,
Cr (Z) 0
dar PR ‘t)
1) = im(Re® 6‘ Ri it‘
7 QR
Vi har att _
’eim(Re”) — emesint'

Fran antagandet i lemmat sa vet vi att det finns en konstant K sa att

P(Re™) K
QRe")| = R
for stora R. Detta ger att
K :
|g(t)| < e—mRsmt_R — Ke—mRsmt.
R
Sa . _
(Z)ezmzdz S K/ €_mRSintdt.
Cr Q(z2) 0

Man kan visa att, och jag uppmanar er att gora det,

/ﬂ- emesintdt < Q
0 mR

[ 5

DA far vi att

T
<K— —0
= mR_> )

da R — oo.
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Ezxempel 91. Vi ska berdkna P.V. f (xfﬁz dx. Satt

fz) = (224 1)2 - (z+ 2)2(,2 —1)2’

sa har f poler i +i. Eftersom
grad((2® +1)?) > 1 + grad(z")

sa kan vi anvinda oss av Jordans lemma, sa

2362,2
_C T dz=0
/CR EFTI i

dér C'r ar en halvcirkel i1 6vre halvplanet. Eftersom i 4r den enda polen i 6vre
halvplanet, sa ger Cauchys residuesats att

[e's] 3 o
P.V. /OO %dm = Im(27i Res(7)).

Om man beréiknar residuen s& far man Res(i) = -, vilket betyder att
* dsinx 1 T
P.V. [ SR dr—Tm (2 - =
/_Oo (22 4+ 1)2 ’ ( - 46) 2e

Ezempel 92. For a > 0 lat oss berdkna

*  cosx
N —(:):2 n a2)2dx.

Eftersom sin z ar en udda funktion sd& kommer

*  sinz
[ wrapt=

Detta ger att
& e > cosx +isinx *®  cosx
(@ a2>2dx = e (22 +a2)? dr = (@ az)de'

¥ iz

() = :
z) = = .
(224 a?)?  (z+41ia)%(z —ia)?
Observera att enda polen f har i 6vre halvplanet &r ia. Lat nu Cgi vara en
halvcirkel kring origo i 6vre halvplanet med radie R, och lat [ vara linjesegmentet

Lat
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fran — R till R. Slutligen lat v = Cr + (g, sa v &r en sluten kurva som innehaller
polen ia. Nu ger Cauchys Residuesats att

/f(z)dz = 2mi Res(f(z),1a).
Vidare sa ser vi att
/f(z)dz = f(z)dz + f(2)dz.
ol Cr IR

Men eftersom graden till polynomet i namnaren i f ar storre an 1 plus graden av
polynomet i tdljaren sa ger Jordans lemma i boken att

lim f(z)dz = 0.

R—o0 Cr

Vidare sa ser vi att

) 00 eiac
o [ 00 = |t

sa vi behover bara berdkna residuen for f enligt ovan. Vi ser att polen ia ar av
ordning 2, sa
Res(f(2),4a) = lim —(z — ia)?f(z) = lim ——— =

2—ia dz z—ia E (Z —+ ia)Q

i (z +1a)? — 2(z + ia)e” i€ (z + ia) — 2€%

li =1 =
zgﬂl (z +ia)* 21_% (z +ia)3

_ —2ae7" =2 e (a+1)

B —i8a3 o d4ad

Lagger vi ihop allting sa far vi att

*®  cosx . . e %a+1)
| e = [ S = 2miRes( ) i0) = ami T =
m(a+1)
2a3e@

INLAMNINGSUPPGIFT 83. Berikna

> xsin(3z)
P.V. ———=dx.
V/_ T dx

[e.9]
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INLAMNINGSUPPGIFT 84. Berikna
* cos(2
P.V./ cos(2z)

Tz — 3

Integraler med singulariteter pa reella axeln

Detta avsnitt handlar om hur man beraknar integraler med singulariteter pa
den reella axeln. Det man gor ar att man ldgger en halvcirkel med godtyckligt
liten radie runt singulariteten och dérefter sa anvinder man Cauchys residuesats.
For att berdkna integralen ldngs denna halvcirkel, eller nagon cirkelbage, kring
en singularitet anvinder man foljande lemma:

Lemma 9.3. Om f har en enkel pol i z = ¢ och T, dr en cirkelbage kring c

definierad genom c 4+ re'?, 0, < 0 < 0,, da gdller att

lim f(2)dz =i(6s — 01) Res(f, c).
T

r—0t

Beuisidé. Eftersom f har en enkel pol sa har den en Laurentserie pa formen

f(z) = Zailc + Z ap(z — c)*
k=0

in nadgon punkterad omgivning till ¢, sig 0 < |z —¢| < R. For 0 <r < R s& ar

d
[ s =an [ S [ e
dar .
o) = ol = o)t
k=0

Da ér g holomorf i en omgivning till ¢ och det finns ett M sa att
lg(t)] < M

for |z — ¢| < Ry. Sa for 0 < r < Ry sa har vi

/ (2

da r — 07. Anvander vi nu parametriseringen av T, s& far vi att

SM(QQ—Ql)TﬁO

lim f(2)dz =i(0s — 01) Res(f, ¢).
T,

r—0t
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INLAMNINGSUPPGIFT 85. Fyll i detaljerna i beviset av lemmat ovan, dvs
skriv ner hela beviset i detaly.

Dessa metoder lar man sig ldttast om man rdaknar lite. Darfor ger jag ett
exempel.

Exempel 93. Lat oss berdkna [ = P. V. f_oooo ZTI dz. Vi har att Jordans lemma ger
0SS
2iz
lim dz = 0.
R—o0 Cr z 1

Vidare sa ger lemmat fran detta avsnitt att
2iz

lim

7‘*>07L S’r y4 + 1

dz = —miRes(—1) ,

dar S, ar en halvcirkel kring singulariteten z = —1. Eftersom
eZiz o
Res(—1) = i 1)- =e
es(—1) zi@1(z+ ) 11 ¢

sa far vi att

I = mie %,

INLAMNINGSUPPGIFT 86. Berikna

o sinx
P.V. d
v /_oo @+ 4@ —1)"

INLAMNINGSUPPGIFT 87. Berikna

< g¢in? g
5 dx.
0 T

Integraler av "flervarda” funktioner

Aven i detta avsnitt sa berdknar vi integraler, fast nu &r integranden en
"Hervard” funktion. Jag tycker att ni ska ga igenom detta avsnitt och rékna nagra
uppgifter. Jag kommer hér bara ga igenom nagra exempel sa jag hoppas det &r
tillrackligt.
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Ezempel 94. Vi ska berikna [;° Wr) g for p,q > 0. Sitt g(z) = =822 Dy

q2+z2 q2+22 .
giller att Re(Log(z)) = In|z|. Da &r Log(z) holomorf pa C\| — oo, 0]. Observera
att g har en enkel pol i 7q. Da ar

-\ In(pg)
Res(g,1q) = —— 4+ —.

(9,iq) 2 1
Observera att vi inte behover nagot belopp pa pg da vi tar den naturliga logarit-
men, eftersom bade p och ¢ ar icke-negativa. Lat 0 < r < ¢ < R och 1at S, vara en
halvcirkel kring origo med godtyckligt liten radie r i 6vre halvplanet, och lat Cg
vara en halvcirkel kring origo med stor radie R. Lat v = Cr+[—R, r|+ S, +[r, R].
Da ger Cauchys residuesats att

mln(pg) 7%

z)dz = 2mi Res(g,1q) = —= + —.
[ o (g.iq) = TP 1 T

/ /R log(p
¢+ 22

som gar mot foo Loggf'z dz d& R — oo och r — 0%1. Vidare har vi att

/ / Log pz B /T Log(—pz) (—d2) = /R Log(pz) +m'dz
R 20T ) ¢+ (=2)? P Pt

som gar mot
<L * 1
/ Sg(p? dz + i / 5 dz
0 q + z 0 q + 22

dd R — oo och r — 0T,
Vi gor nu ett variabelbyte, som ger att

™ Log(Re™) . . /7r In|R| + 0 " InR+m
= —————iRe"df| = 5 agiedl| < ———71R — 0
/cRg /0 @+ R 0 ¢+ R R "

Vi har att

da R — oo. Jag lamnar at er att visa att ‘fs g‘ — 0 dar — 0". Detta ger att

L L &0 1
/ / Log(p2) , / og(p= )dz+ / dz
q +22 0 q2+2 0 q2+22

dd R — oo och r — 0T. S& vi far att

| 25 L & 1
q 2q o ¢ +z o ¢tz

Om vi jamfor real och imaginérdel sa far vi att

/ > In(pz) " 7 In(pq)

¢+ a? 2q

118



och

& 1 d T
ﬁxZQ_'
0o ¢+ q

00 2/3
/ < dx.
o 1+ a2

2/3

Ezempel 95. Vi ska berdkna

Lat f(z) = £ + £ . Vilj grenen for z%/® att vara den positiva real-axeln. Vi ska nu
bilda en sluten kurva v som innehaller f:s enkla poler 4. Lat v, vara linjestycket
fran r till R, ddr 0 < r < 1 < R, pa ovansidan av realaxeln, dvs v;(t) = ¢ dér
r < t < R. Vidare lat Cr vara cirkeln med radie R som &r orienterad moturs
och slutar pa undersidan av real-axeln. Darefter later vi 5 vara linjestycket pa
undersidan real-axeln fran R till r (dvs y2(t) = te*™ for R < t < r), och slutligen
lat C, vara den medurs orienterade cirkeln med radie r (hir dr det forstas inte
nagon cirkel utan en cirkelformad kurva som Cg). For stora R s& kommer v =
v1 + Cr 472 + C,. innehalla polerna +¢. Vi vill anvinda Cauchys Residuesats, och
eftersom polerna ligger innanfoér v sa berdknar vi residuerna i dessa punkter. Vi

far att 23 s "
z 1 e
es(fhi)=lm—= =5 =7

och 2/3 (—i)%/3 '
- i e 1
es(f, —1) = lim — = "— 2 2i

Cauchys Residuesats ger nu att

67ri/3 1 )
[yf(z)dz = 2mi ( 5; + Z) = m(e™3 4+ 1).

Vi borjar med att observera att

R 42/3 oo 42/3
dz = —dt —dt
/mf(z)z / 211 —>/0 211

da r — 0 och R — oo. Vidare si observerar vi att

T 2mi\2/3 00 2/3
/ f / (te ) / 27rzdt 47r/3/ t / dt
R (te2™)2 + 1 0 12+1
da r — 0 och R — oo.
Vi vill alltsa uppskatta ‘fCr f’ och ’fCR f‘. Vi bérjar pa Cg: Eftersom [22+1| >

2|2 — 1 s4 ar

52/3

2241

|Z|2/3 B R2/3
T 2-1 R2-17
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pa Cg. Detta ger, eftersom [(Cr) = 27 R, att

R?321R
/ f(z)] < Q—W —
Cr R2 -1
da R — oo.
Pa C, sa har vi att
52/3 12]2/3 2/3
241 71— |22 1—r2’

pga att [22 + 1| > 1 — |2]?. Detta ger att

/ £(2)
Cr
dar — 0.

Alla utrdkningar ovan ger att

) oo t2/3
lim lim /f(z)dz =(1- 647”/3)/ dt.
gl 0

r2/327y
1—172

<

— 0

r—0 R—oo t24+1

Enligt Cauchys Residuesats sa far vi att

/oo t2/3 J 7T(€7ri/3+1)
0

241 ] — e4ni/3

INLAMNINGSUPPGIFT 88. Berikna

/°° dx
o xl/e(x+1)%

INLAMNINGSUPPGIFT 89. Berikna
o} 2(:1/3

/ AN
0o 241

Argumentprincipen och Rouches sats

Meromorfa funktioner &r holomorfa funktioner med poler. Med dessa sa kan vi
med hjéalp av nollstéllen och poler berdkna en viss typ av integraler. Mer precist
har vi:
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Sats 9.4. (Argumentprincipen)

Lat f: Q — C vara en meromorf funktion, ddr ) dr ett enkelt sammanhdngande
omride i C. Lit v vara en sluten, enkel, positivt orienterad styckvis C'-kurva.
Antag att f saknar poler och nollstdllen pa ~v. Da gadller att

1[G
2mi )., f(2)

dir Np(f) dr summan av ordningen av poler innanfér ~y och No(f) dr summan
av ordningen av nollstallena innanfor .

dz = No(f) = Np(f) ,

Bewvis. Se boken. O]

Denna sats ska vi anvénda till att visa Rouches sats som uttalar sig om noll-
stallen for funktioner.

Sats 9.5. (Rouches sats)
Lat Q C C vara ett enkelt sammanhingande omrade och lat f € O(Q). Antag att

[F(2)] < lg(2)]

pa en enkel, sluten styckvis Ct-kurva v i Q. Dd mdste f och g ha samma antal
nollstallen innanfor v (raknat med multiplicitet).

Beuvis. Sag att g = f + h, dar |h| < |f| pa 7. Detta ger att f # 0 pa . Betrakta
homotopin Fi(z) = F(t,z) = f(z) + th(z), 0 <t < 1, som overfor f till g. Pa v
har vi att

|F2| = [f] = th] = | f] = |n] > 0.

Lat N (t) vara antalet nollstéllen till F} i det inre av . D& ger argumentprincipen

att
1 F/(z)
Nt = %/W F,(2) dz.

Eftersom N ar definierad av en integral av en kontinuerlig funktion, sa maste N
vara kontinuerlig. Vidare sa antar N bara heltalsvirden (den rdknar ju antall).
Dérfor maste N(0) = N(1) vilket betyder att antalet nollstéllen hos Fy = f &r

samma som antalet nollstéllen hos F} = g. O]

Rouches sats sdger att vi kan gora "sma” holomorfa storningar och dven ha
lika manga nollstéllen.

Ezempel 96. Vi ska undersoka hur manga nollstéllen f(z) = 2* + 2 + e * har i
det hogra halvplanet. Lat g(z) = 2% +2 och h(z) = e7*. D4 ér g, h € O(C). Lat
~ vara den slutna kurva som gar i en halvcirkel Cr fran ¢R till —¢R och déarefter
linjen Ig fran iR till —iR. Da géller att

g()| =122 +2[ > 2]’ =2 =R’ -2
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da R® > 2 pa Cg, och

h(2)] = le™*| = <1

pa Cg. Pa linjen [x sa géller att

lg(iy)| = (iy)® + 2] = VS +4 > 2

och
|h(iy)| = le™] = 1.
Alltséa ar |g(z)| > |h(z)| pa 7.

Vi kollar nu p& hur méanga nollstéllen ¢ har innanfor . Loser vi g(z) = 0 s&
ser vi att den har 2 stycken nollstéllen innanfér v om R > 2'/2. Da ger Rouches
sats att ¢ och f har samma antal nollstillen innanfor 4. Eftersom R > 22 #r
godtycklig sa foljer det att f har tva nollstéllen i hogra halvplanet. m

Ezempel 97. Betrakta p(z) = 2> + 32 — 1. Vi pastar att p har alla sina nollstéllen
i B(0,2). Vi ser att p har exakt tre nollstéllen enligt algebrans fundamentalsats.
Léat r(z) = 2 som har alla sina nollstéllen i origo, s& speciellt i B(0,2). Pa
0B(0,2) sa ar |r(z)| = 8. Vidare sa dr ¢(z) = 3z — 1 en liten storning av r(z). Pa
0B(0,2) sa &r
9(2)] = 32— 1] <32+ 1 < |r(2)].

Rouches sats ger att r och p har lika manga nollstéllen i B(0, 2). O
Exempel 98. Lat f € O(B(0,1+¢)), e > 0. Antag att f(0) = 3 och att |f(z)| > 7
da |z| = 1. Vi pastar att f har ett nollstélle i B(0,1). Lat h(z) = —3. Vi har
att |f(z)] > |h(2)| pa 0B(0,1) s& har f och g = f + h lika manga nollstéllen i
B(0,1). Men ¢(0) = f(0) + h(0) = 0 s& f maste ha ett nollstélle i B(0,1). O

INLAMNINGSUPPGIFT 90. Bestim antalet nollstillen i hégra halvplanet
till funktionen f(z) = 2% + 423 — 42% — 42 — 5.

INLAMNINGSUPPGIFT 91. Bestim antalet nollstillen i hégra halvplanet
till funktionen f(z) =2 — 22% + 24 +e7%.

Rouches sats ger i sin tur foljande sats

Sats 9.6. (Oppna avbildningssatsen)
En holomorf, icke-konstant funktion dr dppen, dvs bilden av dppna mdingder dr
oppna.

Bevis. Antag att f € O(Q), dir Q ar ett omrade i C. Tag V' C Q 6ppen. Vi ska
visa att f(V) ar oppen. Eftersom V' &r 6ppen sa finns det en boll B(a,r) C V
dér a € V. Enligt identitetssatsen sa finns det ett r sa att B(a,r) &r en sadan
boll, och sa att om vi definierar

= inf{|f(z) — f(a)| : z € 9B(a,r)}
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sa dr m > 0. Detta &r inget annat &n avstandet fran f(a) till f(0B(a,r)). Tag en
w € B(f(a),m) och sétt g(z) = f(2) — w. Vi ska nu anvéinda Rouches sats:

Sétt go(2) = f(2)— f(a). Denna har minst ett nollstélle i B(a,r). Satt g1(z) =
f(a) — w som da &r konstant. For z € 0B(a,r) ar nu

190(2)| = |f(2) = f(a)| = m > [f(a) — w] = [9:(2)|

och darfér har gy + g1 = ¢ samma antal nollstéllen i B(a,r) som gy, dvs minst
1. Vad betyder nu detta? Jo, for vart godtyckliga val av w € B(f(a),m) sa
finns ett zyp € B(a,7) sa att 0 = g(z9) = f(z0) — w, s& f(z0) = w. Déarfor
ar B(f(a),m) C f(B(a,r)) C f(V), sa f(V) innehaller en boll, sa f(V) é&r
oppen. ]

Foljd 9.7. Lat f vara en holomorf avbildning definierad pa ett omrade 2. Da dr
f(2) ett omrade.

INLAMNINGSUPPGIFT 92. Anvind dppna avbildningssatsen for att visa

MATIMUMPTINCIPEN.

Slutligen sa kan ni ldsa avsnittet om serier sjilva.
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Kapitel 10

Lasanvisningar till kapitel 10

De avsnitt som ingar i detta kapitel dr 10.2.1 (atminstone definitionen av konform
avbildning), 10.2.5 (denna sats har ni sett férrut), 10.2.7 och 10.3.1 — 10.3.5. Jag
kommer hir ga igenom vissa bitar och lamna resten at er sjilva att lasa.

Lat oss introducera sa kallade konforma avbildningar, dvs avbildningar som
bevarar vinklar mellan tva kurvor i en speciell punkt. Detta betyder att om ~;
och 75 moéts i en punkt z, sa &r vinkeln mellan dessa lika med vinkeln mellan
fom och for,ipunkten f(z). Avslutningsvis s bér man kénna till, utan bevis,
foljande sats:

Sats 10.1. (Riemanns avbildildningssats)

Om Q och Q Gr enkelt sammanhdngande omraden som inte Gar lika med C, sd
finns en biholomorf avbildning f: Q — .

Anmdrkning 48. En avbildning f &r biholomorf om den &r holomorf med holo-
morf invers. O

Anmdrkning 49. Kom ihag att detta bara &r en existenssats, sa vi vet inte hur
denna avbildning ser ut! m

Bokens sats séiger att om () C C &r enkelt sammanhéngande sa att £ C sa
finns det en biholomorf avbildning f: @ — B(0,1). Satsen jag formulerade foljer

frén denna, ty om ) och Q #r som ovan si finns det _biholomorfa avbildningar
f:Q — B(0,1) ochf Q—>B(O 1). Dettagerattf Lo f: Q — Q ocksa ér

biholomorf, som ar min formulering av Riemanns avbildningssats.

Mobiusavbildningar

Lat oss borja med nagra exempel pa avbildningar.

e Translation: Detta dr en funktion f(z) = z+¢, ¢ € C. En translation flyttar
ett objekt ¢ "steg”.
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e Rotation: Funktionen f(2) = ¢?z, § € R, roterar ett objekt med 6 radianer
moturs.

e Skalning: f(z) = pz, p € R, p > 0, 6r en skalningsfunktion, sa den formin-
skar eller forstorar objekt. Speciellt har vi att om w = f(z), for wy,ws i
w-planet

jwi —wa| = [f(z1) = f(22)| = |p21 — pzo| = pl21 — 2.

e Affina avbildningar: Detta &r en avbildning péa formen f(z) = az + b. Vi
kan skriva f som en komposition

f=1Jsofaofi
dar f; ar en rotation, fy en skalning, och f3 en translation.

e Inversion: f(z) = % Denna vénder "ut-och-in” pa omraden.

Dessa olika typer av avbildningar ar viktiga for sa kallade Mobiusavbildningar,
sa det ar dags att definiera dessa:

Definition 10.2. £n Mdbiusavbildning dr en funktion f: C — C som definieras
genom

az+b
f(z) = cz+d
ddr a,b,c,d € C med ad — bc # 0.

Anmdarkning 50. Villkoret ad — be # 0 betyder att determinanten

a b
c d
ska vara nollskild. O
Observation 14.
e Om ¢ =0, da &r ad # 0 och
a b
flz) =2+ -

ar en affin avbildning.
e Om ¢ # 0, da har f(z) enpoliz=—2.

e Om a # 0, da har f(2) ett nollstélle i z = —2.
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Anmdrkning 51. Md&biusavbildningar dr konforma avbildningar. O]

Affina avbildningar kan vi betrakta som avbildningar C,, — C,, med co —
0o. Da blir dessa avbildningar bijektiva. Om vi betraktar inversionsavbildningen
som en avbildning C,, — C,, med 0 — 0o och oo +— 0 sa blir &ven denna bijektiv.
Vad héander da om vi betraktar Mobiusavbildningar som avbildningar pa C..? Jo,
de blir ocksa bijektiva, och om ¢ # 0 sa —% > 00 och oo — 2. Vidare sa ges dess

derivata av

a b
c d
f(z) = CEYIE
och f:s invers av
Fiz) = —dz + b'
cz—a
Observation 15. Notera att f~! ocksa dr en Mobiusavbildning med oo + —% och
21— o0. O

Vi har foljande viktiga sats om Mdobiusavbildningar:
Sats 10.3. Lat f vara en Mébiusavbildning. Da gdller att

1. f kan uttryckas som en sammansattning av en dndlig foljd av translationer,
rotationer, skalningar och inversioner.

2. f: Cy — Cy dr bijektiva.
3. f avbildar mdngden {linjer, cirklar} pa sig sjdlv.
Bewvis. Se boken. [l

Slutsats (3) i satsen ovan betyder speciellt att en linje kan avbildas pé en cirkel
och vice versa. For Mobiusavbildningar har vi en annan viktig sats, namligen:

Sats 10.4. (Avbildningsprincipen)

Lit f vara en Mébiusavbildning och It v vara en enkel styckvis Ct-kurva i C.
Da ar C\ vy = Q,UQy en disjunkt union av tva omraden. Vidare sa ar v* = f()
en kurva i Co och C\ ~v* = f(21) U f().

Anmdrkning 52. Rita en bild av avbildningsprincipen. O

Mobiusavbildningar ar tillrdckliga for att avbilda tre valfria punkter pa tre
andra valfria punkter, mer precis har vi

Sats 10.5. Antag att a; € C for j = 1,2,3 dr distinkta punkter och antag dven
att by € C for j = 1,2,3 dar distinkta punkter. Da finns det en Mobiusavbildning

[ sd att f(a;) =b;.
Bewis. Se boken. O
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Anmdrkning 53. Beviset av satsen &r vildigt viktigt, eftersom den beréttar precis
hur Mobiusavbildningen ska se ut. ]

INLAMNINGSUPPGIFT 93. Hitta en Mébiusavbildning spm avbildar 0 pa
1, 1 pd 2 och —1 till 4.

INLAMNINGSUPPGIFT 94. Hitta en Mébiusavbildning som avbildar B(0, 1)
pi {z € C: Re(z) < 0}.

Nu till nagra exempel.

Ezempel 99. Betrakta f(z) = 5. Detta &r en Mobiusavbildning eftersom
1 1
' 1 1 ’:—1—1:—23&0.
Vi har att +1 9
z
= =1 .
/) z—1 z—1

Lat fi(z) = 2z —1, fo(2) = 1, f3(2) = 22 och fy(z) = 2+ 1. D4 ér

f(2) = fao fz0 fao fi(2).

Lat oss kolla hur f avbildar |z| = 1. Forst sa translaterar f; cirkeln. Efter detta
sa blir cirkeln en linje via inversionen. Dérefter sa forlanger vi linjen med f3 och
slutligen sé translaterar vi linjen igen. Allts& avbildar f cirkeln |z| = 1 pa en linje.
Efterso en linje bestdms av tva punkter sa tar vi tva punkter pa enhetscirkeln
och avbildar dessa med f:

i+1

i1

17—

och
-1~ 0.

Den enda linjen som gar genom 0 och ¢ &r Re(z) = 0. Sa bilden av |z| = 1 under
f ar Re(z) = 0.

Lat oss kolla med avbildningsprincipen vart det inre av |z| = 1 och det yttre
hamnar. Tag darfér en punkt innanfor, t.ex. z = 0. Denna avbildas av f till
—1, s& vi drar slutsatsen att allt innanfor cirkeln avbildas till vinstra halvplanet
(Re(z) < 0), och avbildar allt utanfor cirkeln till hgra halvplanet (Re(z) > 0).
(Tag en annan punkt och testal) [

Ezempel 100. Vi ska beskriva bilden av A = {z € C : 0 < Imz < 1} under
avbildningen f(z) = . Eftersom

—i#0

1 —
1 0
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sa ar f en Mobiusavbildning.

For att fa koll pa hur detta omrade avbildas med f ska vi anvinda oss av
argumentprincipen. Problemet &r att vi inte har nagra kurvor att avbilda. Dérfor
kollar vi vad som hénder med Im 2z = 0 och Im 2z = 1.

Vi borjar med Im z = 0. Eftersom f har en pol i z = 0 som ligger pa Im z = 0
sa maste denna linje avbildas pa en linje. En linje bestdams av tva punkter pa

Imz =0, t.ex. z= —1 och z = 1. Dessa ger att
f(=1) =1+
och
f(1)=1—1.

Vi faststéller att f avbildar Im z = 0 pa Re z = 1. For att bestdmma hur Im z > 0
avbildas, sa tar vi en punkt med Imz > 0 och anvinder avbildningsprincipen,
Tag t.ex. z = 4, d& far vi att f(i) = 0, s& vi faststéller att f avbildar Imz > 0
pa Rez < 1. Lat oss nu kolla pa hur f avbildar Im z = 1. Funktionen f saknar
pol pa Imz = 1, dérfor maste Im 2 avbildas pa en cirkel. En cirkel bestdms av
tre punkter. Vi har att

Fl-14i) =51 +i),
f(i) =0

1

f(l+1i) = 5(1—2’)

dar —1 + 7,0 och 1+ ¢ ligger pa Im z = 1. Ur detta far man cirkelns ekvation,
vi far rdkna lite sjilva ocksa, |z — 1/2| = 1/2. Men hur avbildas Im z < 1. Tag
en punkt med Imz < 1, t.ex. ¢/2, sa far vi att f(i/2) = —1, 884 z med Imz < 1
avbildas utanfor cirkeln |z —1/2| = 1/2.

Alla utrdkningar ovan ger att omradet A avbildas via f till

och

{z€eC:Rez< 1, |z2—1/2]>1/2}.

Rita en bild over vad som hander! O
Ezxempel 101. Lat

Lat oss bestdmma f(B(0,1)).
Vi borjar med att konstatera att f ar en Mdbiusavbildning, ty

1 2
1 2 shago
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Eftersom f inte har nagon pol pa |z| = 1 s& kommer denna cirkel avbildas pa en
cirkel. En cirkel bestdms av tre punkter, sa vi far att

f)=3
1
1) = =
f-n=¢
. 4 T
fli) = IERIBE!
Den cirkel som gar genom dessa punkter &r ‘z - %‘ = L. Eftersom f(0) = 2, och
% ligger i B (%, %) sa ger avbildningsprincipen att

fﬁ%OJ))_13<§,g>.

Ezempel 102. Lat D = {z € C: Rez > 2,]z — 1| < 5} och lat f(z) = =2 Lat
oss bestdmma f(D).
Vi borjar med att konstatera att f ar en Mdbiusavbildning, ty

1 =2 .
’ 1 4 |= —4 421 #0.
Det vi maste gora &ar att se vart linjen Rez = 2 och vart cirkeln |z — 1] = 5

avbildas under f. Eftersom det inte finns nagon pol pa Rez = 2 sa kommer
denna linje avbildas pa en cirkel. En cirkel bestams av tre punkter, sa lat oss ta
tre punkter och se vart dessa avbildas:

f(2)=—-1+i
f@+2@——%—%
f(2—2@')—%+%

Den cirkel som gar genom dessa punkter ar ’z — %’ = ‘/75 Vidare, eftersom f(3) =
—3 + 24, som ligger utanfor cirkeln, sa ger avbildningsprincipen att
VD
f{z€C:Rez>2})=1B (%,g) :

Kvar att gora ér att bestdimma vart cirkeln |z — 1| = 5 avbildas. Eftersom f
inte har nagon pol pa denna cirkel sa kommer cirkeln avbildas pa en cirkel. Som
vi vet sa bestdms en cirkel av tre punkter:

£(6) =3 —i
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1 i
4= -4

16 13i

1— ) = — B —

FO=50) =72+ 5%

Den cirkel som gar genom dessa punkter &ar ‘z — ;Z + % = %5. Eftersom f(0) = %
sa ger avbildningsprincipen att

7 3i 5V5)
F(B(1,5)) = B (Z -3 T) |

Lagger vi ihop dessa tva utrakningar sa ser vi att
73 55\ i V5
D)=B|-——,— Bl=-,—|.
/(D) (4 8 8 ) : (2’ 2)

INLAMNINGSUPPGIFT 95. Lit

Bestim f(B(0,1)).

INLAMNINGSUPPGIFT 96. Lit D = {z € C: Rez > 0,]z — 1| < 2} och
lat f(z) = Z=%. Bestim f(D).

z+1

Automorfier och Schwarz lemma

Vi ska studera en speciell typ av avbildningar ett tag, ndmligen sa kallade
automorfier:

Definition 10.6. Lat 2 C C vara ett omrade. En biholomorf avbildning f: ) —
Q kallas for en automorfi. Vi skriver mdangden av automorfier pa Q som Aut(€).

Vi ska speciellt studera Aut(B(0,1)) och Aut(C). For a € B(0, 1) sétt

Z—

#alz) = 1—az

Boken visar att ¢,: B(0,1) — B(0,1) &ar en biholomorf avbildning i avsnitt
10.3.3.1 med invers ¢_,. Man kan till och med visa f6ljande sats:
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Sats 10.7. f € Aut(B(0,1)) om och endast om det finns w,a € B(0,1) sd att
f(2) = w-pa(2).
Bevis. Att f(z) = w-@q(2) dr en automorfi ndmnde ovanfor satsen. A andra sidan,
lat f € Aut(B(0,1)). Sétt b = f(0), och betrakta avbildningen ¢, o f: B(0,1) —
B(0,1). Denna ér da en automorfi av disken. Observera att ¢, o f(0) = 0. Det
finns da ett w € C med |w| =1 s& att g0 f = wz for alla z € B(0,1) (se nedan).
Da géller att

z+ bw™!
w—

1+ bwtz
Alltsd dr f(2) = wp, dir a = —bw™ . O

INLAMNINGSUPPGIFT 97. Lit f: B(0,1) — B(0,1) vara en holomorf
avbildning med f(0) = 0. Da ar f biholomorf om och endast om det finns ett
w € C med |w| =1 sd att f(z) = wz for alla z € B(0,1).

f(2) =@y (w2) = pp(wz) =

Denna inlamningsuppgift séger att de enda biholomorfa avbildningar som

fixerar origo méaste vara en rotation, ty w € C med |w| = 1 precis ar pa formen
if
e”.

Sats 10.8. (Schwarz lemma)
Lat f € O(B(0,1)). Antag att
(a) |f(2)] <1 for alla z.
(b) £(0) = 0.
Da gdller att |f(z)| < |z| och |f(0)] < 1. Vidare om |f(2)| = |z| for nagot

|
nollskilt z eller om | f'(0)| = 1 da dar f en rotation, dvs f(z) = wz for w € C med
lw] =1

Bewvis. Se boken. O]
INLAMNINGSUPPGIFT 98.

(a) Lat f € O(B(0,1)) vara sidan att |f(2)| < M for alla z € B(0,1) och
f(z0) =0, 20 € B(0,1). Visa att

Z— 20

[f() <M

1— 2%,
(b) Lat nu f: B(0,1) — B(0,1) vara holomorf. Visa att
£(2) = fz0)
1 — f(20)f(2)
Det avslutande resultatet karakteriserar automorfierna av C:

Sats 10.9. f € Aut(C) om och endast om f(z) = az+b for a,b € C med a # 0.

Anmdrkning 54. Inget liknande resultat finns om automorfier av C*, n > 1. [

zZ— 20

<

1—250
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