Kapitel 0

Introduktion

Jag ténkte borja med en kort introduktion dér jag kommer férklara hur dessa
lasanvisningar ar upplagda, samt ge nagra tips hur man laser matematik.

Lat mig borja att berdtta om dessa lasanvisningar. De kommer att folja kurs-
boken med inslag av andra exempel samt andra satser och bevis. Detta kommer
att ge er mojligheten att, ibland, se tva olika framstéallningar av kursmaterialet.
I detta material kommer dven inlamningsuppgifter vara inbakade. Materialet &r
utformat péa sadant sitt att ni ska (ganska) latt kunna félja boken och ge er mer
insikt om kursmaterialet.

Boken foérutsétter att ni har ldst och kan elementér méangdlara. Definitioner
av unioner, snitt, komplement och dylikt &r ett maste for att kunna ldsa denna
kurs. Om ni inte har detta farskt i minnet sa bor ni omedelbart kolla upp det.

Hur ska man ldsa en matematikbok? Matematik, som ni redan vet, bestar
av axiom, definitioner, satser och bevis av satser. Nar man ser en definition sa
ska man forst analysera den och se vad som definieras. Darefter ar det lampligt
att forsoka ge ett exempel pa ett objekt som uppfyller villkoren i definitionen.
Dérefter sa kan man forsoka analysera definitionen mera. Vad séger villkoren i
definitionen? Forsok skapa bilder och mer forstaelse.

Efter definitioner sa kommer satser. Nar man for forsta gangen ser en sats
sa bor man forst lasa satsen i lugn och ro, och forsdka forsta all terminologi i
satsen. Sen kan man forsoka forsta vad satsen siger, dvs forsok skapa en bild av
vad satsen sdger. Kan du hitta nagra enkla exempel som uppfyller antagandena
och slutsatserna i satsen? Forsck nu bevisa satsen utan att kolla pa det befintliga
beviset. Darefter ar det dags att ga igenom det befintliga beviset. Da man laser
ett bevis sa ska man anvénda sig av papper och penna. Man skriver upp och gar
igenom varje liten detalj sa att man har verkligen har forstatt beviset. Darefter
sa gar man igenom beviset igen och skriver upp en bevisidé, dvs den roda traden
i beviset. Bevisidén ska vara sadan att man ldtt kan aterskapa hela beviset.

Efter man har gjort allt detta sa kan man boérja fundera pa antagandena i sat-
sen. Kan man ta bort nagot/nagra av antagandena och &nda fa samma slutsats?
Far man en annan slutsats med de nya antagandena? Sadanahéra funderingar



ger en bra forstaelse for satsen och beviset.



Kapitel 1

Lasanvisningar till kapitel 1

Forsta kapitlet bestar storsta delen av saker som ni borde veta, eller atminstone
kénna till litegrann. Jag kommer att ga igenom sa gott som allt som finns i detta
kapitel och ldmna vissa saker som 6vning.

I denna kurs kommer vi studera de komplexa talen C. I en typisk abstrakt
algebra kurs sa far man lira sig att C ar ett exempel pa en kropp (eng. field),
dvs en mangd K med tva bindra operationer + och - som uppfyller att

1.

2.

9.

K ar sluten under + och -.

For varje x € K sa finns det en unik y € Ksa att t +y =y +2x =0
(Additiv invers)

For varje z,y € K sa &r x + y = y + = (Addition d&r kommutativ)

Fér varje x € K sa géller att x +0 = 0 + z = z (Additiv identitet)
For varje © € K sa géller att - 1 =1 -2 = x (Multiplikativ identitet)
- r en associativ opeation, dvs (zy)z = z(yz) for varje x,y,z € K

For varje x,y, z sa géller att z-(y+2) = z-y+z-zoch (x+y)-z =2 24y 2.
(Distributiva lagar)

For varje z € K sa finns det en unik y € Ksaatt v -y =y-2 =1
(Multiplikativ invers)

For varje z,y € K sa géller att -y = y-x. (Multiplikation &r kommutativ)

Andra exempel pa kroppar ar R och Q. Exempel pa ménder som inte ar kroppar
dr N, Z och R\ Q. Ni kan fundera pa varfor detta géller. Kom nu ihag att Alge-
brans Fundamentalsats sdger att varje icke-konstant polynom har ett nollstélle.



Vi kommer skriva méngden av polynom 6ver en kropp K i variabeln x som Klz],
dvs p € K[z] kan skrivas som

N
p(ﬂ?) = Z ajxj )
=0
dar Q; € K.
Ezempel 1. Vi har att ((1+1)2%+ 22+ 3i) € C[z], men denna &r inte ett element
i R[z]. O
Ezempel 2. Vi har att (z* 4+ 3z + 1) € Q[z] C R[z] C Clz]. O

Med notationen ovan sa kan vi skriva Algebrans fundamentalsats som
V p € C|z] icke-konstant Jw € C : p(w) = 0.

En kropp som uppfyller att varje polynom &ver kroppen har ett nollstélle kallas
for en algebraiskt sluten kropp. Alltsa ér C ett exempel pa en algebraisk sluten
kropp, men mer om sant hér kan ni ldsa i en abstrakt algebra kurs.

Avsnitt 1.1.2-1.14

Forsta delen bygger upp en representation av ett komplext tal som ett ordnat
par (x,y) € R? med vissa operationer som addition och multiplikation;

(z,y) + (u,v) :== (z +u,y + v) och (z,y)- (u,v) = (xu — yv,xv + Yu).

Eftersom R #r kommutativ med bade + och - si foljer det omgiende att R?
ar kommutativ med dessa operationer definierade ovan. Man definierar déarefter
i := (0,1) varvid man l4tt hittar en avbildning R*? — C definierad genom

(x,y) — = +iy.

Detta kommer dven hjélpa oss att fa en geometrisk syn pa det komplexa talplanet
senare.

INLAMNINGSUPPGIFT 1. Lit V vara ett reellt vektorrum och lit IV —
V wara en linjir avbildning. Om I? = —1d sd sdiger vi att I dr en komplex
struktur pa V.

(a) Visa att om I dr en komplex struktur pa V' sa dr I bijektiv.

(b) Visa att om I dr en komplex struktur pa V' sd ar ar dim(V') = 2n, dvs V
ar av jamn dimension.



(c) Betrakta R?, som dr ett reellt vektorrum. Definiera i: R*> — R? genom
i(x,y) = (—y,x). Visa att i dr en komplex strukur pd R?. Det giller faktiskt
att R? med denna komplexa struktur precis dr C.

Lat oss nu ga vidare att kolla pa ytterligare en representation av ett komplext
tal, denna gang via ekvivalensrelationer och polynom. Kom ihag att en relation
R pa en mangd X kallas en ekvivalensrelation om

1. xRz for alla x € X (Reflexiv)
2. xRy implicerar att yRx for alla z,y € X (Symmetrisk)
3. xRy och yRz implicerar att xRz for alla x,y, z € X (Transitiv)

Lat nu K € R[z| vara ett polynom med deg(K) = k. Lat P,Q € R[z]. Vi séger
att P ~k @, dvs P och () ar ekvivalenta, om och endast om det finns ett polynom
S € R[z] sa att

P-Q=5 K.

Detta visar sig vara en ekvivalensrelation, se boken for ett bevis av detta. Lat
méngden av ekvivalensklasser vara R[z]/ ~f, och skriv ekvivalensklassen dér P
ligger i som [P]. Definiera nu

[Pl +[Q]:= [P+ ]

och

[P]-[Q] =[P Q]
INLAMNINGSUPPGIFT 2. Visa alt dessa operationer dr vildefinierade.

Lat oss nu utreda vad R[z]/ ~g betyder. Jo, det betyder att vi kvotar bort
allt som har med K (x) att gora, sig att K(z) = = da kommer R[z]/ ~x= R, dér
likhetstecknet ska tolkas som att det finns en linjér avbildning fran R[z]|/ ~f till
R som é&r bijektiv (en sddan avbildning mellan vektorrum kallas for en isomorfi).
Lat oss kolla pa ett annat exempel som kanske belyser detta lite mera:

Exempel 3. Lat r,s € Z. Sdg nu att r ~ s om och endast om det finns ett t € Z
sa att r — s = t - n. Lat oss kolla lite ndrmare da n = 3. Detta betyder att
differensen av tva heltal ska vara en multipel av 3. Sig nu att r = 0. Da dr r ~ s
oms=...,—3,0,3,6,....Omr=1sadrr~soms=...,—5 —21,4,7,...,
ochomr=2sadrr~soms=...,—4,—1,2.5 .... Eftersom dessa tre ek-
vivalensklasser partitionerar Z sa finns det endast tre ekvialensklasser, ndmligen
0], [1] och [2]. Detta betyder att vi kan hitta en bijektiv avbildning fran Z/ ~ till
Zs :={0,1,2} genom att bara avbilda ekvivalensklassen [i] till i € Zs3. Observera
alltsa att da n = 3 sa kvotar vi verkligen bort allt som har med 3 att gora, dvs
att 3 och 0 ar ekvivalenta. O



Lat oss aterga till ekvivalensrelationen ~x da K(zx) = x. Lat nu p(x) =
Zi\;o a;z' vara ett polynom dér a; € R. Att p € R[z]/ ~g betyder, genom
samma argument som i exemplet ovan, att p(z) = ag. Eftersom q¢ € R kan viljas
godtyckligt sa kan vi latt hitta en isomorfi fran R[z]/ ~f till R genom att avbilda
helt enkelt ag pa sig sjalv.

Betrakta nu ekvivalensrelationen ovan med K (z) = 1 + 22. D& ar 22 = —1
i R[z]/ ~k. Vidare sa dr oF = (—=1)%2*™°42 dédr Iy neas = 0, l1mods = O,
lomoas = 1 och I3 004 = 1. Detta betyder att man endast kan fa polynom pa
formen a + bz 1 R[z]/ ~, och det visar sig, se boken, att a + bx € R[z]/ ~x kan
identifieras med det komplexa talet a 4 bi, som ger ytterligare en representation
av ett komplext tal.

INLAMNINGSUPPGIFT 3. Betrakta matrisen

e

ddr a,b € R. Visa att matriser pa denna form kan identifieras med komplexa tal.

Avsnitt 1.2

Som vi sag forrut sa kan varje komplext tal z = x+iy identifieras med vektorn
z = (z,y) € R% En vektor har en lingd och en riktning, s4 Pythagoras sats ger
att langden av vektorn z, som vi skriver som |z|, precis ar y/x2 + y2. Observera
att | - | &r en funktion C — [0, 00[ som helt enkelt méter avstandet fran z till
origo.

INLAMNINGSUPPGIFT 4. Kom ihdg att en relation R pé en mingd X
kallas en partiell ordning om

1. xRz for alla x € X (Reflexiv)
2. xRy och yRx implicerar att x =y for alla x,y € X (Antisymmetrisk)
3. xRy och yRz implicerar att xRz for alla x,y,z € X (Transitiv)

Visa att C inte kan partiellt ordnas, dvs att det inte finns en partiell ordning pd
C. (Ledning: Betrakta i och —i)

Ovningen ovan ger att vi inte kan jaimfora tva komplexa tal, dvs vi kan inte
sdga att z > w eller tviartom. Daremot sa ar det fullstandigt korrekt att skriva
2| = Jwl.



Anmdarkning 1. Hadanefter da vi skriver att z > w sa ar det underforstatt att

z,w € R. L]
Absolutbeloppet | - | ska alltsa tolkas som ett avstand, och senare (i avsnitt
1.3) sé ska vi se att d(z,w) := |z — w| 4r en metrik, som &r en avstandsfunkton,

pa C. Har betyder d(z,w) alltsa avstandet fran z till w. Nagra viktiga egenskaper
som absolubeloppet uppfyller ar

1. 2z = |z
2. 2] = I7]
3. o] = J2lful

Lat oss nu se pa ytterligare en representation av komplexa tal. Betrakta en-
hetscirkeln
Sti={(z,y) eR*: 2 +¢* = 1}.
P4 S! si kan vi skriva @ = cosf och y = sin fér nagot #. Om vi nu identifierar
(z,y) € S* med z + iy € C s far vi att cos @ + isin 6, och enligt trigonometriska

ettan sa ar
|cos@ +isinf| = Vcos?0 +sin6 = /1 = 1.

Alltsé cos @ + isin @ &r en enhetsvektor med riktning #. Betrakta nu z = z + iy.
Eftersom detta ar en vektor sa har denna en riktning. Denna riktning kallas for
argumentet for z och skrivs arg(z). Eftersom |z| ar langden pa vektorn z sa far
vi att

z=1x+1iy = |z|(cosf + isinf) ,
dar 6 = arg(z). Da vi skriver ett komplext tal pa sddant sitt sa sdger vi att vi
har skrivet det pa polir form.

Anmirkning 2. Egentligen sa brukar man séiga att z = |z|e” dr den polira formen
for ett komplext tal, men denna representation kommer vi se pa senare. O]

Eftersom cos# och sin@ har en period med 27 s& kommer arg(z) vara en
méangd!!! Mer precist sa &ar

arg(z) = {0 : |z|(cos O +isinf) = z}.

Observera att det jag skrev ovan (6 = arg(z)) ar inte helt och héllet korrekt, utan
en béttre notation dr da att 6 € arg(z). Ett annat sétt att skriva argumentet pa
ar

arg(z) ={0+2rk: k€ Z},
dar 0 ar vinkeln mellan vektorn z och realaxeln.

Ezempel 4. Lat z =14 1. Da ar
arg(z) = {r/4 + 27k : k € Z}.



Hoppas detta synsétt inte forvirrar alltfor mycket. Lat oss forvirra lite mera:
Om z € C och om vi har berdknat méngden arg(z), sd kan vi forstas vilja att
restringera denna mangd till ett halvoppet intervall istéllet, av langd t.ex 27. Da
man gor en sadan restriktion, sa kommer det for alla z € C finnas ett unikt 6
sa att arg(z) = 0. Ett val av ett sddant intervall, och observera att det verkligen
ar ett val man gor, brukar man kalla en gren av arg(z). Den speciella grenen
| — m, w] kallas for principalgrenen och da vi kollar pa denna gren s& brukar vi
skriva arg(z) som Arg(z), dér det versala A:et &ar viktigt. Da brukar vi kalla Arg
for principalargumentet. Med detta i bagaget sa har vi att

z = |z|(cosf +isind) ,

dér 0 = Arg(z). (Observera att hir dr det korrekt att skriva 6 = Arg(z)).

Avsnitt 1.3

Detta avsnitt ar viktigt att forsta for att fa béattre forstaelse for topologiska
argument som kommer goras senare i specialfallet C. Har kommer vi studera mer
abstrakta objekt &n C, namligen sa kallade metriska rum. Lat oss borja med en
definition:

Definition 1.1. Ldt X # () vara en mdingd. Lit d: X x X — R vara en funktion
som uppfyller att

1. d(xz,y) >0 for alla x,y € X (Positiv)
2. d(z,y) =0 om och endast om x =y for alla x,y € X (Definit)
3. d(z,y) = d(y,z) for alla z,y € X (Symmetrisk)

d(z,z) <d(z,y) +d(y, z) for alla x,y,z € X (Triangelolikheten)

Vi kallar d for en metrik pd X och paret (X, d) kallar vi for ett metriskt rum.

Anmdrkning 3. Da metriken d ar underférstadd sa séger vi bara att X ar ett
metriskt rum. O

En metrik ska uppfattas som en avstandsfunktion, som helt enkelt méater
avstandet mellan punkter i rummet X. (Vi kallar element i det metriska rummet
X for punkter). Lat oss nu kolla pa nagra exempel:



Ezempel 5. Betrakta C, och definiera d: C x C — R genom d(z,w) = |z —w|. Lat
oss verifera att detta verkligen blir en metrik pa C. Eftersom |- |: C — [0, 00|, sa
dr forsta punkten i definitionen klar. Lat oss nu betrakta (2) i definitionen ovan.
Antag att d(z,w) = 0, dvs att |z —w| = 0, som helt enkelt betyder, om z = x +iy

och w = u + v, att
V=P + =P =0,

Men detta dr samma sak som att (z — u)? + (y — v)? = 0. Men summan av tva
kvadrater dr noll om och endast om bada termerna &r noll, dvs att x —u = 0 och
y — v = 0. Detta betyder att z = w, vilket visar (2). Vidare sa &r

d(z,w) = |z —w| = [(=1)(w = 2)| = | = Hjw = 2| = [w - z[ = d(w, 2) ,

sa d ar symmetrisk. Slutligen sa ska vi se att d uppfyller triangelolikheten. For
att se det sd maste man veta att |z+w| < |z|+|w]|, och ett bevis av detta faktum
kan ni hitta i boken pa sidan 8. Detta ger att

d(z,a) =|z—a|=|(z —w) + (w—a)| < |z —w|+ |w—a| =d(z,w) + d(w,a) ,

som visar att d dr en metrik pa d. Denna metrik brukas kallas for den Euklidiska
metriken pa C. O

Man kan dven definiera fler metriker pa C, och det &r precis detta nésta
inldmningsuppgift handlar om:

INLAMNINGSUPPGIFT 5. Betrakta C och lit z = x + iy och w = u + iv.

(a) Definiera d(z,w) = 15;‘1)‘. Visa att (C,d) blir ett metriskt rum.

(b) Definiera d(z,w) = |x — u| + |y — v|. Visa att (C,d) blir ett metriskt rum.

(¢) Definiera d(z,w) = max(|x — u|, |y — v|). Visa att (C,d) blir ett metriskt
rum.

I uppgiften ovan sa rekommenderar jag dven att ni jamfor de olika metrikerna
samt med den Euklidiska metriken pa C. Ett annat viktigt exempel ar

Ezxempel 6. Lat X # () vara en méngd och definiera d: X x X — {0,1} genom

] 0 omz=y
dto) = § oy

Lat oss se att detta blir en metrik pa X. Det &r klart att d(z,y) > 0 och om
d(z,y) = 0 s& betyder det per definition att x = y. Det ar dven klart att d ar
symmetrisk. Slutligen sa maste vi se om triangelolikheten géller. Vi har att om
d(x,z) = 0 sd maste v = z, sa d(z,y) + d(y,z) > 0 for alla z,y,2 € X, ty om
y=x=zsdéard(xz,y)+d(y,z) =0ochomy #z = zsdérd(x,y)+d(y,z) = 2.
Om istéllet d(z,z) = 1 sa dr x # 2. Da maste vi betraktra nagra olika fall:
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Fall 1: y =z # 2z, da ar d(z,y) + d(y, 2)
Fall 2: y = z # x, da ar d(z,y) + d(y, 2)
Fall 3: y # « # 2, da ar d(z,y) + d(y, z) = 2.

Utrékningarna ovan visar att d uppfyller triangelolikheten. Alltsa ar (X, d) ett
metriskt rum. Metriken d brukar kallas for den diskreta metriken. O

=1,
=1,

For att kunna gora nagon analys overhuvudtaget sa maste man veta vad
en Oppen méngd dr. Storre delen av analysen och dess satser bygger pa 6ppna
mangder och andra topologiska begrepp. Vi ska nu ga igenom nagra av de topol-
ogiska begrepp som vi kommer behoéva framgent. Min terminologi kan skilja sig
en del fran bokens, och jag kommer att géra de topologiska begreppen i metriska
rum istéllet for att endast betrakta C med den Euklidiska metriken som boken
gor. Jag kommer att géra anmérkningar dér/om det skiljer sig allt for mycket.

Lat nu (X,d) vara ett metriskt rum. Vi definierar den &ppna bollen kring
x € X med radie r > 0 genom

B(z,r):={ye X :d(z,y) <r}.
Observera att da X = C och d(z,w) = |z — w| sa &r
B(z,r) ={weC: |z —w| <r}.

Detta dr da en disk kring z med radie r, och brukas skrivas som D(z,r). Jag
kommer bade anvianda terminologin boll och disk da vi pratar om C. Lat nu X
vara ett generellt metriskt rum igen. Vi sdger att en mangd U C X &r Oppen
om for varje z € U sa finns det ett r > 0 s& att B(z,r) C U. Den 6ppna bollen
ar aven oppen:

Lemma 1.2. B(x,r) C X dr dppen.

Bevis. Laty € B(x,r). Dadrd(z,y) < r,ségatt d(z,y) = s. Daédry € B(y,r—s)
och B(y,r —s) C B(z,r), ty om z € B(y,r — s) sa &r

d(z,2) <d(z,y)+d(y,z) <s+r—s=r.
[

INLAMNINGSUPPGIFT 6. Vad dr en dppen boll i ett metriskt rum med
den diskreta metriken.

INLAMNINGSUPPGIFT 7. Vad dr en éppen boll med radie 1 i de metriska
rummen i inldimningsuppgift 5.

Ezempel 7. Betrakta R med metriken d(x,y) = |z — y|. Vi ska visa att varje
intervall pa formen I =|a,b[ dr 6ppet. Tag x € I. Da 4r a < x < b. Lat r =
min{z — a,b — x}. Da ar B(z,r) C I, si I ar 6ppen. ]
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Ezempel 8. Betrakta R med metriken d(z,y) = |z — y|. Vi ska visa att varje
intervall pa formen I = [a,b] inte &r Oppet. Tag a = x € I och tag godtycklig
r > 0. Betrakta y = a — /2. Da &r y € B(a,r), men y ¢ I. Vi har alltsa hittat
en punkt x € I sa att for varje r > 0 finns en punkt y € B(z,r) sd att y ¢ I. [

I boken finns det flera exempel pa méangder som ar 6ppna, kolla pa dessa och
gor alla detaljer.

Proposition 1.3. Lt (X, d) vara ett metriskt rum. Dd galler

1. Andliga snitt av 6ppna mingder dr dppna.
2. Godtyckliga unioner av éppna mdngder dr oppna.

3. 0 och X dr oppna.

Bevis. Beviset av (1) &r precis samma som star i boken.

(2): Lat V' = U, ey Ua, dér U, édr 6ppna. Lat nu # € V. Da ar = € U, for
nagot a € A. Da finns det ett r > 0 sa att B(z,r) C U,, ty U, ar 6ppen. Men
da ar B(x,r) C V, s4 V ar oppen.

(3): Att ) och X &r 6ppna ar klart. O

Foljd 1.4. En mdangd U C X ar oppen om och endast om U dr en union av
oppna bollar.

INLAMNINGSUPPGIFT 8. Visa foljden ovan.

Definition 1.5. Lat U C X wvara en mdngd. En punkt x € U sdgs vara en inre
punkt till U om det finns en boll B(x,r) som ligger helt inne i U. Lat U° vara
mangden av inre punkter till U.

Observera att U° C U, och de inre punkterna karakteriserar de 6ppna méangder-
na enligt foljande proposition:

Proposition 1.6. U C X ar oppen om och endast om U° = U.

Bewvis. Borja antag att U° = U. Da ar det klart att U &ar oppen, ty varje punkt
x € U° = U har en boll B(z,r) som ligger helt inne i U° = U.

A andra sidan, antag att U ar oppen. Vi vet att U° C U, sa vi maste visa att
U C U°. Tag nu x € U. Eftersom U &r 6ppen sa finns det en boll kring x som
ligger helt inne i U, sa x € U°, dvs U C U°. O]

En annan viktig del av analysen &r foljder och konvergens. Konvergens ger
aven upphov till 6ppna méangder, men detta far ni lara er i en annan kurs. Har
boérjar vi med definitionen av en f6ljd. En f6ljd i en méngd X &r en avbildning
fran N till X. Om f(n) = x, &r en f6ljd i X s& kommer vi ofta skriva {x,}>2,
da vi talar om f6ljden, dvs vi man talar om bilden av avbildningen och inte om
foljden sjélv. Vidare, om f: N — X &r en f6ljd och ¢g: N — N &r strikt vixande,
dvs g(n) < g(m) sa fort n < m, si séger vi att f o g ar en delf6ljd till f, som vi
skriver ibland som x4, eller z,, .
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Ezxempel 9. Lat {z,}°, C X vara en {6ljd i ett metriskt rum. D& &r {xq,}°,
och {zg,41}02, delfdljder till {x,}22 . O

Definition 1.7. Ldit {x,}5°, C X vara en foljd i ett metriskt rum. Vi sdger att
x, konvergerar mot x, som vi skriver som x, — x, om d(x,,z) — 0 dd n — oo.

Skriver vi om denna definition litegrann, sa séger vi att x, — x om det for
alla € > 0 finns ett m > 0 sé att d(x,,x) < ¢ for alla n > m. Sa, en foljd {x,}>2,
konvergerar mot en punkt x om foljden forr eller senare ligger godtyckligt nara
x.

Betrakta nu C med den Euklidiska metriken. Da kommer en 5ljd {z,}22,
konvergera mot en punkt z om |z, — z| — 0 dd n — oo. I boken kan ni &ven ldsa
att z, = r, + 1y, — 2 = + iy i C om och endast om =, — x och y, — y i R.
Vidare sa har man att om z, — z sa &r |z,| — |z| och Z,, — Z.

Exempel 10. Betrakta foljden {2"/n! 4 in/2"}2, i C med Euklidisk metrik. Det
ar klart att denna f6ljd konvergerar mot 0. O]

Ezempel 11. Betrakta foljden {n'/™ + ib"}2, for |b| < 1, i C med Euklidisk
metrik. Eftersom n'/” — 1 och b™ — 0 sa far vi att foljden gar mot 1. ]

Ezempel 12. Betrakta foljden {a'/™ +isin1/n}>%,, for a > 0, i C med Euklidisk
metrik. Eftersom a'/™ — 1 och 1/n — 0 sa far vi att foljden gar mot 1. O

INLAMNINGSUPPGIFT 9. Antag att {z,}°%, dr en foljd i ett metriskt rum

X. Antag att x,, — x. Visa att varje delfoljd till {x,,}5°, konvergerar mot x.

Proposition 1.8. Grinsvdrden dr unika i metriska rum, dvs om {x,}5°, dr en
folgd v ett metriskt rum och x, — x och x, — y da dr x =y.

Bewvis. Vi har att

Eftersom hogerledet gar mot 0 da n — oo sa foljer det att d(z,y) = 0. Men detta
betyder att x = y. O

Definition 1.9. Ldt {z,}°, C X vara en foljd i ett metriskt rum. Vi sdger att
{z,}2, dr Cauchy om det for varje € > 0 finns ett N > 0 sa att d(x,, xy,) < €
for alla n,m > N.

Ett annat sitt att se denna definition pa &r att {x,}>°, dr Cauchy om
d(zp, ) — 0 dan,m — oo.

Proposition 1.10. Varje konvergent foljd dr Cauchy.

Bevis. Antag att x,, — x. Da giller att
d(xp, Tm) < d(zp,z) + d(x,2,) — 0

da n,m — oo, ty d(x,,x) — 0 och d(x,x,,) — 0. O

12



Om varje Cauchyfoljd konvergerar sa sidger vi att det metriska rummet ar
fullstindigt, dvs om konvergenta foljder och Cauchyfoljder &r samma sak. Ett
exempel pa ett fullstindigt metriskt rum &r C. Konvergens ar viktigt, som jag
har ndmnt tidigare, inom analysen, sa forsok att fa en bra forstaelse for detta.
Ibland &r det bra att kunna jamfora konvergenser i olika metriker. Till exempel
om man vill avgéra om ett metriskt rum ar fullstdndigt i en metrik eller inte sa
behéver man bara hitta tva metriker som dr ekvivalenta (se nedan) och visa att
det metriska rummet &r fullstdndigt i den ena metriken. Om (X, d;) och (X, ds)
ar metriska rum, sa séger vi att d; och dy ar ekvivalenta om det finns konstanter
C1,Co Z 0 sa att

crdy (v, y < dy(r,y) < cody(,y)

for alla z,y € X.

INLAMNINGSUPPGIFT 10. Lit d; och dy vara ekvivalenta metriker, och
lat {x,}52, vara en foljd. Visa att om {x,} konvegerar i di-metriken s konveg-
erar den aven i dy-metriken. Visa dven att vara ekvivalenta metriker dr en ekvi-
valensrelation. Visa dven att ekvivalenta metriker ger upphov till samma oppna
mangder.

Nu till det som ar motsatsen till 6ppna méangder, sa kallade slutna méangder. Vi
sdger att en mangd S C X &r sluten och S¢ ar 6ppen. Har ar S¢ komplementet
till S, dvs X \ S := {x € X : z ¢ S}. Det foljer direkt fran Proposition 1.3 att
) = X¢ och X = (¢ ar slutna méngder.

Proposition 1.11. Lit (X, d) vara ett metriskt rum. Da dr
1. Andliga unioner av slutna méngder dr slutna.

1. Godtyckliga snitt av slutna mdngder dr slutna.

Bevis. (1): Lat Sy, ..., S, vara slutna. Da ar

(U Sj> =55
j=1 j=1

Eftersom S dr 6ppna sé foljer det fran Proposition 1.3 att U?:1 S; ar sluten.
(2): Lat S, vara slutna diar o € A. Da ar

(0e)-ys

a€A acA

som ar 6ppen enligt Proposition 1.3, s& [, 4 Sa r sluten. [l

a€cA

Lat oss dven se ett pa ett annat sédtt som sdger om en méangd ar sluten eller
ej. Vi borjar med en definition.
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Definition 1.12. Lat S C X wvara en mdangd i ett metriskt rum. Vi sdger att
x dr en hopningspunkt till S om varje boll B(x,r) innehdller oindligt mdanga
punkter ¢ S.

Anmdrkning 4. Borja med att komma ihag att om X och Y ar méangder sa
definierar vi

card(X) < card(Y) , card(X) = card(Y) , card(X) > card(Y)

att betyda att det finns en funktion f: X — Y som ér injektiv, bijektiv respektive
surjektiv. Man séger att en méngd X &r uppriknelig om card(X) < card(N).
Vi séger att en méngd X ar dndlig om card(X) = {1,--- ,n} for nagot n. En
mangd som ar uppréiknelig men inte édndlig sdgs vara oandlig. O]

Hopningspunkter karakteriserar slutna méangder:

Proposition 1.13. En mdngd S dr sluten om och endast om den innehaller alla
dess hopningspunkter.

Bewis. Ett bevis hittar ni i boken. O

Lat nu S C X vara en méngd. Vi definierar S att vara det slutna holjet till
S genom B
S = S U {hopningspunkter}.

Det é#r klart att S C S.
Foljd 1.14. S C X dr sluten om och endast om S = S.
INLAMNINGSUPPGIFT 11. Visa foljden ovan.

Proposition 1.15. Lat X wvara ett metriskt rum, lat S C X och lat x € S. Da
ar foljande ekvivalent:

l.zes.
2. B(x,r)NS #0 for allar > 0.
3. Det finns en foljd {x,}5°, C S som konvergerar mot x.

Bevis. Viborjar med att visa att (2) implicerar (1). Antag, for en motségelse, att
B(z,r)NS = (. Da ar B(z, )¢ en sluten méngd som innehaller S, ty (B(z,r)%)¢ =
B(x,r) & 6ppen, men x ¢ S, si x ¢ S. Detta ger motsiigelsen, sa x € S. Lat oss
nu visa (1) implicerar (2). Antag fér en motsigelse att = ¢ S. Eftersom (S)¢ ér
oppen sa finns det en boll sa att B(x,r) C (S5)° C S Detta ir en motsiigelse, s
B(z,r)N S #0.

Antag nu att B(xz,r)NS # (). For varje n € N sé finns det ett x,, € B(z,1/n)N
S sa att z, — x, ty

d(xp,x) <1/n—0
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da n — oo. A andra sidan, antag att B(z,7) NS = 0. Da giller for alla y € S att
d(x,y) >r.
Detta betyder att inget f6ljd i S kan konvergera mot z, vilket avslutar beviset. [

Lat oss stanna upp ett tag. Denna proposition ger oss ett satt att visa att
en méingd S &r sluten. Man gor sa hér: Antag att {x,}22, C S &r en foljd sa
att x, — x ¢ S. Om man visar att x € S sd ger propositionen att z ar en
hopningspunkt, sa S innehaller alla sina hopningspunkter, dvs S &r sluten.

INLAMNINGSUPPGIFT 12. Visa att en sluten mingd till ett fullstindigt
metriskt rum dar fullstindigt, och visa att om en delmdngd till ett metriskt rum
ar fullstindigt sa dr den sluten.

Dax att infora ett nytt topologiskt begrepp. Lat S vara en méngd i ett metriskt
rum X. Vi séger att x &r en randpunkt till S om z € S\ S°. Méngden av
randpunkter till S skriver vi som 0S.

Exempel 13. Betrakta C med den Euklidiska metriken. Lat
A(z,r,m) ={w e C:r < |z —w| <rg}
vara en annulus med inre radie r; och yttre radie r5. Da ar
0A(z,r1,re) ={weC: |z —w|=r}U{weC:|z—w| =r}.
[
INLAMNINGSUPPGIFT 13. Lit S vara en mdingd i ett metriskt rum X.

Maste OS vara sluten eller éppen, eller kanske bade dppen och sluten eller varken
oppen eller sluten? Red ut detta. Dédr du inte kan bevisa pastaendet ge motexempel.

Vi har nu bara nagra topologiska begrepp kvar att ga igenom. Vi séger att en
méangd S C X &r begrénsad om det finns en boll B(z,r) s& att B(z,r) D S for
alla z € S. Definiera diametern for S genom

diam(S) := sup d(z,y).

z,yeS
Det ar litt att se att S &r begrédnsad om och endast om diam(S) < oo.

INLAMNINGSUPPGIFT 14. Betrakta C med den Euklidiska metriken. Visa
att varje andlig mangd dr begransad.

Boken infoér darefter kompakthet genom att siga att varje foljd ska ha en
konvergent delfoljd. Vi ska gora det pa ett annat sitt, som ocksa star i boken, och
boken visar att dessa tva definitioner &r ekvivalenta. Lat {U,}aca vara en familj
av 6ppna méngder. Vi siger att {Us,}aca tdcker en méngd S om S C |J ey Ua-
Man séger att {U,}aca ar en 6ppen 6vertidckning av S. Vidare, om B C A och
S C Uyep Us sa siger vi att {U, }aep ér en deldvertidckning av S.
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Definition 1.16. En mdangd K C X dr kompakt om varje oppen overtickning
har en dndlig delovertickning, dvs att det racker med ett dndligt antal oppna
mangder for att ticka K.

En méngd K C X sédgs vara totalt begrinsad om for varje ¢ > 0 finns
andligt antal bollar med radie € som tacker K.

INLAMNINGSUPPGIFT 15. Visa att varje totalt begrinsad mdngd ar be-
gransad. Visa att om K dr totalt begransad sa dr ocksa K totalt begrinsad.

Nu kan vi karakterisera kompakthet.
Sats 1.17. Om K dr en mdngd @ ett metriskt rum X sa dr foljande ekvivalent:

1. K dr kompakt.

2. Varje foljd i K har en konvergent delfoljd som konvergerar till en punkt i
K.

3. K dr fullstindigt och totalt begrinsad.

Bevis. Vi ska visa att (2) dr ekvivalent med (3), och sen visa att (2) och (3)
implicerar (1) och slutligen att (1) implicerar (2). Vi borjar med att anta att (3)
galler. Lat {x,}52, vara en foljd i K. Eftersom K &r totalt begrdnsad sa kan
vi tdcka K med ett dndligt antal bollar med radie 1/2, och atminstone en av
dem maste innehalla x,, for odndligt manga n, sig z, € By for n € N;. Nu kan
K N B; tickas med ett dndligt antal bollar med radie (1/2)?, och Atminstone en
av dem maste innehalla z,, for odndligt manga n € Ny, sig x,, € By for n € Ns.
Fortsitt nu pa detta vis, varvid vi far en f5ljd av bollar med radie (1/2)7, dvs
med avtagande radie, och en avtagande féljd N; C N, dvs Ny D Ny D ---, och
x, € Bjforn € N;. Valjnun; € Ni,ng € Ny, ..., sdatt ny <mng < ---. Betrakta
nu {z,, 152;. Da dr
d(xnjv Tny) < (1/2)1_j

fér & > j. Lat nu k,j — oo, varvid d(z,;,,,) — 0, sa {z,,}32, dr Cauchy.
Eftersom K ar fullstindigt sa kommer denna delfoljd konvergera till en punkt i
K, varvid vi har kommit fram till (2).

Vi ska nu visa att (2) implicerar (3). Vi ska visa att om nagot av villkoren i
(3) inte &r uppfylld sa kommer inte (2) gélla. Vi borjar med att anta att K inte
ar fullstdndigt. Da finns det en Cauchyfoljd {x,}>°, C K som inte konvergerar.
Ingen delfoljd till denna Cauchyfoljd kan inte heller konvergera i K for annars
skulle foljden konvergera mot samma sak. Antag nu istédllet att K inte &r totalt
begransad. Da finns det ett ¢ > 0 sa att K inte kan téckas med ett dndligt antal
bollar med radie €. Valj nu z,, € K induktivt pa foljande séitt: Borja med en
godtycklig z; € K. Da man har valt x1,...,z, Vilj z,.1 € K \Uj_, B(7;,¢). Da
kommer

d(xp, xm) > €
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for alla n och m, s& {x, }°°; har ingen konvergent delfoljd, vilket visar pastaendet.

Vi ska nu visa att (2) och (3) implicerar (1). Det ar tillrdckligt att visa att
om (2) géller och {V, }4ea ér en 6ppen overtdckning av K, sa finns det ett € > 0
sa att varje boll med radie € som skidr K &r innehallen i nagon V,, for K kan
tackas med ett dndligt antal sddana bollar enligt (3). Antag for en motségelse att
for varje n € N finns en boll B,, med radie (1/2)" s& att B, N K # () och B,, ar
innehallen i ingen V. Vélj nu z,, € B,, N K, varvid vi far en f6ljd {z,}>> ;. Enligt
(2) sa har denna f6ljd en delféljd som konvergerar till nagon punkt z € K. Vi
har att x € V,, for nagot «, ty V,:orna técker K. Vidare eftersom V,, &r 6ppen sa
finns det ett € > 0 sa att B(z,e) C V,. For n stort nog sa att (1/2)" < ¢/3 sa
galler

d(z,,x) < e/3.

Detta betyder att B, C B(x,¢) C V,, som motséger valet av B,,. Detta avslutar
denna implikation.

Slutligen sa ska vi visa att (1) implicerar (2). Antag att {z,, }7° dr en f6ljd i K
med ingen konvergent delf6ljd. Da finns det for varje z € K en boll B, centrerad
kring  som innehaller x, for endast dndligt manga n, for annars skulle nagon
delfoljd konvergera mot x. D& ar { B, }.cx en oppen 6vertdckning av K, men den
har ingen éndlig delovertackning. ]

Anmdrkning 5. Jamfor satsen ovan med bokens framstéllning, och kolla om ni
hittar skillnader/likheter. O

D4 vi talar om det metriska rummet C med den Euklidiska metriken sa har
man ytterligare en karakterisering av kompakthet, namligen

Sats 1.18. (Heine-Borels sats)
K C C ar kompakt om och endast om K dr sluten och begrdinsad.

Bewvis. Se boken for ett bevis. O]

Anmdrkning 6. Om K &r en kompakt i nagot R"™ sa géller &ven Heine-Borels
sats. 0

INLAMNINGSUPPGIFT 16. Lit K vara en kompakt i ett metriskt rum X.
Vad gdller da? Har man motsvarigheten till Heine-Borels sats ovan, eller gdller
bara en implikation, eller kanske ingen. Utred och ge eventuella motexempel.

Avsnitt 1.4

Detta avsnitt borjar lite latt med definitionen av funktioner/avbildningar och
vad det betyder att en funktion &r injektiv och surjekiv. Dessa faktum &r jag
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sidker pa att ni redan vet sa jag lamnar detta till er att ldsa i boken. Darefter, i
avsnitt 1.4.1.6 s& tar man upp den sa kallade Riemannytan till funktionen +/z.
Riemannytor &ar ett komplext omrade som ni kan ldsa en hel kurs om pa dok-
torandniva, sa darfor laimnar jag detta och lamnar det 6ppet for den intresserade
lasaren att lasa detta avsnitt sjalv.

Nu till nagot helt nytt for de flesta, ndmligen den sa kallade Riemannsféren,
(som ocksa dr en Riemannyta). Den sa kallade Riemannsfaren &r inget annat
an det komplexa talplanet C med en extra punkt som vi har format en sfir av
(Egentligen sa dr detta nagot topologiskt som kallas enpunkts-kompaktifiering).
Den punkten som vi ldgger till &r oo, och denna punkt later vi vara nordpolen
pa sfiaren. Vi identifierar denna sfar med enhetssfiaren, dvs den med radie 1, och
det ar enhetssfiren som vi brukar kalla Riemannsfaren. Vi kommer beteckna
det utvidgade komplexa talplanet med C,, = C U {o0}. I C har vi foljande
rakneregler:

® 2+ 00 =00
® 200 =00
® 00 +00 =00
® 0000 =00
° é:()

Den stereografiska projektionen anvénder vi for att identifiera punkter pa
Riemannsfaren med punkter i planet. Den fungerar pa foljande vis:

e Lat Riemannsfiaren sta med sydpolen i origo i C.

e Tag en punkt p pa Riemannsfiren.

e Drag en rét linje genom nordpolen(N) och p.

e Den punkt som linjen skir C, dr vardet for den stereografiska projektionen.

Observera att nordpolen och oo € C,, avbildas pa varandra via den stere-
ografiska projektionen.

Det forsta exemplet i detta avsnitt ar véldigt viktigt, och beskriver den inversa
stereografiska projektionen i koordinater. Hér ar en genomgang av exemplet:

Exempel 14. Lat z = x + iy. Identifiera C med R? sd z = (z,y). Eftersom
Riemannsfiren ligger i R? s kan vi via en identifiering mellan R? och R? uppfatta
z som punkten (z,y,0). Linjen [ genom N = (0,0, 1) och z = (z,y,0) ges da av,
enligt en linjar algebra kurs,

(21,20, 23) =1(t) = N+t]\72 = (0,0,1)+t(z,y, —1) = (tx,ty, 1—t) —o0 <t < 0.
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Eftersom sfirens ekvation ges av 2% + x3 + 22 = 1 s& skir linjen sfiren precis da

l=at+as+as =t +t2° + (1 —t)> =22 + 9> +1) — 2t + 1.

Denna ekvation ar samma sak som
tt(z*+y*+1)—-2)=0,

2

= e Om t = 0 sa hamnar vi via

som har l6sningarna ¢t = 0 eller t = — +§2 T
linjen [ i nordpolen (0,0, 1). Annars sa far vi att
2 |2P-1

o 2y _ 2Tm(z) o= 1 _
SR PTEEE MEIIE R Z2+1 |P+1

2z 2Re(z)

Tr1 = =
TR+ 2P+t
Detta bestdmmer alltsa en punkt pa Riemannsfaren om vi utgar fran en punkt

m

Y

z = x + 1y i det komplexa talplanet.
Ezempel 15. Punkten z = 1 + ¢ korresponderar mot punkten

2Re(1+1i) 2Im(i+1) [1+i? -1\ (221
T+i24+ 1|1 +i2+ 1|1 +i2+1) \33"3

O

pa Riemannsféren.
Om vi vill uttrycka den stereografiska projektionen i koordinater sa kan vi

anvianda exemplet ovan:
Ezxempel 16. Lat (x4, x2, v3) vara en punkt pa Riemannsfaren. Da kan vi anvinda
oss av en linje genom N och (z1, 23, x3) ner till C. Denna ges da av

T
r=—-_—, y:% ; t:]_—[[‘g,

T2

T
Y

Sa
le—xg :1—33'3'
[]

Detta ger en punkt z = x + iy i C.
Ezxempel 17. Lat oss anvinda den stereografiska projektionen pa punkten (%, %, %)

Vi far da enligt exemplet ovan att

i
3
sa z = 141 &r bilden av den stereografiska projektionen. Jamfor exempel 15. [

Nésta exempel ér véldigt viktigt, och kommer komma till nytta da vi studerar

Mobiusavbildningar i slutet av kursen.
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Ezxempel 18. Vi ska visa att alla linjer och cirklar i C korresponderar under den
stereografiska projektioner mot cirklar pa Riemannsfaren.

Den generella ekvationen for en cirkel eller en linje i C, dar z = = + iy, kan
skrivas som

A(z* +y*) +Cox+ Dy + E = 0.

Anvand nu Exempel 16 och substituera x och y i ekvationen ovan. Da far vi

2 2
A = T yo-2 4 p " gy
1—.133 1—5(]3 1—5(]3 ]_—ZE3

Gor likndmnigt varvid denna ekvation ér ekvivalent med, forutsett att x3 # 1:

A2 4+ 23) + Cxy(1 — 23) + Dao(1 — 23) + E(1 — 23)* = 0.
Eftersom x? + 23 + 22 = 1, dvs 2% + 23 = 1 — 23 sa far vi att
A(l —23) + Cay(1 — 23) + Day(1 — 23) + E(1 — 23)* = 0.
Dela nu med (1 — x3), som ger att
A(l+x3) + Cxy + Dxg + E(1 —x3) =0,
som ar ekvivalent med
Cxy+ Dry+ (A—E)xs+ A+ E=0.

Detta ér ekvationen for ett plan i R®. Vi har alltsi visat att projektionen av en
cirkel eller linje maste ligga i detta plan och pa Riemannsfiren. Men snittet av
planet och Riemannsfiaren &r en cirkel, sa exemplet ar klart. O]

Boken gar dérefter igenom en metrik pa C., som bara dr det Euklidiska
avstandet i R3. Forsok att fa en bra geometrisk bild av Riemannsfiren och detta
avstand. Kan ni tdnka ut vad det kortaste avstandet pa sfaren &r, dvs om man
transporteras pa ytan. En ledning ar foljande uppgift:

INLAMNINGSUPPGIFT 17. Ldt p och q vara tvé distinkta punkter pé Rie-
mannsfdaren, och lat m vara den stereografiska projektionen. Visa att planet genom
p,q och origo skdr Riemannsfdaren i en sa kallad storcirkel, dvs en cirkel med di-
ameter 2. Vidare, visa att denna storcirkel korresponderar mot en unik cirkel
(eller linje) i planet som gar genom

1
w(p), och — ——.
(p), 7(q) )
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Eftersom Riemannsfiren &r bade sluten och begréansad sa ger Heine-Borels
sats att den ar kompakt. Egentligen sa maste man argumentera att vi har en
kontinuerlig avbildning mellan sfaren och C,, och att bilden av en kompakt un-
der en kontinuerlig avbildning ar kompakt. Mer om egenskaper for kontinuerliga
avbildningar kan ni ldsa senare i detta avsnitt.

Anmdrkning 7. Boken argumenterar att sfaren dr kompakt och eftersom sféren
och C ar isometriska sa foljer det att C, dr kompakt. Forsok att visa foljande:
Antag att (X, d;) och (Y, dy) &r metriska rum som &r isometriska. Visa att om
ett av dessa rum ar kompakt sa &r det andra kompakt ocksa. ]

Vi ska nu studera kontinuerliga funktioner/avbildningar. Boken definierar
kontinuitet via ett gransvirde. Denna definition ska inte vara nagot nytt for er.
Dérefter sa visar de att denna definition &r ekvivalent med den vanliga ¢ — 6-
definitionen som ni ocksa har sett i tidigare kurser. Sen visar boken en véldigt
viktig ekvivalent definition av kontinutitet, och denna definition ska vi anvéinda
0ss av:

Definition 1.19. Ldat X och Y wvara metriska rum och lat f: X — Y wvara en
avbildning. Vi siger att f dr kontinuerlig om f~1(U) dr dppen for varje oppen
Ucy.

Anmdrkning 8. f~1(U) betyder inversa bilden av U, eller ibland s& séger man att
urbilden av U under f. Kom ihdg att f~'(U) inte betyder att f har en invers,
utan

AU ={r e X : f(x) e U}.
O

Anmdrkning 9. Bokens e —d-definition gar sjalvklart att generalisera till allménna
metriska rum genom att anvianda sig av en allmén metrik d istéllet for Euklidiska
metriken som boken anvinder. O]

Exempel 19. Betrakta signumfunktionen sgn: R — R. Denna &r inte kontinuerlig

ty

sgn (] —1/2,1/2) = {0},
sa den inversa bilden av det 6ppna intervallet | — 1/2,1/2[ dr punkten {0} som
ar sluten. n

Ezempel 20. Lat f: R — R vara definierad genom

fz) =

2 omz >0
r omz<0 ’

Vi pastar att f &ar kontinuerlig, sa lat oss visa detta. Lat a < b < 0. Da ar
fYJa, b)) =]a,b[. Om a < 0 < bsa dr f~(Ja,b]) =]a, vVb[. Slutligen om 0 < a < b
sa dr f~'(Ja, b]) =]/a, Vb[. Alltsa ér inversa bilder av 6ppna méingder 6ppna, s
f ar kontinuerlig. O]
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Definitionen av kontinutitet som jag nyss gav gor att det blir ldttare att
visa Proposition 7 och 8 i boken. For att visa detta sa tdnker jag ge beviset av
Proposition 8.

Beuvis av Proposition 8 i boken. Vi ska visa att g o f: S; — S3 ar kontinuerlig.
Lat U C S vara en 6ppen mingd. Eftersom (go f)™' = f~log™! s& ér

(go /) HU) = f (g (V).

Men eftersom V' := g~}(U) ér 6ppen och eftersom f~!(V') ér 6ppen s ér g o f
kontinuerlig. O]

Boken visar darefter att kontinuerliga funktioner bevarar kompakthet, dvs om
f: X — Y &r kontinuerlig och K C X &r kompakt s& ar f(K) kompakt.

INLAMNINGSUPPGIFT 18. Visa att kontinuerliga funktioner bevarar kom-
pakthet via ett overtickningsarqument, dvs visa detta genom att visa att varje
oppen overtackning har en andlig delovertdckning.

Sen visar boken att varje reellvird kontinuerlig funktion definierad pa en kom-
pakt har ett maximum pa kompakten. Senare kommer vi se att varje holomorf
funktion, som de funktioner som vi ska studera senare kallas, antar sitt absoluta
maximum pa randen till den méngd dar den &r definierad, dvs om f: U — C
dr holomorf s& kommer |f| anta sitt maximum pa OU. Mer om detta senare. Nu
ska vi diskutera likformig kontinutitet. Observera att varje likformig kontinuerlig
funktion ar kontinuerlig, men bokens exempel 30 visar pa en funktion som &r kon-
tinuerlig men inte likformig kontinuerlig. Det finns &ven en ekvivalent definition
av likformig kontinuitet som nésta uppgift reder ut.

INLAMNINGSUPPGIFT 19. Lit U C C vara dppen, och lit f: U — C vara
en funktion. Fory € U definiera

7y f(x) = flz—y).

Definiera dven || f|lu = sup,ep |f(2)|. Visa att f dr likformigt kontinuerlig om
och endast om ||1,f — fllv — 0 dd y — 0.

En viktig sats dr bokens sats 10 som séger att varje kontinuerlig funktion pa
en kompakt dr till och med likformig kontinuerlig. Kom ihag att en funktion ar
kontinuerlig pa en kompakt om den ar kontinuerlig i en omgivning till kompakten,
ty kontinuitet &r definierad i termer av éppna méangder.

Lat oss nu titta pa nagra nya topologiska termer innan vi fortsétter. Vi sager
att en méngd A C C ar osammanhingande in det finns icke-tomma 6ppna
méngder U och V sd att UNV = () och A = U U V. Annars si siger vi att A
ar sammanhingande. Rita en bild s& forstar ni denna definition béattre. Boken
koér dock med en annan definition, vi maste dock ha lite mer terminologi for att
ge denna.
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Definition 1.20. Ldit [a,b] C R vara ett kompakt intervall. En kurva i C dr en
kontinuerlig funktion ~: [a,b] — C.

Anmdérkning 10. Att v ar kontinuerlig betyder att den &r kontinuerlig pa ]a, ],
precis som jag namnde ovan. 0

Om 7 &r en kurva pa ett intervall [a, b] s& séger vi att v ar sluten om v(a) =
7(b). Ett enkelt exempel pa en sluten kurva &r en cirkel. Vidare sa séger vi att
en kurva v ar enkel om

Y faf

ar injektiv. Ett exempel pa en enkel kurva &r alla kurvor som inte skér sig sjalv.
Kurvor som skér sig sjilv kan inte vara enkel, eftersom man far problem med
injektiviteten i skdrningspunkten.

INLAMNINGSUPPGIFT 20. Visa att man alltid kan parametrisera om en
kurva sa att definitionsmdngden blir [0, 1] men virdemdangden dr den samma, dvs
om 7y: |a,b] — C dr en kurva, visa att man kan definiera om ~y sd att det blir en
avbildning fran [0, 1] til C med samma bild.

Vi kan nu ge bokens definition:

Definition 1.21. Lit A C C vara en dppen mdingd. Vi sdger att A dar vigsam-
manhingande om det for varje par av punkter z och w i A finns en kurva
v:10,1] = C sd att v(0) = z och v(1) = w.

Definitionen sdger alltsa att en méngd &r vigsammanhéngande om det for
varje par av punkter i méngden finns en kurva mellan punkterna som ligger helt
inne i mangden.

Anmdrkning 11. Jag anvinder mig av en annan terminologi &n boken, jag siger
viagsammanhéingande medan boken sdger sammanhéngande. O

Anmdrkning 12. Vig-sammanhéngande-definitionen kréver éppna miangder medan
i den andra definitionen av sammanhéngande sa funkar det med vilken mangd
som helst. O

Déaremot sa ar dessa tva sammanhédngande-definitioner samma sak pa 6ppna
mangder, men forst sa behover vi ett lemma.

Lemma 1.22. Ldt U vara sammanhdngande. Om () # A C U dr bade 6ppen och
sluten sa ir A=1U.

Bewvis. Eftersom A ar sluten s& ar A¢ oppen. Detta betyder att A € A° = U,
som motsdger att U ar sammanhéangande, sd A° maste vara lika med (). Alltsa ar

A=U. [l

Sats 1.23. Lat U vara dppen ¢+ C. Da dar U vig-sammanhdngande om och endast
om U ar sammanhdangande.
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Bevis. Borja anta att U dr vig-sammanhéngande. Antag vidare, for en mot-
sdgelse, att U inte dr sammanhéngande. Da ar U = V U W dar V, W &r icke-
tomma och 6ppna. Observera att V' och W ér slutna. Lat z € V och w € W.
Enligt antagande sa finns det en kurva mellan z och w. Lat denna kurva ges av
v:[0,1] — U sa att y(0) = z och y(1) = w, dvs en kurva som boérjar i z och
slutar i w. Lat

T={tel0,1]:~(t) e V}.

Observera att T' # (), eftersom 0 € T', och observera att T" ar begransad av 1. Lat
¢ vara den minsta 6vre begrénsningen till 7', dvs ¢ = sup 7. Da ar ¢ # 1, och per
definition av 6vre begriansning sa finns det en f6ljd {¢,} med ¢ < ¢, < 1 sa att
v(t,) € W och t,, — c. Kontinuitet ger att

() = lim (L) ,
sa eftersom W &r sluten sa foljer det att y(c) € W.

P& samma sétt sa finns det en fljd {s,} med 0 < s,, < ¢ sa att s, — ¢ och
v(sn) € V. Nu ger kontinuitet och slutenhet hos V att v(c) € V. Dessa bada
foljdargument ger var motségelse, sa U ar sammanhédngande.

Antag nu att U ar sammanhéngande. Lat zy € U, och lat

V={2€U:2z~2},

dér ~ betyder att det finns en kurva mellan z och zy. Vi pastar att V' ar 6ppen,
sa lat oss visa detta:

Antag att det finns en kurva fran zj till z; 1 U. Eftersom U &r 6ppen sa finns
det en boll B(z;,r7) C U. Om z € B(z1,r) sa finns en kurva, en rét linje i detta
fall, fran z till z;. Alltsa finns det en &ven en kurva fran z till zg via 27, sa V ar
verkligen oppen.

Vi pastar hdrnést att V' ar sluten. Antag darfor att {z,} C V ér en f6ljd och
att z, — z € U. Vi maste visa att z € V. Eftersom U ar 6ppen sa finns det en
boll B(z,7) C U kring z med radie r. For nagot n sa kommer z, € B(z,7). Da
finns det en rét linje i B(z,r) fran z till z,, for det fixerade n:et ovan. Alltsa finns
det en kurva fran z till zg, sd z € V.

Vi har nu visat att V' ar bade oppen och sluten, sa V' = U, vilket get att U
ar vig-sammmanhéngande. O

Nu ténkte jag ge ett annat bevis av bokens proposition 9, och jag ténkte passa
pa att generalisera den en aning:

Proposition 1.24. Lat X och Y wvara metriska rum, och lat S C X wvara sam-
manhdngande. Om f: X — Y dr kontinuerlig sa dar f(S) sammanhdngande.
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Bevis. Antag for en motségelse att f(S) inte &r sammanhédngande, dvs att det
finns 6ppna U och V med UNV = () och f(S) = UUV. Eftersom f ar kontinuerlig
och unioner av 6ppna mangder ar Oppna sa ar

fFHUuv) = fHuyu (V)
oppen. Men f~HU)U f~H4(V) =S, ty
[ =ffUuv)=Uuv,
som motsiger att S var sammanhingande. O

Méngder som vi kommer att studera mycket dr sa kallade omraden (eng.
domains). Ett omrade é&r helt enkelt en 6ppen sammanhédngande méangd.

Proposition 1.25. Lat €2 C C vara ett omrade, och lat f: €2 — Z vara kontin-
uerlig. Da dr f konstant.

Bevis. Antag for en motségelse att f inte dr konstant. Da maste f anta atmin-
stone tva olika heltal, sdg att m € Z &r ett av dem. Betrakta I =|m—1/3,m+1/3]
och J ={y € R: |y —m| > 2/3}. Dessa mangder ar 6ppna och I N.J = ) sa
de #r disjunkta. Observera att Im(f) C TU J, sa f~*(I) och f~1(J) ér disjunkta
oppna mingder si att Q = f~1(I) U f~1(J). Detta motsiger att Q ér samman-
héngande. O]

Funktionsfoljder och serier

En funktionsfoljd &ar helt en f6ljd av funktioner, som vi kommer skriva som
{fn}22,. Hér s& specificerar jag inte vilken definitionsméngd och viardeméangd
som funktionerna har, men jag antar underforstatt att de atminstone har sam-
ma definitionsmangd. Om vi har en funktionsféljd sa kan man forstas tala om
konvergens av denna funktionsféljd, och vi ska nu studera nagra olika typer av
konvergens.

Lat f,: U — C vara en foljd av funktioner. Vi sdger att f, konvergerar
punktvis mot en funktion f, som vi skriver som f,, — f punktvis, om |f,(z) —
f(z2)] = 0dan— oo for alla z € U.

Ezempel 21. Lat f,: C — C vara definierad genom f,(z) = 2. Da f, — 0
punktvis, ty
|fu(2) = 0] = |z/n] — 0

da n — oo for alla z € C. O]
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Ezempel 22. Lat f,,: R — R vara definierad genom f,,(z) = sin” z. Da konverger-
ar f, punktvis pa [0, 7] men inte pa [37/4, Tr/4]. Lat oss visa detta. Tag z € [0, 7]
och studera foljden {sin" x}2,. Om = # 7/2 sa &r 0 < sinz < 1 och déarfor ar
sin"z — 0. Om z = 7/2 s& ar sinx = 1, sd sin" x — 1. S&

fn—>{ 0 omax #7m/2

1 omz=m/2 °

Detta visar att dven fast f,, ar kontinuerlig sa behdver inte gransfunktionen vara
kontinuerlig.
Lat oss nu visa det andra pastdendet. Lat x = 37/2 € [37/4,7n/4]. Da ar
sinzx = —1 sa sin" z = (—1)", som inte har nagot gransvirde. O
Eftersom punktvis konvergens inte ens bevarar kontinutitet sa infor vi en
annan konvergens:

Definition 1.26. Lat {f,}22, vara komplexvirda funktioner definierade pa en
mangd U. Vi sdger att f, konvergerar likformigt mot en funktion f, som vi
skriver som f,, — f likformigt, om sup, < |fn(2) — f(2)] — 0 da n — oo for alla
zeU.

INLAMNINGSUPPGIFT 21. Visa att likformig konvergens implicerar punk-
tvis konvergens, sd likformig konvergens dr starkare dn punktvis konvergens.

Anmdrkning 13. Omvandningen géller inte, som exempel 33 visar. n

Exempel 23. Definiera f,,: C\ {0} — C vara definierad genom f,(z) = 1/z+1/n,
och lat g,: C\ {a} — C vara definierad genom g,(z) = 1/(n(z + a)). Det ar
latt att se att f, — 1/z bade punktvis och likformigt. Det &r &ven litt att
se att g, — 0 bade punktvis och likformigt. Men f,9, — 0 punktvis, medan
fngn # 0 likformigt, som visar ytterligare pa ett exempel att likformig konvergens
ar starkare dn punktvis konvergens. O]

En egenskap som likformig konvergens har ar att den bevarar kontinuitet, jam-
for punktvis konvergens i exemplet ovan. Det ar precis det proposition 10 séger.
Beviset av propositionen ger ett bra exempel pa dar triangelolikheten kommer in,
och diar man anviander kanske ett av det mest anvinda matematiska "tricken”, dvs
lagga till och dra ifran samma sak. Beviset ar ocksa ett bra exempel pa dar ett
sa kallat €/3-argument kommer in. Studera beviset och ldgg metoden pa minnet.
Kolla darefter pa bokens diverse exempel.

Det néstfoljande avsnitten behover ni inte studera sa nogrannt. Ekvikontinu-
itet dr helt enkelt en familj av likformigt kontinuerliga funktioner, och Arzela-
Ascolis sats édr inget ni behover lagga nagon energi pa. Jag anser att dessa begrepp
ligger utanfor kursinnehallet. Daremot, om ni dr intresserade, sa innehaller be-
viset av Arzela-Ascolis sats en valdigt viktig metod. Metoden brukar kallas for
Cantors diagonalprocess och anvénds bland annat da man visar att QQ ar up-
prakneligt. Déarfor rekomenderar jag starkt att ni tar en titt pa forsta halvan av
beviset av satsen, dvs sidan 43.
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Vi borjar nu istédllet med att studera serier och dess konvergens. En serie &r
helt enkelt en oéndlig summa av komplexa tal, dvs

oo
E Zj.
Jj=1

Lat s, = Z?Zl zj vara en delsumma av den ovanstaende serien; denna brukar
kallas partialsumma. Observera att partialsummorna bildar en {6ljd av komplexa
tal, ndmligen {s,}>°,. Om f6ljden av partialsummor konvergerar sa séger vi att
serien konvergerar, mer precist har vi

Definition 1.27. Vi sdger att ) ° | z; konvergerar mot z, och skriver ) ™= | z; —
z (oftast skriver vi likhetstecken och inte gar-mot-pil), om partialsummorn s, — z

din — oo, dvs |s, —z| — 0 dda n — oo. Om en serie inte konvergerar sa siger

vt att den divergerar.

Observera att det ar ett nédvandigt villkor att termerna i serien gar mot noll,
dvs att z; — 0, for att serien ska konvergera. Men det ar inte ett tillrackligt villkor,
dvs om z; — 0 s& behover inte serien konvergera, men om serien konvergerar sa
kommer z; — 0. Boken gor detaljerna pa dessa pastaenden.

Jag ténkte nu namna de saker som jag tycker ar viktiga om serier. Vi séger
att en serie ) 2| z; ir absolutkonvergent om » 77, |2,| konvergerar. En viktig
sak som giller absolutkonvergenta serier ar att de adr konvergenta. Lat oss visa
detta faktum.

Bevis av att absolutkonvergenta serier dar konvergenta. Lat Zj‘;l z;j vara absolutkon-
vergent. Betrakta partialsummorna s, = > 7, 2;. Da ér

n

2

j=m+1

n

< D Izl

j=m+1

|5n - Sm‘ =

Eftersom vi har en absolutkonvegent serie till att borja med sa kommer hégerledet
ga mot noll da n, m — oo. Detta betyder att {s,}52, dr Cauchy, och eftersom C
ar fullstédndigt sa kommer det finnas ett z sa att s, — z, dvs att Zj; zj==z. U

Lat nu {f; }?’;1 vara komplexvirda funktioner definierade pa samma méangd.
Betrakta serien ) 77, f;(2). Vi séger att denna serie konvergerar punktvis
(likformigt) om partialsummorna s, (z) = >_7_, f;(2) konvergerar punktvis (lik-
formigt). Foljande lemma &r viktigt d& vi kommer studera Laurentserier senare i
kursen:

Lemma 1.28. (Geometrisk serie)
Serien Y 227 konvergerar mot 1/(1 — 2) for |z| < 1, dvs pa enhetsdisken.
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Bewis. Observera att
(1—2) (1424224 42") = 14+z+22 4+ 42—z =22 =2 " = 1

Dela nu (1 — z) varvid far att

1— Zn—i—l
lhz+27+ 2t =T
1—-=2
L&t nu n — oo varvid 2" — 0 ty |z| < 1, s& resultatet f6ljer. O
Ezempel 24. Vihar att Y7 ((—=1)"2"2% = - om |22] < 1, dvs pa B(0,1/2). O
Ezempel 25. Vi har att Y ;2 27" = — om |27!| < 1, dvs for |z] > 1. O

Ezempel 26. Vi kan dven ga baklénges. Sig att z € C uppfyller att |z —i| < 1/5.

Da giller att
55(z —
1—5(z—1) 5(z — 1) Z 2 =)

ty [5(z —1i)| <1, dvs |z —i| < 1/5. O
En annan viktig sats som &r anvindbart inom manga omraden inom analysen
ar Weierstrass M-test:

Sats 1.29. (Weierstrass M-test)

Lat {f.}>2, vara en foljd av komplexvdrda funktioner definierade pd samma
mdangd. Antag att f, dr begrinsade for stora n, dvs att det finns konstanter M,
saG att

for varje z. Antag vidare att Y>>, M,, < oo, dvs att den konvergerar. Da gdller
att Y 2 | fa(2)], och dven Y~ fu(z), dr likformigt konvergent.

Bewis. Beviset hittar ni i boken. O

Potensserier och dess konvergensradier

En serie pa formen ) a,(z — 2)", dér a, € C, kallas en potensserie
i (2 — 29). Vi ska nu fa fram villkor nir en sddan potensserie konvegerar. Det
kommer visa sig att en potensserie konvergerar pa en disk. Radien pa denna disk
kallas for potensseriens konvergensradie.

For att kunna formulera den forsta satsen som uttalar sig om potensseriers
konvergensradie s méste vi definiera begreppen lim sup och lim inf. Lat {a,, }°2, C
R vara en foljd, och séatt

M = {a € R : det finns en delfoljd till {a,};>; som konvergerar mot a}.
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Eftersom varje konvergent foljd ar begrdnsad sa kommer méangden M vara en
begrinsad méngd, sa S = sup M existerar och det ar S som vi brukar kalla for
lim sup,,, . @n.

Proposition 1.30. For varje € > 0 sa finns det ett N sa att a,, < S+ ¢ for alla
n>N.

INLAMNINGSUPPGIFT 22. Visa propositionen ovan.

Propositionen ovan séger alltsa att lim sup sa gott som alltid ligger 6ver foljden
{a,}52,, atminstone svansen pa foljden. Nésta proposition siger att limsup sa
gott som alltid ligger under f6ljden.

Proposition 1.31. Fér varjee > 0, och for varjem € Z sa finns det ett k € 7.,
sa att k > m och
S —e < ay.

INLAMNINGSUPPGIFT 23. Visa propositionen ovan.

Dessa tva propositioner ska inte forvana er, eftersom limsup ar definierad
utifran konvergenta delféljder och sup. Propositionerna implicerar dven att man
kan uttrycka lim sup som ett gransvarde:

Proposition 1.32.

limsup a,, = lim sup{ag, ars1,- -, }-
k—o0

Bewis. Se boken. O
INLAMNINGSUPPGIFT 24. Lit {x,}22,,{y.}22, C R wara tvi foljder.

Visa att limsup,,_, (¢, + yn) < limsup,,_., @, + limsup,,_,. Yn, och ge ett mo-
texempel pa att omvdnda olikheten inte alltid gdller.

Vi kan nu forstas gora detta omvént och anvinda inf istéllet for sup. Da
far vi det sa kallade liminf. Mer precist sa definierar vi I = inf M att vara
liminf,,_, . a,. Vi kan da fa liknande resultat som propositionerna ovan:

Proposition 1.33. For varje € > 0 sa finns det ett N sa att a,, > I — e for alla
n > N.

Proposition 1.34. For varjee > 0, och for varje m € Z sa finns det ett k € 7.,
sa att k < m och
I+¢e>ay.

Proposition 1.35.

limsup a,, = lim inf{ag, axs1,. .., }.
k—o0

n—oo
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Konvergens kan karakteriserars i termer av lim sup och lim inf:

INLAMNINGSUPPGIFT 25. En foljd {a,}2°, C R dr konvergent om och

endast om limsup,,_, . a, = liminf, . a,.
Vi kan nu antligen séga nat om konvergensradien fér potensserier.

Sats 1.36. (Cauchy-Hadamards sats)
Lat 322y aj(z — 2)’ vara en potensserie, och lat

o = limsup |a;|Y", R=1/a.

j—o0
Da gdller att
1. Om |z — zo| < R sd konvergerar serien absolut.
2. Om |z — 29| > R sa divergerar serien.
3. Om 0 <r < R sa konvergerar serien likformigt pa m.
Bewis. Se boken. O

Négra kommentarer angaende satsen. (1) sdger alltsa att serien konvergerar
pa B(zo, R), och pa dess komplement sa divergerar den. B(zp, R) &r alltsa den
storsta disken (bollen) som serien konvergerar pa. (3) siger att serien konvergerar
likformigt pa varje kompakt delméngd till B(zg, R). Om o = 0 sa gor vi konven-
tionen att R = oo och om a = oo sa gor vi konventionen att R = 0, precis som
vi gjorde pa Riemannsfiaren. Att R = oo betyder att serien konvergerar pa hela
C. Déaremot om R = 0 sa ger satsen endast att serien konvergerar for z = z.

Ett annat siatt att hitta konvergensradien for en potensserie dr att anvinda
sig av det sa kallade kvottestet:

Sats 1.37. (Kvottestet)

o [ee] ) _ ] -
Lt ijo a;j(z — 29) vara en potensserie. Om

Q.

existerar, s kommer serien konvergera pa B(zo,1/03).
Bewvis. Se boken. [l

Anmdrkning 14. 1 slutet pa beviset sa har boken ett pastaende: Om ¢ > 0 sa &r
c'/™ — 1. Kommer ni ihag hur man visar detta? Gor alla detaljer. m
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Exponentialfunktioner, logaritmer och
trigonometriska funktioner

Boken anvinder sig av potensserier for att definiera den komplexa exponen-
tialfunktionen. Detta ar forvisso ett valdigt bra satt att definiera den pa, men jag
tankte gora det lite annorlunda sa att ni far se ett annat satt. Ga igenom bokens
framstéllning och jamfor med min.

Vi vill alltsa definiera e* for z = x 4+ iy € C. En egenskap som den reella
exponentialfunktionen har ar att e”e? = e*¥ {or alla x,y € R. Vi vill dven att
den komplexa exponentialfunktionen ska uppfylla detta, dvs att e®e¥ = e*t%
for alla z,w € C. For att detta ska vara uppfyllt si méaste e™ = e%e¥ vara
uppfyllt. Denna ekvation visar att det enda vi maste definiera for att detta ska
vara uppfyllt dr e¥, ty e* vet vi redan vad det dr. Betrakta ¢ som en konstant,
varvid vi har att

dzeiy _ iy_
dy?
Detta betyder att vi maste losa en ordinar differentialekvation pa formen
>f f
dy? 7

Som ni vet s& har denna generell 16sning f(y) = Acosy + Bsiny. Utifran
f(0)=e"=1= Acos0+ Bsin0= A

och
af

g =if(0) =7¢=(—Asin0+ Bcos0) = B,
Y1,—o

si far vi att A =1 och B = i. S& om vi definierar €% = cosy + isiny si kommer
e" T = e®(cosy + isiny). Vi formulerar det vi har gjort ovan i en definition:

Definition 1.38. For varje z = x + 1y € C sa definierar vi e* genom

e’ :=e"(cosy +isiny).

Anmdrkning 15. Metoden som vi anviande ovan for att definiera exponentialfunk-
tionen brukar anvindas flitigt inom matematiken, dvs man utgar fran vad man
vill att objektet som skall definieras ska uppfylla, och definiera dérefter objektet
efter dessa egenskaper. O

Observation 1. Kom ihag att vi sag tidigare att varje z € C kan representeras
som z = |z|(cos@ + isinf) for @ € arg(z). Enligt definitionen av ¢ sa far vi att
z = |z|e for 0 € arg(z). Det ir denna representation som brukar kallas fér polér
form. ]
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Det ar latt att verifiera att exponentialfunktionen uppfyller féljande egen-
skaper:

1. e/e¥ =e* ¥
2. ¢ =1 om och endast om z = 27ki for k € Z.
3. e# = e¥ om och endast om z = w + 27k: for k € Z.

Observera att egenskap (3) sédger att den komplexa expontenialfunktionen inte ar
injektiv, ddremot ar den injektiv pa varje boll med radie 7:

INLAMNINGSUPPGIFT 26. Visa att ¢* dr injektiv pi B(z,w) dir z € C.

Kom ihag Eulers formler, dvs for y € R

e — e W eV +e W

siny = 57 och cosy = 5
1

Dessa foljer direkt fran definitionen av €%, ty man gor limpliga linjirkombina-
tioner av e® och e=%. Detta foreslar definitionen av de komplexa trigonometriska
funktionerna.

Definition 1.39. For varje z € C sa definierar vi

eiz - efiz eiz + 67iz
sing = ——— och cosz = ——
21 2
Det &r latt att se att de vanliga trigonometriska formlerna géller:

1. sin(z 4 27) =sin z

2. sin(—z) = —sinz
3. cos(z 4 2m) = cos z
4. cos(—z) = cos z

5. sin?z+cos?z =1

6. sin(z £ w) = sin z cos w = sinw cos z
7. cos(z £ w) = cos z cosw F sin z sin w
8. sin2z = 2sin zcos z

9. cos2z = cos? z —sin? 2

Vi har ocksa foéljande lemma:
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Lemma 1.40. sinz =0 om och endast om z = kn for k € Z.

Bevis. Om z = k7 sa ar det klart att sinz = 0. Omvént, antag att sinz = 0, dvs
att ) ]
el _ oz
21
Detta betyder att e’* = e~%*. Nu ger egenskap (3) for den komplexa exponential-
funktionen att

=0.

1z = —iz + 2mki.
Flytta 6ver —iz och dela med 2i sa far vi z = km, vilket avslutar beviset. O]

Ni kan dérefter strunta i att ldsa om de hyperboliska funktionerna sinh z och
cosh z.

Det ar dax att ge oss pa den komplexa logaritmen. Den komplexa logaritmen
definierar vi som den inversa funktionen till den komplexa exponentialen, dvs

w=logz om z=¢e" z#0.
Eftersom e* &r periodisk sa kommer dven logaritmen bygga pa argumentet:
logz:=1In|z|+iargz =In|z| +iArgz+i2mn , n€Z,

dér In dr den reella logaritmen. Om vi nu véljer att restringera oss till en gren av
argumentet, t.ex. principalgrenen, sa kommer logaritmen sjilvklart paverkas av
detta. I detta fall sa far vi

Logz :=1In|z| +iArgz

dar det versala L:et &r i analogi med A:et i Argz. Vi har féljande egenskaper for
den komplexa logaritmen:

1. Om z # 0 si dr z = €!°82,
2. loge* = z + 2kmi for k € Z.
3. log(zw) = log z + log w.

4. log(z/w) = log z — log w.

INLAMNINGSUPPGIFT 27. Lit f(z) = In|z| +iargz, —7/2 < argz <
3n/2. Visa att [ inte dr kontinuerlig pa B(0,1).

Uppgiften séger alltsa att den komplexa logaritmen &r diskontinuerlig med
period 27.
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Anmdrkning 16. Lat oss nu diskutera bokens terminologi angaende flervéirda
funktioner. Observera att en funktion per definition ar envérd, men vad menar
de da med en flerviard funktion. En funktion f: M — N, dar M, N dr méangder,
kallas flervird om for alla p € M sa ar f(p) en delméngd till N. Vi ser alltsa
f: M — N som en flerviard funktion om f: M — P(N) dér P(N) ar potens-
méngden.

Nu nér vi har koll pa flerviarda funktioner sa ar det dags att fa koll pa koll
pa grenar. Lat f: Q — C, diar 2 C C, vara en flervird funktion. En gren av
f ar en funktion F':  — C som &r kontinuerlig i {2 och sa att for varje z € Q
ar F'(z) € f(z). Alltsa ar en gren av en flervird funktion et kontinuerligt val av
funktionsvirden sa att funktionsviardet i en viss punkt ar ett av den flervarda
funktionens varden. O

Vi ska aterkomma till val av grenar for logaritmen. Det visar sig att logaritmen
uppfors sig valdigt bra nar man véal har valt en gren, men mer om detta senare.

Kom ihag att for varje nollskilt reellt tal x sa kan vi definiera x¥, dar y € R,
som e’ Vi fljer denna linje da vi hojer upp ett komplext tal med ett komplext
tal:

Definition 1.41. Om «,z € C och z # 0 sa definierar vi z* genom

SO ealogz.

Eftersom logaritmen beror pa vilken gren vi véljer sa kommer &ven komplexa
potenser bero pa vilken gren vi véljer. Observera att

e ea(ln |z|+i Arg z+2kmi) __ eoc(ln |z|+i Arg z) eanTrz

b

dar k € Z. Da kommer vardena for z* vara lika, om vi véljer k = k; och k = ky #
kl, om
6a2k17ri — €a2k27ri
Men enligt egenskaperna for den komplexa exponentialfunktionen sa géller detta
om och endast om
a2kimi = a2kemi + 20

dér n € Z. Loser vi ekvationen sa far vi att

n
ki — ko

Vi sammanfattar konsekvenserna av denna utrdkning i nagra punkter.

o =

1. Om a € Q sa antar z endast ett dndligt antal varden.
2. Om « € Z sa kommer z® endast anta ett virde.

3. Annars sa antar 2z oéndligt manga vérden.

INLAMNINGSUPPGIFT 28. Ar principalvirdet till (z12,)* lika med pro-
dukten av principalvirdena 2325 ¢ Visa eller motbevisa.

Resten av kapitlet kan ni ldsa pa egen hand.
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