Kapitel 10

Lasanvisningar till kapitel 10

De avsnitt som ingar i detta kapitel dr 10.2.1 (atminstone definitionen av konform
avbildning), 10.2.5 (denna sats har ni sett férrut), 10.2.7 och 10.3.1 — 10.3.5. Jag
kommer hir ga igenom vissa bitar och lamna resten at er sjilva att lasa.

Lat oss introducera sa kallade konforma avbildningar, dvs avbildningar som
bevarar vinklar mellan tva kurvor i en speciell punkt. Detta betyder att om ~;
och 75 moéts i en punkt z, sa &r vinkeln mellan dessa lika med vinkeln mellan
fom och for,ipunkten f(z). Avslutningsvis s bér man kénna till, utan bevis,
foljande sats:

Sats 10.1. (Riemanns avbildildningssats)

Om Q och Q Gr enkelt sammanhdngande omraden som inte Gar lika med C, sd
finns en biholomorf avbildning f: Q — .

Anmdrkning 48. En avbildning f &r biholomorf om den &r holomorf med holo-
morf invers. O

Anmdrkning 49. Kom ihag att detta bara &r en existenssats, sa vi vet inte hur
denna avbildning ser ut! m

Bokens sats séiger att om () C C &r enkelt sammanhéngande sa att £ C sa
finns det en biholomorf avbildning f: @ — B(0,1). Satsen jag formulerade foljer

frén denna, ty om ) och Q #r som ovan si finns det _biholomorfa avbildningar
f:Q — B(0,1) ochf Q—>B(O 1). Dettagerattf Lo f: Q — Q ocksa ér

biholomorf, som ar min formulering av Riemanns avbildningssats.

Mobiusavbildningar

Lat oss borja med nagra exempel pa avbildningar.

e Translation: Detta dr en funktion f(z) = z+¢, ¢ € C. En translation flyttar
ett objekt ¢ "steg”.



e Rotation: Funktionen f(2) = ¢?z, § € R, roterar ett objekt med 6 radianer
moturs.

e Skalning: f(z) = pz, p € R, p > 0, 6r en skalningsfunktion, sa den formin-
skar eller forstorar objekt. Speciellt har vi att om w = f(z), for wy,ws i
w-planet

jwi —wa| = [f(z1) = f(22)| = |p21 — pzo| = pl21 — 2.

e Affina avbildningar: Detta &r en avbildning péa formen f(z) = az + b. Vi
kan skriva f som en komposition

f=1Jsofaofi
dar f; ar en rotation, fy en skalning, och f3 en translation.

e Inversion: f(z) = % Denna vénder "ut-och-in” pa omraden.

Dessa olika typer av avbildningar ar viktiga for sa kallade Mobiusavbildningar,
sa det ar dags att definiera dessa:

Definition 10.2. £n Mdbiusavbildning dr en funktion f: C — C som definieras
genom

az+b
f(z) = cz+d
ddr a,b,c,d € C med ad — bc # 0.

Anmdarkning 50. Villkoret ad — be # 0 betyder att determinanten

a b
c d
ska vara nollskild. O
Observation 14.
e Om ¢ =0, da &r ad # 0 och
a b
flz) =2+ -

ar en affin avbildning.
e Om ¢ # 0, da har f(z) enpoliz=—2.

e Om a # 0, da har f(2) ett nollstélle i z = —2.



Anmdrkning 51. Md&biusavbildningar dr konforma avbildningar. O]

Affina avbildningar kan vi betrakta som avbildningar C,, — C,, med co —
0o. Da blir dessa avbildningar bijektiva. Om vi betraktar inversionsavbildningen
som en avbildning C,, — C,, med 0 — 0o och oo +— 0 sa blir &ven denna bijektiv.
Vad héander da om vi betraktar Mobiusavbildningar som avbildningar pa C..? Jo,
de blir ocksa bijektiva, och om ¢ # 0 sa —% > 00 och oo — 2. Vidare sa ges dess

derivata av

a b
c d
f(z) = CEYIE
och f:s invers av
Fiz) = —dz + b'
cz—a
Observation 15. Notera att f~! ocksa dr en Mobiusavbildning med oo + —% och
21— o0. O

Vi har foljande viktiga sats om Mdobiusavbildningar:
Sats 10.3. Lat f vara en Mébiusavbildning. Da gdller att

1. f kan uttryckas som en sammansattning av en dndlig foljd av translationer,
rotationer, skalningar och inversioner.

2. f: Cy — Cy dr bijektiva.
3. f avbildar mdngden {linjer, cirklar} pa sig sjdlv.
Bewvis. Se boken. [l

Slutsats (3) i satsen ovan betyder speciellt att en linje kan avbildas pé en cirkel
och vice versa. For Mobiusavbildningar har vi en annan viktig sats, namligen:

Sats 10.4. (Avbildningsprincipen)

Lit f vara en Mébiusavbildning och It v vara en enkel styckvis Ct-kurva i C.
Da ar C\ vy = Q,UQy en disjunkt union av tva omraden. Vidare sa ar v* = f()
en kurva i Co och C\ ~v* = f(21) U f().

Anmdrkning 52. Rita en bild av avbildningsprincipen. O
Mobiusavbildningar ar tillrdckliga for att avbilda tre valfria punkter pa tre

andra valfria punkter, mer precis har vi

Sats 10.5. Antag att a; € C for j = 1,2,3 dr distinkta punkter och antag dven
att by € C for j = 1,2,3 dar distinkta punkter. Da finns det en Mobiusavbildning

[ sd att f(a;) =b;.
Bewis. Se boken. O



Anmdrkning 53. Beviset av satsen &r vildigt viktigt, eftersom den beréttar precis
hur Mobiusavbildningen ska se ut. ]

INLAMNINGSUPPGIFT 93. Hitta en Mébiusavbildning spm avbildar 0 pa
1, 1 pd 2 och —1 till 4.

INLAMNINGSUPPGIFT 94. Hitta en Mébiusavbildning som avbildar B(0, 1)
pi {z € C: Re(z) < 0}.

Nu till nagra exempel.

Ezempel 99. Betrakta f(z) = 5. Detta &r en Mobiusavbildning eftersom
1 1
' 1 1 ’:—1—1:—23&0.
Vi har att +1 9
z
= =1 .
/) z—1 z—1

Lat fi(z) = 2z —1, fo(2) = 1, f3(2) = 22 och fy(z) = 2+ 1. D4 ér

f(2) = fao fz0 fao fi(2).

Lat oss kolla hur f avbildar |z| = 1. Forst sa translaterar f; cirkeln. Efter detta
sa blir cirkeln en linje via inversionen. Dérefter sa forlanger vi linjen med f3 och
slutligen sé translaterar vi linjen igen. Allts& avbildar f cirkeln |z| = 1 pa en linje.
Efterso en linje bestdms av tva punkter sa tar vi tva punkter pa enhetscirkeln
och avbildar dessa med f:

i+1

i1

17—

och
-1~ 0.

Den enda linjen som gar genom 0 och ¢ &r Re(z) = 0. Sa bilden av |z| = 1 under
f ar Re(z) = 0.

Lat oss kolla med avbildningsprincipen vart det inre av |z| = 1 och det yttre
hamnar. Tag darfér en punkt innanfor, t.ex. z = 0. Denna avbildas av f till
—1, s& vi drar slutsatsen att allt innanfor cirkeln avbildas till vinstra halvplanet
(Re(z) < 0), och avbildar allt utanfor cirkeln till hgra halvplanet (Re(z) > 0).
(Tag en annan punkt och testal) [

Ezempel 100. Vi ska beskriva bilden av A = {z € C : 0 < Imz < 1} under
avbildningen f(z) = . Eftersom

—i#0

1 —
1 0




sa ar f en Mobiusavbildning.

For att fa koll pa hur detta omrade avbildas med f ska vi anvinda oss av
argumentprincipen. Problemet &r att vi inte har nagra kurvor att avbilda. Dérfor
kollar vi vad som hénder med Im 2z = 0 och Im 2z = 1.

Vi borjar med Im z = 0. Eftersom f har en pol i z = 0 som ligger pa Im z = 0
sa maste denna linje avbildas pa en linje. En linje bestdams av tva punkter pa

Imz =0, t.ex. z= —1 och z = 1. Dessa ger att
f(=1) =1+
och
f(1)=1—1.

Vi faststéller att f avbildar Im z = 0 pa Re z = 1. For att bestdmma hur Im z > 0
avbildas, sa tar vi en punkt med Imz > 0 och anvinder avbildningsprincipen,
Tag t.ex. z = 4, d& far vi att f(i) = 0, s& vi faststéller att f avbildar Imz > 0
pa Rez < 1. Lat oss nu kolla pa hur f avbildar Im z = 1. Funktionen f saknar
pol pa Imz = 1, dérfor maste Im 2 avbildas pa en cirkel. En cirkel bestdms av
tre punkter. Vi har att

Fl-14i) =51 +i),
f(i) =0

1

f(l+1i) = 5(1—2’)

dar —1 + 7,0 och 1+ ¢ ligger pa Im z = 1. Ur detta far man cirkelns ekvation,
vi far rdkna lite sjilva ocksa, |z — 1/2| = 1/2. Men hur avbildas Im z < 1. Tag
en punkt med Imz < 1, t.ex. ¢/2, sa far vi att f(i/2) = —1, 884 z med Imz < 1
avbildas utanfor cirkeln |z —1/2| = 1/2.

Alla utrdkningar ovan ger att omradet A avbildas via f till

och

{z€eC:Rez< 1, |z2—1/2]>1/2}.

Rita en bild over vad som hander! O
Ezxempel 101. Lat

Lat oss bestdmma f(B(0,1)).
Vi borjar med att konstatera att f ar en Mdbiusavbildning, ty

1 2
1 2 shago



Eftersom f inte har nagon pol pa |z| = 1 s& kommer denna cirkel avbildas pa en
cirkel. En cirkel bestdms av tre punkter, sa vi far att

f)=3
1
1) = =
f-n=¢
. 4 T
fli) = IERIBE!
Den cirkel som gar genom dessa punkter &r ‘z - %‘ = L. Eftersom f(0) = 2, och
% ligger i B (%, %) sa ger avbildningsprincipen att

fﬁ%OJ))_13<§,g>.

Ezempel 102. Lat D = {z € C: Rez > 2,]z — 1| < 5} och lat f(z) = =2 Lat
oss bestdmma f(D).
Vi borjar med att konstatera att f ar en Mdbiusavbildning, ty

1 =2 .
’ 1 4 |= —4 421 #0.
Det vi maste gora &ar att se vart linjen Rez = 2 och vart cirkeln |z — 1] = 5

avbildas under f. Eftersom det inte finns nagon pol pa Rez = 2 sa kommer
denna linje avbildas pa en cirkel. En cirkel bestams av tre punkter, sa lat oss ta
tre punkter och se vart dessa avbildas:

f(2)=—-1+i
f@+2@——%—%
f(2—2@')—%+%

Den cirkel som gar genom dessa punkter ar ’z — %’ = ‘/75 Vidare, eftersom f(3) =
—3 + 24, som ligger utanfor cirkeln, sa ger avbildningsprincipen att
VD
f{z€C:Rez>2})=1B (%,g) :

Kvar att gora ér att bestdimma vart cirkeln |z — 1| = 5 avbildas. Eftersom f
inte har nagon pol pa denna cirkel sa kommer cirkeln avbildas pa en cirkel. Som
vi vet sa bestdms en cirkel av tre punkter:

£(6) =3 —i

6



1 i
4= -4

16 13i

1— ) = — B —

FO=50) =72+ 5%

Den cirkel som gar genom dessa punkter &ar ‘z — ;Z + % = %5. Eftersom f(0) = %
sa ger avbildningsprincipen att

7 3i 5V5)
F(B(1,5)) = B (Z -3 T) |

Lagger vi ihop dessa tva utrakningar sa ser vi att
73 55\ i V5
D)=B|-——,— Bl=-,—|.
/(D) (4 8 8 ) : (2’ 2)

INLAMNINGSUPPGIFT 95. Lit

Bestim f(B(0,1)).

INLAMNINGSUPPGIFT 96. Lit D = {z € C: Rez > 0,]z — 1| < 2} och
lat f(z) = Z=%. Bestim f(D).

z+1

Automorfier och Schwarz lemma

Vi ska studera en speciell typ av avbildningar ett tag, ndmligen sa kallade
automorfier:

Definition 10.6. Lat 2 C C vara ett omrade. En biholomorf avbildning f: ) —
Q kallas for en automorfi. Vi skriver mdangden av automorfier pa Q som Aut(€).

Vi ska speciellt studera Aut(B(0,1)) och Aut(C). For a € B(0, 1) sétt

Z—

#alz) = 1—az

Boken visar att ¢,: B(0,1) — B(0,1) &ar en biholomorf avbildning i avsnitt
10.3.3.1 med invers ¢_,. Man kan till och med visa f6ljande sats:
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Sats 10.7. f € Aut(B(0,1)) om och endast om det finns w,a € B(0,1) sd att
f(2) = w-pa(2).
Bevis. Att f(z) = w-@q(2) dr en automorfi ndmnde ovanfor satsen. A andra sidan,
lat f € Aut(B(0,1)). Sétt b = f(0), och betrakta avbildningen ¢, o f: B(0,1) —
B(0,1). Denna ér da en automorfi av disken. Observera att ¢, o f(0) = 0. Det
finns da ett w € C med |w| =1 s& att g0 f = wz for alla z € B(0,1) (se nedan).
Da géller att

z+ bw™!
w—

1+ bwtz
Alltsd dr f(2) = wp, dir a = —bw™ . O

INLAMNINGSUPPGIFT 97. Lit f: B(0,1) — B(0,1) vara en holomorf
avbildning med f(0) = 0. Da ar f biholomorf om och endast om det finns ett
w € C med |w| =1 sd att f(z) = wz for alla z € B(0,1).

f(2) =@y (w2) = pp(wz) =

Denna inlamningsuppgift séger att de enda biholomorfa avbildningar som

fixerar origo méaste vara en rotation, ty w € C med |w| = 1 precis ar pa formen
if
e”.

Sats 10.8. (Schwarz lemma)
Lat f € O(B(0,1)). Antag att
(a) |f(2)] <1 for alla z.
(b) £(0) = 0.
Da gdller att |f(z)| < |z| och |f(0)] < 1. Vidare om |f(2)| = |z| for nagot

|
nollskilt z eller om | f'(0)| = 1 da dar f en rotation, dvs f(z) = wz for w € C med
lw] =1

Bewvis. Se boken. O]
INLAMNINGSUPPGIFT 98.

(a) Lat f € O(B(0,1)) vara sidan att |f(2)| < M for alla z € B(0,1) och
f(z0) =0, 20 € B(0,1). Visa att

Z— 20

[f() <M

1— 2%,
(b) Lat nu f: B(0,1) — B(0,1) vara holomorf. Visa att
£(2) = fz0)
1 — f(20)f(2)
Det avslutande resultatet karakteriserar automorfierna av C:

Sats 10.9. f € Aut(C) om och endast om f(z) = az+b for a,b € C med a # 0.

Anmdrkning 54. Inget liknande resultat finns om automorfier av C*, n > 1. [

zZ— 20

<

1—250




