Kapitel 2

Lasanvisningar till kapitel 2

Differentierbarhet, deriverbarhet och
holomorficitet

I detta avsnitt sa kommer vi borja varan studie av funktioner definierade pa
en delméngd till det komplexa talplanet. I forra kapitlet sa borjade vi studera
kontinuerliga funktioner, bade abstrakt definierade pa metriska rum och mer
konkret pa C. Hér tar vi steget och borjar talar om deriverbarhet.

Definition 2.1. Ldt Q) C C vara ett omrade, och lit w € 2 vara en fizerad punkt.
Om det finns ett komplext tal, som vi skriver som f'(w), sd att

Z—w Z— W
sa sdger vi att f dr deriverbar i punkten w. Ibland sa skriver vi detta som

j—]; - En funktion som dr derwerbar i alla punkter w € Q kallar vi for en

deriverbar funktion.
Anmdrkning 17. Boken kallar en deriverbar funktion fér en holomorf funktion.
Vi ska definiera holomorfa funktioner pa ett litet annat sitt senare. n
Observation 2. Betrakta gransvardet

()~ fw)

ow 2 — W

i definitionen ovan. Lat z = w + h varvid z — w betyder att h — 0, sa deriver-
barhet i punkten w kan skrivas ekvivalent som

o S h) — f(w)
h—0 h

Hér ar det viktigt att inse att dven h &r ett komplext tal, sa det finns manga sétt
for h att ga mot noll. O]



Sag att f: Q — C dr en funktion. Eftersom vi kan identifiera C med R? si
kan vi skriva om f som en funktion fran Q som delmingd till R? till C. Hur gar
detta till? Jo, om z = x + iy sa definierar vi x = Re(z) och y = Im(z), som vi
kallar realdelen respektive imaginirdelen for z. Observera att

Re(z) = Z;Z och Im(z) = 22_,2
i

Detta tillvigagangssatt kan vi anvanda oss for vilken funktion som helst. Definiera
u(z,y) = Re(f(2)) och v(z,y) = Im(f(2)),

varvid f(z) = f(z +iy) = f(z,9) = u(z,y) + iv(z,y).
INLAMNINGSUPPGIFT 29. Visa eller motbevisa att Re(z +w) = Re(z) +
Re(w) och Re(zw) = Re(z) Re(w).

INLAMNINGSUPPGIFT 30.

a) Lat f: C — C vara komplexlinjir och lat w = Re f. Visa att u ar reell-linjdr
och att f(z) = u(z) —iu(iz) for alla z € C.

b) Lat u: C — R wara reell-linjir och lat f: C — C vara definierad genom
f(2) = u(z)—iu(iz). Visa att f dr komplexlinjir. Vidare, visa att sup,_; [u(z)| =
supy, i1 | f(2)| for alla z € C.

Anmdrkning 18. Blanda inte ihop imaginédrdelen for funktionen f och bilden for
funktionen f, vi skriver bada som Im(f). Jag hoppas att detta inte ska réra ihop
det for er, utan att det ska framga fran sammanhanget vilket Im jag menar. [

Observera att grafen till f: C — C, som man brukar beteckna med I'(f), &r
ett 4-dimensionellt reellt vektorrum.

Anmdrkning 19. Grafen definieras genom

I'(f) ={(z,w) e CxC: f(z) = w}.

]

Exempel 27. Lét oss uttrycka funktionen f(z) = 3% pa formen f(z,y) = u(z,y)+
iv(z,y). For att gora detta, lat z = = + iy. Da ar

f(2) = f(z +iy) = f(x,y) = T = 323 = 3% (cos 3y + isin 3y) =

= % cos 3y + ie>* sin 3y.

Sitt u(z,y) = €3® cos 3y och v(z,y) = €3® sin 3y, varvid f = u + iv. O



Ezempel 28. Lat z = x+1y och betrakta funktionen f(x,y) = 2?+y*+y—2+iz.
Vi ska skriva f i termer av z och z. For att gora detta sa borjar vi att komma
ihag att
1
r = Re(z) = 5(2 +Z)

och

Da far vi att

ﬂxﬁ)z(%@+202+<%ﬂz—a)2+<%¢p—a)—2+¢<;z+a):,”

=z iz -2,

s f(z,y) = f(z) = |2]* +iz — 2. O

Detta exempel ger oss en viig fran R? till C, och det ér ett mycket mer "kom-
plext” vis att skriva funktioner i termer av z och Z, dvs se f: C — C som en
funktion i z och Z. Eftersom vi haller pa med komplex analys sa tycker jag att
det ar battre att fa en komplex syn pa det hela.

Antag nu att f: 2 — C ar en deriverbar funktion. Skriv f = u + iv. Vi ska
nu utreda vad deriverbarheten siiger om u och v som #r funktioner R? — R. Vi

har att
u(w + h) +iv(w + h) —u(w) — w(w)

J'(w) = Jim h -
_ ,111{% u(w + hf)L — u(w) ‘H'}Lig(l) v(w+ h) —v(w) o (w) + i (w)

Alltsa maste dven funktionerna u och v vara deriverbara. Det omvinda géller
inte, som vi ska se snart.

Ezempel 29. Betrakta funktionen f(z) = f(x +iy) = z. Vi har, fér w = u + iv,
att
f(z) = f(w) _ T —u

z—w (v —u)+ily—v)
Lat nu z — w. Om vi gar langs linjen y = v sa kommer gréansvardet vara lika
med 1, och om vi gar ldngs linjen = = u sa ar gransvardet lika med 0. Eftersom
gransvirden ar unika sa kan inte differenskvoten ovan inte existera da z — w.
Detta betyder att dven fast funktionen f &r deriverbar med avseende pa x € R

sa behover det inte vara det med avseende pa z € C. O]

Ezempel 30. Lat f: C — C vara definierad genom f(z) = Z. Boken séger att
denna funktion inte &r deriverbar i orgio, men vi ska visa att den inte ar deriverbar
nagonstans (det ar faktiskt samma bevis som star i boken). Lat w € C vara
godtycklig men fix. Da galler att

flw+h)—fw) w+h—w
h h




Satt h = hy + the, och lat h ga mot noll langs realaxeln, dvs da hy = 0. Da ar
% — 1. Later vi istédllet A ga mot noll langs imaginédraxeln sa far vi att 7TZ2 — —1.
Eftersom gransvarden &ar unika sa foljer det att differenskvoten inte existerar da

h — 0, sa f ar inte deriverbar i nagon punkt w € C. m

Detta exempel ger en antydan till att for att vara en deriverbar komplexvérd
funktion sa far inte funktionen innehalla nagot z. Detta ar ocksa fallet, men vi
ska aterkomma till detta snart.

Ezempel 31. Betrakta nu funktionen f(z) = 2" for n > 0. Vi ska se att denna
funktion dr deriverbar for alla n, och dess derivata dr nz""!. Lat oss borja med
n = 0, dvs da funktionen ar konstant 1. Da &r, for ett godtyckligt, men fixt,

w e C,
. flw+h)—flw) 1-1
m h T
sd f(z) = 1 &ar deriverbar med derivata noll. Lat nu n = 1. Lat w € C vara
godtyckligt och fixerat. Da &r
flw+h)—flw) w+h—w

h h = b

=0,

som visar att f(z) = z dr deriverbar med derivata lika med 1. Lat nu n > 1 vara
godtyckligt. Da géller, enligt binomialsatsen, att

n n n—-kpk _ ,.m n n n—kpk
(w+h)”—w”_zk0(k)w R —w _Zk1<k>w h
h B h N h

_ i < Z ) wkpEL

k=1

Lat nu h — 0 varvid vi ser att det ovanstaende gar mot ( le ) w'l =npw . O

Det ovanstaende exemplet visar att vi kan derivera monom som vanligt, vi
kommer snart se att de gamla vanliga deriveringsreglerna géller.

Ezempel 32. Lat f: C — C vara definierad genom f(x + iy) = = + idy. Da géller

att
flw+h) — f(w)  hy+idhy

h ~ hy+ihy
Lat nu A — 0 langs realaxeln, dvs da h, = 0. Da gar differenskvoten mot 1.
Om vi later h — 0 ldngs imaginédraxeln, dvs da hy = 0 sa gar differenskvoten
mot 4. Eftersom differenskvoten gar mot olika véirden sa foljer det att f inte &r
deriverbar i nagon punkt. Om vi skriver om funktionen i z och Z sa far vi att

z2+z z2—Z 5z — 3%z
JE) ===+ Z( 2i > 2
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Alltsa innhaller funktionen ett Z, sa det ska inte vara forvanande att f inte &r
deriverbar. [

INLAMNINGSUPPGIFT 31. Visa att funktionen f: C — C definierad genom

f(2) = z- Re(z) dr deriverbar endast i origo.

INLAMNINGSUPPGIFT 32. Lit f: Q — C vara en funktion. Om f och f

dar deriverbar i en punkt w € Q, visa att da dar f'(w) = 0.
Innan vi gar vidare sa tédnkte jag dra en definition till.

Definition 2.2. Lat U C R? vara dppen och f: U — R en funktion. Vi siger
att f dr en C*-funktion, k € N fizt, om alla dess k stycken partiella derivator
existerar och dr kontinuerliga. Vi skriver detta som f € CH(U).

Anmdrkning 20. Vi definierar C*(U) = (,—, C*(U), och séger att f € C>*(U) ar
slat pa U, eller bara C* pa U. n

Sa hur gor man da for en funktion f: U — C, diar U C C ar 6ppen. Jo, vi
siger att f € CK(U) om u,v € C*(U), déir f = u + iv.

Anmdrkning 21. Det mest fascinerande, som vi kommer se senare, ar att varje
deriverbar funktion &r faktiskt till och med C*>°. Jamfor detta mot det reella fallet,
dér en deriverbar funktion inte ens behdver ha en kontinuerlig derivata eller vara
deriverbar tva ganger, exempelvis f: R — R definierad genom f(z) = 2%/? &r
deriverbar i # = 0 men f'(x) = 3/22'/2 ir inte deriverbar i z = 0. O

Antag att f: Q — C &r deriverbar i punkten w € €). Definiera

Eftersom f &r deriverbar i w sa foljer det omgéende att lim, ., R(z) = 0. Omvént,
om lim,_,,, R(2) = 0 sa &r det klart att f &r deriverbar i w. Alltsa &r f deriverbar
i w om och endast om lim,_,, R(z) = 0. Vidare sa &r det inte sa svart att se
lim, ., R(z) = 0 &ar ekvivalent med f(z) — f(w) = f'(w)(z — w) + p(z) och
L p— 2 EZJ)‘. Detta séager att funktionen z — w — f(z) — f(w) kan approximeras
med den linjéra funktionen z — w — f’(w)(z — w), och felet vi far gar mot noll
dven da vi delar med |z — w|, dvs att felet gar mot noll snabbare dn vad |z — w|
gor.

Lat oss nu se att de derivatan &r linjar och att deriveringsreglerna fran den

reella analysen géller dven i det komplexa fallet.

Proposition 2.3. Lat f,g: Q@ — C wara deriverbara funktioner pa en dppen
mangd €2 och lat o, B € C. Da gdller att

1. af + Bg dar deriverbar med derivata of’ + Bq’.



2. fg dr deriwerbar med derivata f'g+ fq'.
3. Om g # 0 sa dr f/g deriverbar med derivata (f'g — fg')/g>.

Bevis. (1): Vi har for godtycklig w € Q att

(af +Bg)(w+h) — (af + Bg)(w)

Mo h -
~ lim a(f(w+h) = f(w)) Z Blg(w +h) — g(w)) _ of' (1) + B9 (w).

(2): Vi har for godtycklig w € Q att
fglw+h) — fg(w)

lim =
h—0 h
o £ W0 ) = J(wglw + 1) + S (w)glo + 1)~ flwglw) _
h—0 h

Sista likheten foljer fran att g ar deriverbar, sa den &r kontinuerlig, dvs att
limy,—0 g(w + h) = g(w).
(3): Lat nu g # 0. Betrakta f/g, som helt enkelt &r f multiplicerat med 1/g.
Det foljer fran (2) att
f /
(2) = rasm+ ssor

Vi méaste darfor hitta derivatan for 1/g. Vi har for godtycklig w € Q att

L /9w k) = (g)w) | glw) —glw+h)
h—0 h h—0 hg(w + h)g(w)
~ lim -1 gwth) —gw) -1,
— ;11—>0 g(w + h)g(w) L (g(w))2g (w) ,

ty g ar kontinuerlig. Det foljer direkt att
<[>’ _f9—1d
g 92

Det foljer fran ovanstaende sats och exempel 31 att alla polynom &r deriver-
bara. Vidare sa foljer det fran exempel 30 att ingen funktion pa formen z*2™ for
alla k > 1,m > 0 &r deriverbar.

]



Proposition 2.4. (Kedjeregeln)
Lat f: U — C, g: V — C vara deriwerbara funktioner pa éppna mdngder U,V C
C sd att f(U) C V. Dadrgo f: U— C deriverbar och

(go f)(w) =g (f(w))f (w).
Bevis. Lat wg = f(20) och definiera for w € V,
h(w) = { %ﬁfgyd — ¢'(wg) om w # wy |

0 om w = Wy

Da &r h kontinuerlig, ty ¢ &r deriverbar sa &ven kontinuerlig. Eftersom samman-
sdttningar av kontinuerliga funktioner ar kontinuerlig sa géller att

lim A(f(z)) = h(wy) =0,

z—20

ty wo = f(20). Lat nu w = f(z) varvid

(90 1))~ (g 1) = L2 ZI () g,

Alltsa ar
(90N (9o N _ o glw) —glw) f() = T(0) _
SCC RO CE SR

]

Ezempel 33. Betrakta funktionen f(z) = (3z + 1)!%. D4 &r enligt kedjeregeln
f'(z) =100(3z +4)% - 3. O
Vi ska nu gora en karakterisering av deriverbarhet i termer av de reell-virda

funktionerna u och v, om vi delar upp f i w + iv. Sa antag att f = u + v &r
deriverbar i w = x + iy. Da géller att

)t £ 1) = F0)

h—0 h

dar h kan ga mot noll hur det vill. Sig att den gar mot noll léngs realaxeln, dvs
om vi later h = hy + ihy s& &r hy = 0. D& ar

w(x + hy,y) +iv(x + hy,y) —u(x,y) —iv(x,y)

oL _
fllw) = ;}390 I =

~ lim U(x+h7y)—U(x,y)+Z.hm ve+hy —vlry) Ou i@ _

h1—0 h h1—0 hl ax Z=w ax zZ=w




Later vi nu h ga mot noll langs imagindraxeln sa ar hy = 0, dvs h = thy. Gor vi
samma utridkning som ovan sa far vi att
. Ou n v
_/L — —
oy oy
Eftersom gransviarden dr unika sa maste dessa ekvationer vara lika. Jamfor nu
real och imagindr varvid man ser att
du v ou ov
or Oy oy Oz’
Dessa ekvationer i termer av partiella derivator av u och v brukar kallas for
Cauchy-Riemanns ekvationer. Vi har visat foljande:

f'(w) =

Z=w Z=w

Sats 2.5. Lat f: Q — C, dar Q) C C dar dppen, vara en funktion. Om f = u+ v
ar deriwerbar pa €2 sa dar Cauchy-Riemanns ekvationer uppfyllda pa €2.

Men hur &r det med omvindningen. Om f = wu + iv uppfyller Cauchy-
Riemanns ekvationer, kommer da f vara deriverbar. Féljande sats svarar bitvis
pa denna fraga.

Sats 2.6. Antag att ) C C dr dppen. Lat f = u+iv: Q@ — C vara en funktion. Om
u,v € CH(R), och om f uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer dd dr f derierbar
pa §2.

Bevis. Se boken for ett bevis. [
INLAMNINGSUPPGIFT 33. Analysera beviset for Sats 2.6. Kolla speciellt
pa ndr villkoret att u,v € C1(Q) kommer in. Kan man konstruera en funktion f =

u + v dar u,v ar deriwerbara sa att Cauchy-Riemanns ekvationer ar uppfyllda,
men s att f inte dr deriverbar? Utred. Visa eller motbevisa.

Foljd 2.7. Antag att Q2 C C dr oppen. Lat f = u + 1w: Q — C vara en funk-
tion. Da dr f deriverbar om och endast om u,v dr C*(Q2) och uppfyller Cauchy-
Riemanns ekvationer.

Exempel 34. Lat f: C — C vara definierad genom f(z) = 2% Vi vet sedan tidi-
gare att denna ar deriverbar, men lat oss se att den uppfyller Cauchy-Riemanns
ekvationer. Vi har, om vi skiver om z = x + iy, att

f(z) =2* —y* + i2zy .= u(z,y) + iv(z,y).
Detta betyder att

ou ov
oy = —
ox dy
och
ou v
— =2y =——,
dy ox
sa Cauchy-Riemanns ekvationer ar verkligen uppfyllda. O]
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Ezempel 35. Lat z = x + 1y, och betrakta f: C — C definierad genom f(z) =
22 +y+i(y? —x) := u(z,y) +iv(x,y). Det dr klart att u,v dr bada C'. Vidare
sa galler att

ou ov

A

Ox x’@y 4
och

u_,__Ov

ody Oz’

sa Cauchy-Riemanns ekvationer ar inte uppfyllda 6verallt, utan endast pa linjen
y = x. Men méngden {(z,y) : y = x} innehaller ingen disk, s& f &r inte deriverbar
nagonstans. O

INLAMNINGSUPPGIFT 34. Lit f = u+iv. Dd vet vi hur Cauchy-Riemanns
ekvationer se ut, atminstone i rektanguldra koordinater. Visa att Cauchy-Riemanns
ekvationer dr ekvivalent med att siga att

ou 1@ b ov 10u

o ro0 "M T o

1 poldra koordinater.

Vi ska nu visa satsen i boken som séger att om derivatan ar identiskt noll
for en funktion sa ar funktionen konstant. Bokens bevis bygger egentligen pa en
sats fran den reella analysen, sa vi har valt att bevisa satsen med mer komplexa
metoder. Lagg marke till bevismetoden for satsens bevis, som ar ofta vanlig; man
visar en sak lokalt forst (i en boll), och dérefter anvéinder man detta for att visa
det generella resultatet.

Sats 2.8. Antag att f: D — C, dir D C C dr ett omrade, dr deriverbar och att
f'=0pa D, da dar f konstant pd D.

Bevis. Lat B(a,r) vara en boll kring a € D med radie r. Da ligger denna boll helt
inne i D, eftersom D &ar 6ppen, och kom ihag att en boll &r sammanhéngande.
Tag nu en godtycklig punkt b € B(a,r). Om vi visar att f(a) = f(b) si kommer
detta betyda att f ar konstant. Eftersom B(a,r) dr sammanhéngande sa kan vi
hitta en kurva mellan a och b, som bara bestar av vertikala och horisontella linjer,
som ligger helt inne i B(a,r). Om det finns en hérnpunkt, kalla denna c. D4 &r
¢ =a+ h och b= c+ ik for nagra h,k € R. Vi kan anta att h > 0, eftersom
annars ar det bara att byta roll pa a och c. Satt

g9(x) = fla+ ).

Detta ér en funktion i en reell variabel och &r definierad i en omgivning av [0, h].
For x € [0, h] betrakta

g'(z) = i 9@ —9(@) _ . flaty) — flata)

=flla+z)=0,
y—r Y —x Yo y—



eftersom f € O(B(a,r)) och f/ = 0 pa B(a,r). Alltsa ar g konstant pa [0, h,
eftersom g ar reell. Detta ger att

P& samma sétt sa far vi att f(b) = f(c) sa f(a) = f(b), vilket ger att f &r
konstant pa B(a,r).

Lat oss nu betrakta vart omrade D. Fixera ett a € D och tag en godtycklig
b € D. Eftersom D &r sammanhéngande sa kan vi hitta en kurva v mellan a och
b. V&lj nu, for varje p € «, en boll B(p,r) som ligger helt inne i D. Detta &r
forstas mojligt eftersom D ar 6ppen. Observera att alla dessa bollar kommer att
tacka v, och eftersom Im(vy) &r kompakt (v &r ju kontinuerlig och definierad pa
ett kompakt intervall) s& kan vi vélja ut ett dndligt antal av dessa bollar. Enligt
varat lokala resultat for en boll sa kommer f vara konstant pa alla dessa bollar.
Eftersom vi har ett dndligt antal bollar sa kommer f vara konstant pa hela ~.
Pa grund av att b var godtyckligt vald, sa drar vi slutsatsen att f ar konstant pa
hela D. [

Villkoret med en sammanhéngande méangd ar viktigt i satsen ovan. For t.ex.
om f &r konstant 0 pa en 6ppen méngd A och 1 pa en annan 6ppen méngd B,
och A och B ér disjunkta, sa dr f' =0 pa AU B men f(a) # f(b) for allaa € A
och b € B.

INLAMNINGSUPPGIFT 35. Antag att Q C C dr ett omrdde och lit f,g: Q —
C wara deriwerbara. Visa att om ' = ¢' s ar f — g konstant.

INLAMNINGSUPPGIFT 36. Antag att f: Q — C, Q ett omride i C, dr
deriverbar. Antag vidare att |f(z)| dr konstant pa Q. Visa att f dr konstant pa
Q.

Resten av avsnitt 2.1 kan ni lasa sjalva. Mark vl att det d&r OK att derivera
innanfor summationstecknet sa lange hela serien definierar en deriverbar funktion.
Observera ocksa att determinanten av Jacobianen for en deriverbar funktion alltid
ér lika med beloppet av derivatan i kvadrat, dvs |J(f)| = |f|> > 0.

Integration, Green-Gauss integralsats, Cauchys
integralsats och Cauchys integralformel

Integration definieras genom Riemannsummor, dvs via 6ver- och undersum-
mor. Detta ar ni vialbekannta med, sa jag ska inte plaga er med det. Daremot sa
ska jag dra en annan definition av integral. Lat f = u + v vara en kontinuerlig
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funktion [a,b] — C, dér w och v &r kontinuerliga funktioner pa [a,b]. Vi definierar
integralen 6ver [a,b] genom

/ab F(t)dt = /abu(t)dt i /abv(t)dt.

Detta ligger i grund for definitionen av kurvintegraler, men forst tédnkte jag dra
lite mer terminologi och egenskaper for kurvor.

Definition 2.9. En kurva v: [a,b] — C kallas for en styckvis C'-kurva om det
finns en dndlig partition

a=a<a; <---<a,=5b
sa att for varje 5 =0,1,...,n—1 gdller att

7|[aj,aj+ﬂ € Cl([aj7 ajJrl])'
Exempel 36. Lat «: [0,1] — C vara definierad genom
1+(1-8)i 0<t<1/4
(3-8t)—i 1/4<t<1/2

() = —1+(5-8t)i 1/2<t<3/4 "
~(T—8t)+i 3/4<t<1

Detta ir en styckvis C!-kurva pé [0, 1]. Om ni ritar en bild av denna kurva s ser
ni att det ar en kvadrat med horn i (1 +14), (=14 14),(—1 —14) och (1 —3). O
Om vi definierar summan av tva kurvor 7;: [a,b] — C och ~,: [b,¢] — C
genom
7)) ,tela,b
+ ) (t) =
(71 72)( ) { ,}/2(75) 7 tE]b, C]

s& ser vi att om v: [a,b] — C &r en styckvis C'-kurva, sa ir

Y= 7|[ao,a1} +oeee 7|[an71,an]'

Kan man lagga ihop kurvor sa kan man forstas dra ifran kurvor, och en negativ
kurva dr inget annat &n samma kurva fast 4t motsatt hall, dvs om ~y: [a,b] — C
dr en kurva sa definierar vi (—v): [a,b] — C genom

(—7)(t) =~(a+b—1)

som genomloper samma punkter fast i omvéind ordning.

Nagot som ar viktigt men vildigt enkelt och intuitivt ar Jordans kurvsats som
ger oss en orientering av kurvor. Jordans kurvsats sdger att en sluten, styckvis
Cl-kurva i C delar planet i tvd omraden, nimligen i det inre och det yttre. Om
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det inre &r till vanster da man ror sig langs en kurva sa sédger vi att kurvan ar
positivt orienterad, annars sa ér den negativt orienterad.

Slutligen sa kan man maéta lingden av en kurva, som borde inte vara forva-
nande for nagon. Det dr ndmligen precis samma sak som ni har lart er under
tidigare analyskurser. Lingden av en C'-kurva v: [a,b] — C ges av

b
1) = [ b

En viktig egenskap hos langdfunktionen &r att den &r oberoende av val av para-
metrisering av kurvan . (Langdfunktionen &r alltsé invariant definierad!) Lat oss
visa detta.

Proposition 2.10. Lat v;: [a,b] — C vara en parametrisering av en kurva, och
lat ¢: [c,d] — [a,b] vara en strikt vazande funktion sd att o(c) = a och ¢(d) = b.
Dé dr vo(t) = y(p(t)): [e,d] — C en annan parametrisering av samma kurva
som 7y, och

(1) = 1(72).

Beuwis. ; .
t02) = [P0l = [ bieo)e @l
enligt kedjeregeln. Eftersom ¢ &r vixande sa ar ¢'(t) > 0, vilket ger att
d
102) = [ lel)le 0

Gor nu variabelsubstitutionen s = ¢(t), sa ds = ¢'(t)dt. Da blir de nya integra-
tionsgrénserna ¢(c) = a och p(d) = b, sa

() = / 72 ()lds = L(7).

Exempel 37. Lat v: [0,1] — C vara definierad genom v(t) = €2™. D4 &r

1 1
I(y) = / |2mie*™|dt = 27T/ 1dt = 27.
0 0

Lat oss gora en annan parametrisering av enhetscirkeln:

Ezempel 38. Lat v: [0,27] — C vara definierad genom ~(t) = e*. D4 ér

21 2m
l(y) = / |ie™ |dt = / dt = 2.
0 0

Sa ldngden av en kurva ér oberoende av parametrisering, som propositionen ovan
visade. [l
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Definition 2.11. Antag att f: U — C dr en kontinuerlig funktion definierad
pi en dppen mingd U C C. Lit v: [a,b] — C vara en styckvis C'-kurva med
v([a,b]) C U. Da definierar vi integralen av f lings med vy genom

/7 = f f()dz = Z / PO ) ()t

dira = ap < a1 < -+ < a, = b ar partitionen av [a,b] fran definitionen av en
styckvis Ct-kurva.

Anmdrkning 22. Man anvinder ibland beteckningen § for att séga att det &r en
kurvintegral. ]

Denna defintion visar sig vara "vettig”, eftersom den &r oberoende av val av
parametrisering av kurvan 7. Jag lamnar detta som en 6vningsuppgift (jamfor
Proposition 2.10).

INLAMNINGSUPPGIFT 37. Visa att defintionen av integralen av f lings
v inte beror pa val av parametrisering av vy, dvs om ¢: [¢,d] — [a,b] dr en strikt
vdzande funktion och T =~y o : [c,d] — C ar en annan parametrisering av vy sd

ar
jlef

Exempel 39. Lat y(t) = €' vara en kurva definierad pa [0,27]. Om i deriverar
s& far vi 7/(t) = ie. D& blir, enligt definition,

27 27
]{Edz = / e geldt = z/ dt = 2m1.
vy 0 0
O

Nu till ett exempel som &r valdigt viktigt, som speciellt kommer vara viktigt

{Or oss senare.
it

Exempel 40. Léat () = e" vara en kurva definierad pé [0, 27]. D& ar 7/(t) = ie®,

S&
2 2
j{z"dz = / (") ie'dt = z/ et gt
vy 0 0

Vi far da tva fall:
Fall 1: (n # —1)

Da ar )
(n+1)it 74T 1 )
%z"dz =3 |:€—:| - (6(n+1)127r _ 60)) = 0.
. (n+1)il, n+1

2T
%z"dz = z/ dt = 2.
0 0

13
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Alltsa ar
fz"dz:{o. n -l .
. 2., n=—1.

INLAMNINGSUPPGIFT 38. Lit zp € C och ¢ > 0 vara fizerade. Lit
v: [—1,1] — C vara kurvan parametriserad genom

]

Y(t) = zo + itc.

Forax >0 lat o = zg+ x och = zg — x. Berikna

1 1
lim ( — )dz.
=0 J \z—a z-0

Om v = v, +- -+, ér en styckvis C'-kurva, s definierar man att integralen
over vy att vara samma sak som att integrera 6ver de olika delarna och ldgga ihop
delresultaten, dvs

/vf(z)dz:/m f(z)dz+---+/ynf(z)dz.

Speciellt betyder detta att om vi vill berdkna integralen 6ver en kurva v som vi

genomloper n ganger, sa blir
/ f = n/f?
n-y v

dar n -y ar kurvan v som genomlops n ganger.
Anmdrkning 23. Om vi vill berdkna f(ﬂ) f sa ar detta samma sak som att berak-
na — j;w f O

Tva olikheter som ar anviandbara lite da och d& ar

‘ [ sz| < [ 15102

och |f(z)| < M for alla z sa ér [ |f|dz < [ M. Vi ska nu anvinda dessa olikheter
for att visa foljande vélkénda sats:

Sats 2.12. Lat f: U — C, U C C dppen, vara en kontinuerlig funktion, och lat
v vara en styckvis C'-kurva pd [a,b]. Antag att det existerar en konstant M > 0
sa att | f(2)] < M for alla z pa ~v. Dé gdller

Af(z)dz

<M -1(v).

14



Beuwis.

_ /abm(t))v'(t)dt\g [ 1w = [ sl <

b
gM/hww:Mﬂw,

Lf(z)dz

Foljd 2.13. Lat f: U — C wvara en kontinuerlig funktion pa den éppna U C C,
och ldt v vara en styckvis Ct-kurva. Dé giller

sa
<M -1(v).

]

fdz

< sup |f(2)]-1(7).

zevy(t)

Exempel 41. Lat oss visa att ‘ f7 %dz‘ < me da v ar 6vre halvan av enhetscirkeln.

Vi ska anvianda oss av Sats 2.12. Vi borjar berdkna ldngden av 7:

:/IﬂMﬁZ/uﬁwzfdhm.
0 0 0

. o o . . . . . z ° o .
Dérefter sd maste vi hitta en 6vre grans for < pa . z pa v kan skrivas som

2 =e" = cost +isint, si

z ecost+dsh1t cost

(&

z

(&
= 1 Se,

eﬁ

eftersom 0 < cost < 1. S& om vi sdtter M = e sa far vi att
6Z
/ —dz
y 2
O

Exempel 42. Lat v vara linjesegmentet fran 0 till 1+ ¢, som kan definieras genom
v(t) = (144t for ¢ € [0,1]. Da &r

1
:/ﬁuwﬁ:
0

Vidare, pa vy s& giller att |2%| = |2]? < |1 + i[> = 2. Detta ger att

/z2dz < 2V/2.
.
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Ezempel 43. Lat v vara cirkeln |z| = R for R > 1. Lat m > 1 och n > 0. Vi har

att
2" = B"

pa v samt att
2™ =1 > ["|—-1=R" -1

/ i dz
7zm—l

INLAMNINGSUPPGIFT 39. Visa att

pa 7. Detta ger att

27TRn+1
< .
- Rm—1

a) Om vy ar cirkeln |z| = 3, sa ar

/dz
5| <
L 22—

b) Om~=R+2mit, 0 <t <1, R>0, sd dar

3T

1

/ e¥*dz < 2med3ft
S1+er| T et -1
c) Om~=it, 0 <t <1, sdar
/esmzdz < 1.
v
d) Om R # |a| sd gdller att
/ 1 del < 2R
—_— Az < .
=g (2 +a)(z —a) |R? — [a]?|

Nu ar det dax for en hojdpunkt, namligen en variant av Integralkalkylens
huvudsats:

Sats 2.14. Antag att U C C dr en dppen mdangd och att v: [a,b] — C dr en
styckvis Ct-kurva sd att y([a,b]) C U. Om f: U — C dr deriverbar sa gdller att

t%f@ﬂszW@D—fww»

16



Bewis. Det ar tillrackligt att visa satsen for en del av kurvan v, sa vi antar att v ar
en C'-kurva. Vi borjar med att observera att fo~: [a,b] — C &r en C'-funktion.
Lat f oy =u+ . Da ger kedjeregeln att

(f o) () = f' (V)Y (1) = '(t) + i/ (2).

Detta ger att

]{ or

Y aZ z

= u(b) —u(a) +i(v(b) —v(a)) = u(b) +iv(b) — (u(a) +i(v(a)) = F(7(b)) = f(v(a))-
O

:/abf’(y(t))y’(t)dt:/abu’(t)dtJri/abv’(t)dt:

Lat oss kolla pa ett liatt exempel pa denna sats.

Exempel 44. Lat ~ vara enhetscirkeln e, 0 < t < 27. D4 ar 7/(t) = ie®. Om
f(z) =5 sa ér f'(z) = z. Lat oss kolla pa hoger respektive vénsterledet i satsen:

27 ) ' o ' 1 ‘
VL= %f/(z)dz = fzdz — / eltieztdt — Z/ e2ztdt —_ _[62zt]g7r —0.
v Y 0 0 2

HE = f(3(2m)) — F(7(0)) = (e -

sa fv zdz = 0, men det visste vi redan. ]

INLAMNINGSUPPGIFT 40. Lit f € CY(B(0,1)) vara sidan att |f'(z)| <
M for alla z € B(0,1). Visa att

f(22) = f(21)] < M|z2 — 2]
for alla zy,zo € B(0,1).
Vi kan nu ge ytterligare ett bevis av att Sats 2.8.

Foljd 2.15. Antag att U dr ett omrade i C och antag att f: U — C ar deriverbar
med f'(z) =0 pa U. Dé dr f konstant pa U.

Bevis. Fizera zy € U. For z € U sa finns det en Cl-kurva v: [0,1] — U si att
7(0) = 2z och (1) = z (Varfor?). Da ger foregaende sats att

F(z0) — £(2) = F(1(0)) — F(7(1)) = 74 f(z)dz = f 0d= =0,

sd f(z0) = f(z). Men eftersom z var godtycklig s& ar f konstant. O

17



Lat oss nu diskutera Green-Gauss Integralsats ett tag. Satt
Q:={(r,y) eER*:a<z<b, c<z<d}

Observera att detta ér en 6ppen méangd. Om ni ritar en bild 6ver denna méangd
s& ser ni att det dr en rektangel utan sidor, en sa kallad 6ppen rektangel. Lat f €
C(Q2), dvs f ar kontinuerlig pa den slutna rektangeln. Betrakta dubbelintegralen

/ | fdudy

Kom nu ihag Fubinis sats:

Sats 2.16. (Fubinis sats) )
Lat Q C R? vara en dppen rektangel som ovan, och antag att f € C(Q). Dd giller

J[ sy~ | b ( / df(x,wdy) i~ [ d ( / bf(x,y>dx)d

Sats 2.17. (Starkare Fubinis sats) )
Lat Q C R? wvara ett omrdde, och antag att f € C(Q).

(a) Om Q dr méingden {(z,y) e R? :a<x <b, g1(x) <y < go(x)} sd giller

it
e ([ )

(b) Om Q dr méingden {(z,y) € R?: hy(y) <z < haoly) , ¢ <y < d} si giller

tt
a J[ sty = | d ( / h(()) f(x,y)dfv> dy.

Anvénder vi nu Fubinis sats och Integralkalkylens huvudssats sa far vi Green-
Gauss integralsats for rektanglar.

Sats 2.18. (Green-Gauss integralsats for rektanglar)
Antag att Q Gr en dppen rektangel och antag att f € CY(Q). Dd gller att

//admdy—/fbydy /faydy—/fbydy+/fay
// fd:zcdy— /fxcdy+/fxd —/abf(:p,c)dy—/baf(%d)dy

18



Lat nu 2 C C vara en begrinsat omrade. Da ar det klart att 02 utgor ens
kurva. Vi siger att 09 ér C* om kurvan som utgér randen &r C* for 1 < k < oo.
Om rand-kurvan endast &r styckvis C¥, sa séiger vi att randen &r styckvis C¥. Om
randkurvan ar postivt (negativt) orienterad s& séger vi att randen &r positivt
(negativt) orienterad. Denna terminologi gor att vi kan formulera en Green-Gauss
sats for mer generella omraden:

Sats 2.19. (Green-Gauss integralsats for omraden)
Antag att Q C C dr ett begrinsat omrade med styckvis C*> rand och antag att

f €CYQ). Da giller att
// gdmdy = / fdy
o 0z a0

// gdxdy =— fdx.
o 0y o0

Eftersom randen for en rektangel {(z,y) € R2:a <2z <b, ¢ <y < d} ér
lika med en kurva som gar fran (a,c) till (a,d) till (b,d) till (b, c) till (a,c), s&
foljer Green-Gauss sats for rektanglar direkt fran den generella Green-Gauss sat.
Gor detaljerna sjalv. Lat oss nu kolla pa en tillampning av Green-Gauss sats.

och

Sats 2.20. (Cauchys integralsats) )
Antag att Q C C dr ett begrinsat omride med styckvis C*°-rand. Om f € C1(Q)

sa galler att
/ fdz=0.
19)

Bevis. Lat f = u + iv. Bokens Propoisition 22 ger att

fdz = / (udzr — vdy) + z/ (vdz + udy).
B o9 B

Green-Gauss sats ger att

/ (udx — vdy) = // ( d:cdy — a—d:cdy)
9 0

ta—“:—%sé

//( i dy—g—dxdy> — 0.

Anvinder vi Green-Gauss sats pa |, o0 (vdx +udy) och direfter Cauchy-Riemanns
ekvationer sa far vi att d&ven denna integral blir noll, sa

Cauchy-Riemanns ekvationer ger at

fdz=0.
o9
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Anmdrkning 24. Vi kommer se en starkare formulering av Cauchys integralsats
senare, nimligen att f endast behéver vara kontinuerlig upp till randen och C!
pa det inre. 0

En foljd till Cauchys integralsats ér féljande proposition:

Proposition 2.21. Antag att Ann(zg, Ry, Ry) dr en oppen annulus i C, och antag
att f € CH(Q). Da gdller att
/ fdz
|z—z0|=r

Bewvis. Se boken. O]

inte beror pd valet av r.

Cauchys integralformel &r kanske den mest viktiga satsen inom denna kurs.
Den séger att vi kan uttrycka en deriverbar funktion som en integral av sig sjalv.
Ett sadant resultat finns inte inom den reella analysen, som kanske gér komplex-
analysen sa speciell. Har kommer en formulering och ett bevis.

Sats 2.22. (Cauchys integralformel)
Antag att Q@ C C ar et begrinsat omride med styckvis C*-rand och antag att
f €CHQ). Da gdller for varje z € Q att

1 f(©)
= — —=d
1) = 5 | Lac
ddr 0S) dr positivt orienterad.
Anmdrkning 25. Blanda inte ihop Cauchys integralsats och Cauchys integral-
formel. [l

Anmdrkning 26. Cauchys integralformel séger att randvardena for en deriverbar
funktion bestdmmer funktionen fullstdndigt pa hela omradet. O

Bevis. Betrakta integranden ¢(¢) = % Denna funktion ar inte definierad for

(=z Lat fore > 0
QEZQ\B(C75>

Da ger Cauchys integralsats att
/ gd¢ = 0.
00,

Observera att 092, = QU {|( — z| = e}, dar 99 &r positivt orienterad och
|C — z| = ¢ &r negativt orienterad. Detta betyder att

0= / gd¢ = [ gdc - gdC.
9. o0 lo—Cl=e¢
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Vi gor ett gammalt trick inom matematiken:

1O, [ O-TEE),.
/|z_¢|:aC—ZC /|z<| (—¢ ‘
_ 1), 1O -1z,
/|z<sC—ZC+/z<|— (—= -

Eftersom f(z) inte &r en funktion av (, sa far vi att

f()d d )
| = [ = s

Alltsa far vi att

ST 10 — £(2)
/mc_de—ﬂ)z +/Z_<_ T Ty,

Om vi visar att f\zfq f(g)

Ye. Vi vill nu visa att

( = 0 sa ar vi klara. Kalla den nya cirkeln for

: f(¢
1 d =
slgl*/ g— C 0
Sétt M = sup,eoq) [f(1:(t)) — f(2)]. Da giller att

(€)= f(2) |f(Q) — f(2)] _  _ vor
ng‘ﬁ/%wdgﬁ?l(%)— B = M2

Ye

Eftersom f € C!, si #r den speciellt kontiunerlig, sa

/% f(Cg:f(Z)dC’ _0

. fO-f&),.
hm/C—dC—O,

+ _
e—0 Ve z

lim M =0 och lim

e—0t e—0t

Detta ger att

sa satsen foljer. O

Anmdrkning 27. Delen %Z av integranden brukar kallas for Cauchy-kirnan.

¢

O

Ezempel 45. Lat oss berakna f - dér 7 ér kurvan |z + 1| = 2. Vi borjar med
att skriva om integranden:

22 22

4—22 (2—2)242)
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Funktionen f(z) = ;—2

— ar C! innanfor v, sd Cauchys integralformel ger att

) I I (G ) L
/74—22_ 72+2d2—f(_2)27”—2_—(_2>-2m—2m.

Exempel 46. Betrakta integralen

2241
[e=strme=%

dér ~y ar cirkeln |z — 3| = 1. Da ligger z = 3 innanfoér v men z = %1 ligger utanfor
7. Detta betyder att f(z) = zz—ﬂ ar C* innanfor . Nu ger Cauchys integralformel

" 1[G
z
3= [ g,
16) =55 L z—3"
Vi far alltsa 2, -
z°+ ™
dz =2mif(3) = —.
[Y(z—?))(z%—l)(z—l) 2

]

Vi har dven en Cauchys integralformel for derivator, men forst sa maste vi
komma ihag en sats inom analysen:

Sats 2.23. Lit Q C C ett omriade med C*®-rand och antag att f dr C* med
avseende pa y. Da gdller att

Fy)= [ f(z,y)dz
o0

dr C! med avseende pd y och

dF, . [ Of
d—y(y) = /89 a—y(m,y)d&

Sats 2.24. Antag att f beror kontinuerligt pa z € C och antag att f dr deriverbar
i ( =&+ 1in € C. Antag vidare att f dr C' med avseende pa € och n. Da dr

f(Q) = flz.Qdz
o0

G [ ¥
0= [ o

deriwerbar © ( och
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Anmdrkning 28. Bevisen av dessa satser hittar ni i bérjan av kapitel 4. O]

Den ovanstaende satsen sdger att under gynnsamma omsténdigheter sa kan
vi derivera under integraltecknet. Detta ger oss mojligheten att formulera och
bevisa Cauchys integralformel for derivator:

Sats 2.25. (Cauchys integralformel fér derivator)
Antag att Q@ C C ar elt begrinsat omride med styckvis C*-rand och antag att
f €CHQ). Da gdller for varje z € Q att

d'f .« _ K f(©)
ﬁ(z) _/89 (C—dev

 2mi —2)
ddr 0) dr positivt orienterad.

Beuvis. Vi kan derivera under integraltecknet i Cauchys integralformel, och efter-

som i
& FQ RS
dzF (¢ —2)  (C—2)*!
sa foljer resultatet omedelbart. m

Anmdrkning 29. Resultatet ovan siger att varje deriverbar komplex funktion till
och med har derivator av alla ordningar. O

INLAMNINGSUPPGIFT 41. Berdikna
a)
/ 2 73dz
|z]=1

1
/lz_nzm CETEEET

1
——dz
[z—z0|=R (2 = 20)"
for alla k € Z
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