Kapitel 3

Lasanvisningar till kapitel 3

Den moderna vagen till holomorficitet och dess
konsekvenser

Vi ska i detta kapitel definiera ett begrepp som kallas holomoficitet, och det
kommer visa sig att vara precis samma sak som deriverbarhet. Darefter sa ska vi
formulera om vissa satser vi visade i forra kapitlet samt visa nagra kompletterande
satser. Vi vill borja med att forscka definiera de komplexa deriveringsoperatorerna

% och a%' Vad vill man att dessa ska uppfylla? Jo, det ar naturligt att de ska
uppfylla
%z =1, %Z =0
och
%z =0, ;2 =1
Ansétt, for z = z + 1y,
0 0 0
5 = "% + ba_y
och
— Ci + dg
0 ox dy

Da giller att
1= 2z: (ag—irbg) (x +iy) =a+id
Y

och

_ 9, 0 . :
0:&2— (a%—l—ba—y) (x —iy) = a — ib.

Dessa ekvationsystem ger a = 1/2 och b = —i/2. Liknande utrikningar ger att
c=1/2 och d =i/2. Alltsa sa definierar vi
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Definition 3.1. Lat f: U — C, U C C éppen, vara en C'-funktion och lit
z=x+yi. Da definerar vi

och
0 1 /0 w 0 f
—f===—+i1=)f
0z 2 \0x Oy
Observation 3. Observera att minustecknet hamnar pa a% och inte pa %. [l

Anmdrkning 30. Ni har sett detta sitt att definiera saker tidigare, ndmligen
nér vi definierade e*. Man definierar ett objekt utifran vad man vill att de ska
uppfylla. O]

INLAMNINGSUPPGIFT 42. Visa att differentialoperatorerna % och a% ar
bada komplexlinjdara, dvs

0 0 0
&(af + Bg) = a&f + 5&9

. 1 .9
for alla o, 3 € C och f,g € C'(U), och samma sak for .
Vi kan nu definiera holomorficitet pa ett nytt satt.

Definition 3.2. Lit f € CY(U), U C C éppen. Vi siger att f dr holomorf om
0
—f=0.
83f

Detta betecknar vi med f € O(U).

Observation 4. Ett annat sétt att sdga att f ar holomorf ar att den ligger i kiirnan

till operatorn 8%. O

INLAMNINGSUPPGIFT 43. Lit Q C C vara ett omride och lit f,g: Q —
C wvara C*(Q). Betrakta f o g dér det dr definierat, och utred kedjereglerna:

L(rog)
och 5
g(fo )

dvs hitta formler for dessa. Forenkla dessa formler da

(a) f,9€0(9Q)
(b) g € O(Q)



(c) f,5€0(Q)
Som ni ser sa bygger holomorficitet pa att det inte far finnas nagot z i funk-

tionen. Detta har vi sett tidigare da vi definierade deriverbarhet. Vi kan nu latt
visa att

Sats 3.3. Lat Q2 C C vara ett omrade. Lat f = u+iv: Q — C vara en funktion.
Da dr foljande ekvivalent:

(a) f dr holomorf
(b) f dr deriverbar

(¢) f uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer

nu visa ekvivalensen mellan (¢) och (a).
i (Ou N ov
2\0y 0x)’
dvs at = 5y 5y =

Bevis. Vi har redan sett ekvivalensen mellan (b) och (c¢) i férra kapitlet. Vi ska
Antag forst att f € O(Q). Da giller att
of 1[0 .0 . Ju Ov
O—£—§<%+za—y)(u+w) (%_6_3/>+
t au __ Ov och ou __ _gv
Omvant om Cauchy—Rlemanns ekvationer haller pa 2, sa betyder det att

of _1(0u_ovy i (ou o0y
0z ox Oy oy Ox ’

sa f € O(Q). O

Anmdrkning 31. Det ar oftast % = 0 som kallas for Cauchy-Riemanns ekvationer
i komplex analys branschen. Da skriver man df = 0, dir 0 uttalas d-streck.
Ekvationen 0f = 0 kallas &ven for den homogena Cauchy-Riemann ekvationen,
ty man kan ha ett hogerled som inte dr noll utan en annan funktion g. Da kallas

ekvationen 0f = ¢ for den inhomogena Cauchy-Riemann ekvationen. m
Foljd 3.4. Om f: U — C ar holomorf, U C C oppen, sa dr

0 0 0

—f==f=—-i—F.

0z ox dy

Bews. Eftersom f ar holomorf sa &r
0 1/0 .0
0= 8zf 2 ( T ) I

o ¢ _ 0 . -
dvs 5-f = Zayf' Vidare sa ar

s 0 r_ 0
sa o f =g [ O]



INLAMNINGSUPPGIFT 44. Lit f,g € O(C) och antag att f(x) = g(x) for
alla x € R C C. Visa att f(z) = g(z) for alla z € C.

Definition 3.5. En funktion som dr holomorf pa hela C kallas for en hel funk-
tion.

Exempel 47. Exempel pa hela funktioner &r e, sin z, cos z och alla polynom. [J

Ezempel 48. Vi ska visa att sin®z + cos?z = 1. Sitt f(z) = sin®z + cos® 2.

Eftersom sin z och cos z dr hel sa dr #ven sin? z och cos? 2 hel, vilket ger att f(z)
ar hel. Derivering ger att

f'(z) =2sinzcosz — 2cossinz =0,

sa eftersom C dr sammanhingande och 6ppen sa betyder det att f ar konstant.
Eftersom f(0) = 1 sa betyder det att f(z) = 1 for alla 2. Alltsé &r sin® z+cos? 2 =
1. O

Lat oss betrakta Green-Gauss integralsats igen. Vi betraktar alltsa ett be-
gransat omrade 2 med styckvis C*-rand. For en snéll funktion f sa géller da

att 9
/ / —fdxdy = fdy
o Oz o0

//Q g—;jdxdy - —/mfd:p.

Lagger vi till /2 ganger andra ekvationen till halva den forsta sa far vi att

//%(% ) // L drdy = - e idy) = /mfdz.

P& samma sitt s& kan vi lagga till —i/2 till halva den forsta, varvid man ser att

// <(9_J:__) // = 21 e —idy) = | gz

Observation 5. Man definierar alltsa dz = dx + idy och d? = dx — idy, som ar
precis tvartom som vi definierade derlverlngsoperatorerna = och 5) Anledmngen
till detta dr att man vill att dz( ) 1 och dz (az) 1 och att dz( ) =
0 och dz( ) 0. Mer om hur sadanhéira operationer gors kan ni ldsa i en
dlfferentlalgeometri kurs. O]

och

Ga nu igenom bokens framstéllning av ett annat bevis av Cauchys integral-
formel. Beviset ér en aning tekniskt sa koncentrera er pa att forsta ideérna bakom
beviset. Dérefter sa kommer en valdigt viktig sats.



Sats 3.6. (Generella Cauchys integralformel) Ldat Q2 C C vara ett begrinsat
omride med styckvis C*-rand. Om f € CY(Q) sd gdller att

10 =5 [ S o [ P,

ddr 0N) dr positivt orienterad.

Anmdrkning 32. Med konventionen att dvdz = 0 och dydy = 0 och att dzdy =
—dydx sa blir d(d¢ = (dz + idy)(dz — idy) = —2idxdy. Detta betyder att den
generella Cauchys integralformel tar formen

dxdy ,
z

0 g f i L

dar 0N &ar positivt orienterad. Det &r denna framstéallning boken har. O]

Observation 6. Om f € O(Q) sa ar df = 0 sa vi far tillbaka den gamla hederliga

Cauchys integralformel:
_ f(Q)
f(Z)— 27@/@QC—ZC[C’

dar 0N &r positivt orienterad. O]

Det jag inte har tagit upp i dessa ldsanvisningar kan ni lasa sjalva i boken.
Gor sedan foljande inldmningsuppgifter:

INLAMNINGSUPPGIFT 45. Gor uppygift 45 i boken.
INLAMNINGSUPPGIFT 46. Gor uppgift 47 i boken.

Grenar for logaritmen och potenser

Eftersom boken inte gor nagon vidare framstéllning av grenar och holomor-
ficitet av grenar for logaritmen och potenser, sa ténkte jag dra nagra exempel
och satser (utan bevis), och ge nagra uppgifter pa det.

Sats 3.7. Logz € O(C\] — 00,0]) och 4 Logz =
och
Sats 3.8. Varje gren av log z dr holomorf.

och



Sats 3.9. Det finns ingen gren avlogz i C\ {0}.

Ezempel 49. Vi ska bestdmma ett omrade dér f(z) = Log(3z — i) dr holomorf.
Lat g(z) = 3z — i. For principalgenen sa far inte g(z) < 0, s& vi ska bestdimma
de punkter déir detta hander till att borja med. Lat z = x + iy varvid

3z + i3y —i <0
betyder att < 0 och y = 1/3. Sa f &r holomorf pA C\{z =z +iy: 2 <0, y =
1/3}. O

Exempel 50. Vi ska finna en gren till log(z? + 1) som &r holomorf i z = 0 och
antar viirdet 2mi dir. Lat f(z) = logg(z) dir g(z) = 2% + 1. Det ér tillrickligt
att hitta en gren av logaritmen som &r holomorf i g(0) = 1 och antar virdet 2mi
dér. Vi vet att varje gren av logaritmen &r holomorf. Lat

L. (z) =In|z| +darg, ,

dér arg, dr grenen |7, 7 + 27]. D& dr £.(z) en holomorf gren till logaritmen. Vi
ska alltsa hitta 7 s& att £.(g(2)) = 2mi i 2 =0, dvs vi ska l6sa ekvationen

2mi = In|1| +darg, 1 =jarg, 1 <= 27 = arg,l.

Denna har 16sning 7 = m 4+ 27k, k = 0,£1,42, ..., sa vi kan t.ex. vilja 7 = 7.
Alltsa &r £,(g(z)) en holomorf gren till f(z) som antar vérdet 27i iz =0. [

INLAMNINGSUPPGIFT 47. Betrakta exemplet ovan, och hitta en gren till

log(2® — 2) som dr holomorf i z = 0.

Ezempel 51. Vi ska nu hitta en gren till (22 — 1)1/2 som &r holomorf for |z| > 1.
Vi ska alltsa hitta en funktion w = (22 — 1)/2 som &r holomorf for |z| > 1 sa att
w? = 22 — 1. Observera att vi inte kan vilja principalgrenen, som #r

e1/2.Log(z2—1)

Y

ty 22 —1 < 0 betyder att —1 < x < 1 och hela y-axeln. Betrakta istéllet z(1 —
1/ z2)1/ 2. Den uppfyller att w? = z? — 1. Principalgrenen for denna &r

el/2Log(1-1/2%)

Denna ér definierad for z € [—1,1], ty 1 — 1/2? < 0 ska vara uppfyllt. S& funk-
tionen w = f(2) = z(1 — 1/22)/2 &r en gren till (22 — 1)/ som &r holomorf for
|z] > 1. O

Ezempel 52. Vi ska bestimma den stérsta éppna mingd (2 sa att (1 — 22)/2 blir
holomorf. Per definition s ges Q av de z € C s& att 1 — 22 ¢] — 00, 0], si vi ska



borja kolla vilka z som uppfyller att 1 — 2% €] — 00, 0]. Sétt z = x + yi, da far vi
att
1—22=1—2%+9* — 22yi.

For att 1 — 2% €] — 00, 0] s& méaste xy = 0, vilket ger tva fall:
Fall 1: (z =0)
Da har vi att
1—22=14+¢*>1.
Fall 2: (y =0)
Da har vi att
1—22=1—2%,
sa 1 — 2?2 = 0, vilket betyder att |z]| > 1.
Om vi slér ihop fall 1 och 2 s& far vi att den storsta méngden si att (1— z2)
blir holomorf &r

1/2

Q={zeC:|z|] <1 och/eller y=0}.
[l

INLAMNINGSUPPGIFT 48. Var dr f(z) = (e* + 1)/2 holomorf? Hitta
mdangden ddr f dar holomorf.



