Kapitel 4

Lasanvisningar till kapitel 4

Taylors sats samt Cauchyuppskattningar och
nagra konsekvenser

Taylorserier &r nagot ni ar bekannt med sedan era reellanalyskurser. Hojd-
punkten i detta avsnitt sdger att holomorfa funktioner har en Taylorutveckling.
Men lat oss borja lite lungt.

Om f: R — R &r en C*™ funktion, da har f en formell serieutveckling

for fixt p € R. Det som kanske bor noteras ér att det inte &r nagon garanti att
denna serie konvergerar for nagot x forutom x = p. Om serien konvergerar for
nagot x # p sa kan vi inte siga att serien ar lika med f(x).
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Exempel 53. Lat f: R — R vara definierad genom

f(x):{ 8—1/902 , x#£0 .

, =10

Vi har att f & C*°(R) med 0 = f'(0) = f”(0) = ---. Alltsa ar Taylorserien av f
kring p = 0 lika med
0+ 0z + 02 + - .

Denna ar konvergent for alla x och summan &r identiskt lika med noll. Men
f(z) =0 endast om z = 0. O

Efter denna utvikning lat oss kasta oss in i Taylors sats.



Sats 4.1. (Taylors sats)
Om f € O(B(zo, R)) sa har f:s Taylorserie

o p(k)(,
> ! k<l 0)(2 — )"
k=0 ’

konvergensradie atminstone R. Vidare sa konvergerar Taylorserien mot f(z) for
varje z € B(zp, R).

Bevis. Vi ska forst visa att Taylorserien konvergerar likformigt pa B(zg, ) om
0 < r < R. Tag darfor ett » < p < R och lat v vara cirkeln runt 2z, med radie p,
s& v #r enkel, sluten, positivt orienterad C!-kurva. Da ger Cauchys integralformel
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om |z — 29| <. Vi ska borja med att skriva om integranden. Vi har att
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och eftersom vi integrerar de  som ligger pa + har vi att
|z — 20| <7 < p=|C— 2
Z — 20

¢— 20

Nu kan vi anvinda oss av en geometrisk serie, dvs att

f: Z— 2 k_ 1
(—2) 1-—zZ=2

k=0 ¢—20

< 1.

Detta ger att
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Sétt nu M = sup|,_, <, |f(2)]. Da dr M < oo. Lat
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Vi har nu skrivit om integranden som

=> £l

Eftersom @ < 1 sa ar

i M (|Z — 2ol ) ¥
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en konvergent geometrisk serie. Nu ger Weierstrass M-test att

> /()
k=0

konvergerar likformigt pa B(zo, p).
Vi far nu att

)= 5 [ e o | > Q)G - 227” [

k=0

eftersom serien konvergerar likformigt. Vidare sa far vi att

Z—Zo Z—Zo f(C) o _
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enligt Cauchys integralformel for derivator. Detta ger att

O fk)
=D ! 1{;(120) (2 — 20)"
k=0 '
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Anmdrkning 33. Beviset for Taylors sats ar viktigt, eftersom det innehaller sa
manga delar av kursen. [l

Observation 7. Beviset ger att Taylorserien konvergerar pa varje sluten boll med
mindre radie. Eftersom en sluten boll ar kompakt, sa konvergerar Taylorserien
likformigt pa kompakta delméngder till B(z, R). ]

Anmdrkning 34. En Taylorserie kring origo brukar kallas for en Maclaurinserie.
O



Ezempel 54. Lat oss borja kolla pa f(z) = e?, och lat oss forsoka hitta en Maclau-
rinserie for f. (Boken definierar e i termer av dess Taylorserie, men lat oss se att
vi far samma resultat hiir.) Vi har att f(0) =1, f5(0) =1 for alla k > 1, sa

OOZ
=2

O
Fxempel 55. Lat oss forsoka hitta en holomorf funktion f som uppfyller att
d
T sif(z)
i en omgivning till origo, sa att f(0) = 1.

Eftersom f &r holomorf s maste den ha en Maclaurinserie. Vi har att f(0) =1
och f'(0) = 3i - £(0) = 3i. Derivererar vi & = 3if(z) igen sa far vi att f*(0) =
(3i)%, s&

- (3iz)*
X
k=0
Anvinder vi oss av det ovanstdende exemplet si far vi att f(z) = €3, ]

Exempel 56. Lat g: [0,2] — C vara kontinuerlig och definiera

F(z):/o e*g(t)dt.

Vi ska visa att F' ar hel och hitta dess Maclaurinserie.
Lat z vara fixt och definiera h(t) = e** for alla ¢t € C. D& &r h en hel funktion
it,sé
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konvergerar likformigt pa varje sluten disk B(0,r), si konvergensen &r speciellt

likformig for ¢ € [0,2]. Eftersom ¢ &ar begrénsad, ty den &r definierad pa en
kompakt, sa kan vi multiplicera h med g utan att stora konvergensen. Detta

betyder att
o0

[e=]

k
som konvergerar likformigt for ¢ € [0,2] och fixa z. Da far vi att

F()_/ e h(t)dt = ZZtkl

0 k=0



Eftersom vi har likformig konvergens sa kan vi byta plats pa summationen och
integralen sa vi far att

P =Y (/02 tkg(t)dt> -

k=0
Detta ar Maclaurinserien for F' och den konvegerar for varje z, sa F' ar hel. [
Ezempel 57. Lat oss nu titta pa funktionen f(z) = log(1+-z). Vélj principalgrenen
for log z varvid f blir holomorf pAa C\ {z = z 4+ iy : y = 0, < —1}. Taylors
sats ger att konvergensradien for Taylorserien kommer vara > 1. Vi ska visa att
konvergensradien ar precis 1. Vi vet att

f(0) =logl=0.
fz) = s f(0) =1
1+ 2
1
/i — Q 1 0 — _1
6=~ s SO
" (k — 111"
— DI(=1)*~
k " k—1
f7(2) (L sa. f7(0) = (k= 1)i(-1)
Alltsa &r f:s Taylorserie
0 fk 0 Zk & -1 k—lzk
e =S = =S
k=0 ’ k=0
Om z = —1 s& far vi en serie ) .-, %, vilket betyder att serien divergerar
da. Detta betyder att konvergensradien ar < 1, sa eftersom vi redan visste att
konvergensradien var > 1 sa far vi att konvergensradien precis ar 1. [l

INLAMNINGSUPPGIFT 49. Lit a € C\ {0} och definiera f(z) = (1+ 2)°,
ddr potensen tolkas som principalgrenen. Bestam om majligt Taylorutvecklingen
av f kring zo = 0 och diskutera dess konvergensradie. Beror utvecklingen av vilket
a vi har?

INLAMNINGSUPPGIFT 50. Finns det en potensserie Sy axz® som kon-

vergerar © z = 2 + 3t och diwergerar 1 z =3 — 1.

INLAMNINGSUPPGIFT 51. Lit g: [0,1] — C vara kontinuerlig och definiera

H(z):/ol 9() dt

1 — 22

for |z| < 1. Visa att H ar holomorf pia B(0,1).
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Nu kommer jag att avvika lite fran boken ett tag. Jag kommer att ga igenom
den kallade Cauchyuppskattningen och déarefter sa kommer jag ga igenom vissa
foljder av denna. Boken gar ocksa igenom dessa resultat men forst i kapitel 5.

Sats 4.2. (Cauchyuppskattningar)
Lat f: U — C wvara holomorf pa en oppen mdingd U C C. Lat p € U och antag
att B(p,r) C U, r > 0. Sitt M = sup, g | f(2)]. Da gdller

F0 () < M

"
fork=1,2,3,....

Bevis. Cauchys integralformel for derivator ger att

bp) = 2 SO
Frp) =5 /8 s (€ —dC.

—p)
Vi har att
f(©) M
(C — p)ktL| = phtl’

Eftersom lingden av randen ar precis 271 sa far vi att

k! f(©) ‘ kI M ME!
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Ezempel 58. Lat f € O(C) uppfylla att | f(z)| < e* for alla z € C. Vi ska visa
att | £ (0)| < 70. Cauchyuppskattningen ger att

41M
90 < 2
dér M = sup_ gy |f(2)]. Vi behdver bara ha ett r > 0 sa lat oss ta r = 1. Detta
ger att
Ale”
14

1FP(0)] < = 24e < 70.

]

Liouvilles sats siger att en begransad hel funktion ar konstant, dvs det finns
inga icke-konstanta holomorfa funktioner pa C som &r begrédnsade.

Sats 4.3. (Liouvilles sats)
En begransad hel funktion dr konstant.



Bevis. Antag att f € O(C) sa att |f(z)| < C, for nagot C' > 0. Fixera ett p € C,
och lat » > 0. Anvind Cauchyuppskattningen med k£ = 1:

cl C
/
<= -2
< S =2
Eftersom denna olikhet géller for alla r > 0 sa maste f'(p) = 0. Men eftersom p
var godtyckligt, sa &r f' = 0 pa C. Men da vet vi att f maste vara konstant. [J
Vad ska nu detta vara bra for? Jo, man kan visa foljande inlamningsuppgift.

INLAMNINGSUPPGIFT 52. Visa att om f dr en hel icke-konstant funktion
s finns det for varje zg € C en punkt z; € C sd att |f(z1)] > | f(20)]-

Observera vidare att man anvander Liouvilles sats for att visa algebrans fun-
damentalsats.

Sats 4.4. (Algebrans fundamentalssats)
Varje icke-konstant polynom med komplexa koefficienter har minst ett nollstalle.

kommer f(z) =1/p(z) vara en hel funktion. Observera att

Bevis. Antag att p(z) = >_7_a;z/, med a, # 0, inte har nagot nollstille. Da

p(z) = Zn(an + an—l/z + -+ (11/2"—1 + CLQ/Z”) ,

sa
lim p(z)/2" = a,.
2| =00

Detta ger att
p(2)/2"] = |an|/2

for tillrdcklig stora |z|, sidg for |z| > r. Da géller att

1 2 2

p@) T Jallaal T rmlan

£ (2)]

for |z| > r. For |z| < rsa kommer f att vara begrénsad, men da ger Liouvilles sats
att f(z) = 1/p(z) ar konstant. Darfér maste p vara konstant, som betyder att de
enda polynomen som inte har nagra nollstéllen ar de konstanta polynomen. [

Lat oss aterga till bokens uppliagg. Ni kan nu hoppa &ver avsnitten 4.2.4 och
4.2.5.

Isolerade nollstallen och Weierstrass
konvergenssats



Vi borjar med en definition:

Definition 4.5. Lat f: Q — C vara en holomorf funktion definierad pa ett om-
rade €). Lat w vara ett nollstalle till f. Vi sdger att w ar isolerad om det finns
en boll B(w,r) sd att f|pqw, # 0 forutom i w.

En viktig sats inom komplex analysen ar att varje nollstélle till en holomorf
funktion &r isolerad, om inte funktionen &r identiskt noll i en omgivning till
punkten.

Proposition 4.6. Ldit f: w — C vara en holomorf funktion pa ett omrade €.
Lat w € Q vara sidan att f(w) = 0. Om f inte dr identiskt noll i en omgivning
till w sa kommer w att vara ett isolerat nollstdlle.

Bewis. Se boken. O

Anmdrkning 35. Beviset ger att om w ar ett nollstélle till f, sa finns det ett k£ > 1
sa att f(z) = (z — w)*g(2) si att g(w) # 0. Talet k kallas fér ordningen for
nollstallet w. O

Som vi har sett tidigare sa bevarar likformig konvergens kontinuitet. Vi ska
nu se att likformig konvergens bevarar dven holomorficitet.

Sats 4.7. (Weierstrass konvergenssats)
Lat f, vara holomorfa pa ett omrade Q2. Om f, — [ likformigt pa 2 sa dar f
holomorf. Vidare sa f& — f* likformigt pa kompakter.

Bevis. Se boken. O]

Boken gar darefter igenom den sa kallade Laplace-ekvationen. Denna kommer
vi ga igenom senare da vi diskuterar harmoniska funktioner. Sen kommer den sa
kallade Goursats sats:

Sats 4.8. (Goursats sats)
Lat f: Q — C vara deriwerbar. Da dr f € C*(2).

Beviset ar ganska langt och bygger pa ett antal teknikaliteter. Las detta Gver-
siktligt. Lés dven resten av kapitlet 6versiktligt.



