Kapitel 5

Lasanvisningar till kapitel 5

Analytisk fortsattning

Forst sa tankte jag sédga nagot om ordet analytisk. Man sidger att en funk-
tion f: () — C ar analytisk om den lokalt kan representeras av en potensserie.
Taylors sats ger att varje holomorf funktion &r analytisk, och man kan dven visa
omvandningen. Detta ger att analyticitet och holomorficitet dr precis samma sak.
Nu till definitionen av analytisk fortséttning:

Definition 5.1. Lat 1,Qy C C vara omraden sa att Oy C Q. Lat f; € O()
forj =1,2. Visager att fo dr en analytisk fortsattning av f1 om folo, = fila,,
dvs om fy och fy dverensstammer pa det mindre omrdadet §y.

Anmdrkning 36. En del av sporten &r att hitta ett sa stort omrade €2y som

mojligt. [
Ezempel 59. Betrakta funktionen f: B(0,1) — C vara definierad genom
fz) =32
k=0

Man kan visa att f inte kan utvidags till nagon storre méangd &n B(0,1). Jamfor
detta med bokens exempel 97. Detta exempel visar att B(0,1) &r ett sa kallat
holomorfiomrade, men mer om detta kan ni ldsa i nagon lamplig doktorandkurs.

O

Ezempel 60. Lat oss utvidga exempel 97 i boken lite grann. Betrakta funktionen
f(2) =302 (2 — z0)F definierad pa Q; = B(z0,1). Eftersom , fér z € B(z, 1),

1 [e.@]
=G Z(z — z)"

k=0

sa kommer ¢(z) = 1_(21_20) vara en analytisk fortsiattning av f till C\{1+20}. O
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Nésta fraga vi ska forsoka besvara dr om vi har tva analytiska fortsattningar
av en funktion f, vad kan vi da siga om dessa analytiska fortsdttningar? Det
kommer visa sig att de maste vara lika, s en analytisk fortsattning ar unik. Vi
behéver en sats for att besvara denna fraga:

Sats 5.2. Lat Q C C wvara ett omrade, och antag att f € O(Q). Om fly =0 for
ndagon oppen U C Q sa dr f =0 pa 2.

Bevis. Vikan anta att U &r en boll B = B(z, ), eftersom varje 6ppen méangd ar
en union av bollar. Antag att f(z) = 0 for alla z € B. Antag nu for en motségelse
att det finns en punkt z; € Q sa att f(z1) # 0, lat v vara en kurva fran z; till z;
helt inne i 2. Da vi gar langs + sa maste det finnas en punkt w sa att

1. For alla z pa v efter w sa géller att f(z) =0
2. Det finns punkter z pa v som ligger godtyckligt ndra w sa att f(z) # 0.

Observera att (1) implicerar att f'(z) = 0 for z som finns i (1), ty

f’(Z) — lim f(C) B f(Z)

(—z (—=z

och gar vi langs v s& kommer f(¢) = f(z) = 0. Detta kan vi gora for alla
derivator, sa f¥(z) = 0 for z i (1). Kontinuitet ger att f*(w) = 0 for alla k& > 1.
Detta implicerar i sin tur att koefficienterna i Taylorutvecklingen kring z = w
ar alla noll. S& f maste vara noll i en omgivning till w. Detta motséger (2), sa
antagandet att f inte dr identiskt noll ar fel. O]

Anmdrkning 37. Jamfor med beviset som boken ger. O]

Foljd 5.3. Lat Q C C vara ett omrade, och antag att f € O(Q). Om fly = ¢ for
nagon dppen U C Q och nagon konstant ¢ sa dr f = ¢ pa €.

Beuis. Betrakta g(z) = f(z) — c. Da ar g|y = 0, sa foregaende sats ger att g =0
pa €. Darfor ar f = ¢ pa Q. O]

Foljd 5.4. Antag att Qq,Qs C C ar omraden med €2y C Q. Antag att g, h: 2y —
C dr bada analytisk fortsdttningar av f: 2y — C. Da dr g = h.

Bewvis. Vi har att ¢ — h = 0 pa )y, sa satsen ovan ger att g — h = 0 pa )y, sa
g = h. [

Anmdrkning 38. Foljden sédger att om det finns en analytisk fortsittning sa &r
den unik. O

Resten av avsnitt 5.1 kan ni ldsa oversiktligt.



Maximumprincipen och hela funktioner med
diverse resultat

Nasta viktiga resultat 4r maximumprincipen, i tva olika versioner. For beviset
av satsen sa behover vi att holomorfa funktioner har en medelvirdesegenskap: Om
f € 0() och B(zp,7) C ) sa ér

1 2w )
:%/0 f(z0 +re?)do

Detta foljer direkt fran ett variabelbyte och Cauchys integralformel:
1 / fG) g 1 [T [zt re?)
|z—z0|

J(z0) = 2mi .2 — 2 271 J, Creif

re’dp = —/ f( ZO—I—re

Sats 5.5. (Maximumprincipen (version 1))
Om Q dr ett omrdade, f € O(Q) och |f| har ett lokalt maximum i Q sd maste f
vara konstant i €).

Anmdarkning 39. Ett lokalt maximum betyder att for alla p € Q sa géller att
|f(p)| = |f(2)] for alla z € Q. a

Bewvis. Lat oss forst bevisa resultatet i fallet av boll B(z, R). Antag att B(z, R) &r
sadan att |f(2)| = sup,ep(.,r) |f(w)]. Tag ett 0 < r < R. Medelvirdesegenskapen
for holomorfa funktioner ger att

1 2 ] 1 27
Z)’:’%/o f(z+rew)d9‘§%/o |f(z +re® |d9<—/ z)|df =

27
O
Alltsa har vi likhet hela viagen, sa speciellt har vi att
1 2m 1 2w
— [ U Grelan = [ 15()a0,

- / ()] = 1 (= 4+ re))as.

Eftersom | f(2)| —|f(z+7e?)| > 0, s& ger det att | f(2)|—|f(z+7re?)| = 0 for alla
6. Pa grund av att detta dr sant for alla r < R sa betyder det att |f| &r konstant
pa B(z, R) och eftersom f &r holomorf sa betyder det att f &r konstant.

Lat oss nu visa satsen i fallet av ett omrade. Antag att |f| antar sitt maximum
iz € Q, och antag for en motsédgelse att |f| inte ar konstant pa Q. D& finns det
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en punkt w €  s& att |f(w)| < |f(z)| (se ovan). Lat v vara en kurva mellan z
och w; v(0) = z och y(1) = w. Lat

T = inf{t € [0,1] - [f(v(t)] < [f(2)]}-

Detta betyder att |f(y(t))| = |f(z)] om ¢t € [0,T], men det finns punkter ¢ >
T (godtyckligt nédra 7') dér vi har olikhet. Tag nu en boll B(y(T),r) C S
Foregaende argument ger att |f| &r konstant pa B(y(T),r), vilket motséger def-
initionen av T, s& | f| maste vara konstant, s& f méaste vara konstant, eftersom f
ar holomorf. O

Sats 5.6. (Maximumprincipen (version 2)) B
Om Q ar ett begransat omrade, f € O(Q) och f dr kontinuerlig pa 2, si antar
|f| sitt mazimum pa OS).

Anmdrkning 40. Det ar denna sats som man brukar anvinda, sa kom ihag denna.
[

Bevis. Antag att |f| inte antar sitt maximum pa randen. Da maste |f| anta sitt
maximum pa det inre, ty f ar kontinuerlig, och da ger version 1 att f maste vara
konstant. Darfor maste |f| anta sitt maximum pé randen. O

Ezempel 61. Lat oss berdkna maximum for |e*"| pa enhetsdisken. Eftersom en-
hetsdisken &r ett begransad omrade och e’ #r holomorf pa enhetsdisken, samt
e** &r kontinuerlig pa B(0, 1). Nu ger maximumprincipen att |e*’| antar sitt max-
imum pa |z| = 1. Satt direfter z = €. D& ar

it)2 2it o
(e') | e _ |ec052t+zs1n2t| _ 6cos2t <e,

e = e

eftersom 0 < cos 2t < 1. Detta maximum antar den for z = +1. ]

Ezempel 62. Vi ska hitta maximum for |22 4+ 3z — 1] pa |2| < 1. Enligt maxi-
mumprincipen si antas maximum pa randen |z| = 1. Skriv z i poliir form; z = ¢%.

Da géller att
|22+ 32 — 112 = (e +3e" — 1) (e + 37 — 1) = -.. = (11 — 2cos 26).

S& maximum for |22 4+ 3z — 1| dr v/13 i punkterna =+i. O

Ezempel 63. Antag att f € O(C) ér icke-konstant. Definiera M (r) = max | f(re'?)].
Vi ska visa att M &r strikt vixande. Vi ska visa att M (r) < M(s) om r < s. Efter-
som g = f|p(o, ar holomorf och icke-konstant sa kommer maximumprincipen ge
att |f| antar sitt maximum pa randen. Betrakta nu h = f|p( for r < s. An-
viander vi nu maximumprincipen sa kommer |h| anta sitt maximum pa randen,
men det dr storre dn |g|:s maximum ty g och h kommer fran f som antar alltid
sitt maximum pa randen till en begransad méangd. O]

Léas daven igenom bokens exempel, och gor sedan uppgifterna nedan.
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INLAMNINGSUPPGIFT 53. Lit ai,...,a, vara punkter pi enhetscirkeln
S, Visa att det existerar en punkt = € S' sa att

n
H |z —a;| > 1.
j=1

INLAMNINGSUPPGIFT 54. Fizera R > 0. Lit f vara en hel funktion som
uppfyller att | f(2)| < M for z pa |z| = R. Visa att

kM

B) (eif)| < M
90 <

fork=0,1,2,... och alla 0 <r < R.
INLAMNINGSUPPGIFT 55. Gor uppgift 72 i boken.

Nu kommer boken in pa hela funktioner, dvs funktioner som &r holomorfa
pa hela C. Vi har redan gatt igenom Liouvilles sats samt hur man bevisar al-
gebrans fundamentalsats med hjéalp av den. Boken gar dven igenom ett flertal
andra bevis av algebrans fundamentalsats. Lés igenom dessa och jamfor de olika
bevismetoderna.

Harmoniska funktioner

Jag tantke nu lagga till ett avsnitt om harmoniska funktioner. Boken tar upp
lite om den sa kallade Laplace-ekvationen i kapitel 4, och sen i kapitel 7.6 och 12
sa diskuterar man harmoniska funktioner litegrann. Jag tdnkte gora en ganska
bra genomgang, med relativt manga exempel. Vi borjar med definitionen av en
harmonisk funktion.

Definition 5.7. Harmoniska funktioner dr de som ligger i kdrnan till Laplace-
operatorn

0? 0?

— 4

ox?  Oy?

Mer precist, om f € C*(D), D C R? ett omride, s siger vi att f dr harmonisk
om

Af = 0.

pa D. Vi skriver mdingden av harmoniska funktioner pa D som H(D).



Laplaceoperatorn kan komplext uttryckas genom

92
0207

Detta foljer direkt fran definitionen av de komplexa partiella derivatorna. Fran

denna representation av Laplace-operatorn sa ser vi direkt att varje holomorf

funktion dr harmonisk, dvs O(D) C H(D). Daremot s& har vi inte omvéndningen:

Ezempel 64. Lat f(z) = f(x +iy) = 2 — y* D& dr f harmonisk. Lat u(x,y) =

2? —y? och v(z,y) = 0, varvid f = u + iv. Cauchy-Riemanns ekvationer ger att

A=4

ou ov
2 _9 - =
or oy 0
och
ou ov

By Yo Tor

Alltsa ar inte Cauchy-Riemanns ekvationer uppfyllda sa f dr inte holomorf, men
den adr harmonisk. O]

Vi har foljande férhallande mellan holomorfa och harmoniska funktioner:

Sats 5.8. Lat D C C wvara ett omrade och f: D — C vara en holomorf funktion
pa D. Skriv f =wu+iv, da dr u och v harmoniska pa D.

Beuvis. Detta foljer direkt fran Cauchy-Riemanns ekvationer. m

Men hur &r det med omvéandningen till denna sats. Om vi har en harmonisk
funktion w, kan vi da hitta en harmonisk funktion v sa att f = u + v blir
holomorf? Svaret &ar ja, och da kallar man v fér harmoniska konjugatet till u.
Lat oss forklara hur det gar till:

e Vi utgar fran att u &r en harmonisk funktion.

e Vi vill hitta en harmonisk v sa att f = u + v blir holomorf, sa utifran
Cauchy-Riemanns ekvationer har vi att

o _ ou
Oy ~ Ox
9 _ "ou
ox ~ Oy

som genom integrering bestdmmer v plus en konstant C' som beror pa x, sa
v(z,y) = p(x,y) + C(x). (Detta beror pa vilken ekvation vi integrerar).

e Cauchy-Riemanns ekvationer ger nu att

dv  Op by Ou
a—x—%JFC(ﬁ)— oy

som da bestammer C’(z), som i sin tur bestdmmer C(z).
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e Pa detta sitt sa har vi bestdmt v sa att f = u + 4v blir holomorf.

Ezempel 65. Vi ska konstruera en holomorf funktion f sa att Re(f) = u(x,y) =
ar® — 6xy? + 22 —y* —y och f(0) =i, dir a € R. For att kunna gora detta si
maste u vara harmonisk. Vi har att

Au = 6azx +2 —2x — 2 = 6ax — 12z.

Alltsa ar u harmonsik om och endast om 6ax — 12z = 0, dvs om a = 2. Vi har
alltsa bestdmt a sa att u blir harmonisk.

For att bestdmma ett harmoniskt konjugat till u betraktar vi Cauchy-Riemanns
ekvationer:

oy
v — 0 — 95y + 2y + 1

{@—%—6x2—6y2+2x
oy

9z

Utifran g—; = 622 — 692 + 27 sa kan vi integrera med avseende pa y, vilket ger att

v(z,y) = 62%y — 2y° + 2zy + C(z) ,
dir C': R — R bara beror pa z. Vi far nu att

0
8_U =122y + 2y + C'(z) = 122y + 2y + 1
T
enligt ekvationerna ovan. Alltsd maste C'(z) = 1, sa C(z) = = + d, for d € R.

Detta ger att alla harmoniska konjugat till u ges av
v(x,y) = 62%y — 2y + 22y + 1 + d.
Alltsa ér de holomorfa funktioner som uppfyller u = Re(f):
f(z,y) = 22° — 6ay* + 2° — y* — y +i(62°y — 2y° + 20y + 2 + d).

Utifran f(0) = i sa far vi att d = 1, och om vi uttrycker f i termer av z och Z s&
far vi att f(z) = 223+ 22 +iz+1. Detta bekriftar att f verkligen dr holomorf. [J

Ezempel 66. Vi ska konstruera en holomorf funktion f sa att Re(f) = u(x,y) =
23 — 3xy? + 2% + y. For att kunna gora detta sa méste u vara harmonisk. Vi har
att

Au = 6x —6x =0

Alltsa dr u harmonisk. Vi vill nu hitta ett harmoniskt konjugat v till u, sa att
f = u+iv blir holomorf. For att detta ska vara mdéjligt sa maste Cauchy-Riemanns
ekvationer vara uppfyllda. Vi maste alltsa ha

dy ox
v — _0u — Gy — 1

v — du _ 352 _ 32
{% oy
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Utifran g—z = 322 — 3y? si kan vi integrera med avseende pé y, vilket ger att
v(z,y) =32y —y’ + C(2) ,

dar C': R — R bara beror pa x. Vi far nu att

ov
_— = / — — 1
o 6xy + C'(z) = 6y

Alltsa ér C'(z) = —1, s& C(z) = —x + a, dér a dr en konstant. Vi far alltsa att
v(z,y) =32y — 9y —x+a,
dér a ar en konstant. Sa den holomorfa funktionen vi séker &r
flz,y) =2° -3z + 2 +y +i(32x*y —y* — v +a) ,

dar a ar en konstant. O

Ezempel 67. Vi ska hitta en funktion f(z,y) som dr harmonisk i omradet i det
hogra halvplanet som begrinsas av kurvorna 22 — y? = 2 och 22 — y? = 4 som
antar vardet 3 pa vinstra sidan och 7 pa hogra sidan, dvs antar virdet 3 pa
22 —y?> =2o0ch 7 pa 2® —y® = 4.

Observera att 22 — y? #r realdelen av z2. Vi provar med ansatsen

f(z,y) = A(z* — y*) + B = Re(A2* + B) ,

dir A, B ér reella tal. Eftersom vi kriver att f = 3 da 2% — y? = 2 s& far vi
ekvationen 24 + B = 3, och pa andra sidan sa far vi ekvationen 44 + B = 7.

Loser vi detta ekvationssystem, sa far vi att A =2 och B = —1, dvs
flz,y) =20 =) — 1
ar den harmoniska funktionen vi soker. ]

INLAMNINGSUPPGIFT 56. Visa att In|z| dr harmonisk.

Ezempel 68. Betrakta annulusen A = {z € C: 1 < |z — (1 + )| < 2}. Vi ska
hitta en harmonisk funktion ¢(z,y) pa A sa att ¢ = 0 pa |z — (1 + )] = 1 och
¢=10pa |z — (1 +1)| = 2.

Enligt ovan séa vet vi att Aln |z — (1 +4)| + B ar harmonisk. Enligt forskrivet
randdata sa maste vi ha att

Alnl1+B =0 och Aln2+ B =10,
som ger att B =0 och A = %. Detta ger att funktionen

B Iz — (1 414)]
Bla,y) = 9(z) = 10

dr harmonisk s& att ¢ =0 pa |z — (1+i)|=1och ¢ =10pa |z — (1+i)|=2. O
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INLAMNINGSUPPGIFT 57. Lit f: C — C vara sidan att f och f* dr

harmonisk. Visa att f dr holomorf eller att f dr holomorf.

INLAMNINGSUPPGIFT 58. Lit 2 = x + iy, =, y € R och definiera funk-

tionen
Y

u(z,y) = 242

Bestam en holomorf funktion f(z) sda att
u = Re(f) och f(1) =1.

Uttryck f(z) explicit i z € C.

INLAMNINGSUPPGIFT 59. Visa att Re (22) Gr harmonisk pa C.

INLAMNINGSUPPGIFT 60. Betrakta annulusen A= {z € C:1 < |z—i| <
3}. Hitta en harmonisk funktion ¢(z) = ¢(x,y) pa A sd att ¢ =10 pa |z —i| =1
och ¢ =100 pd |z —i| = 3.

INLAMNINGSUPPGIFT 61. a) Lit z = x + 1y, x, y € R och definiera

funktionen
u(z,y) = 2* + ax + by* + cy + day.

Bestam de reella konstanterna a, b, ¢ och d och en holomorf funktion f(z)
saG att

8_u
ox

B ou

u = Re(f), =0, —
(L.1) dy

=0, f(0)=1ochu(l,1) =—-2.
(1,1)

Uttryck f(z) explicit i z € C.
b) Ar f entydigt bestimd? Motivera!

INLAMNINGSUPPGIFT 62. Lit Q C C vara ett omrade, och lit f € O(Q).
Antag att |f| € H(Y), visa att f dr konstant.

Det finns mycket att séga om harmoniska funktioner. De uppfyller en maxi-
mumprincip, de uppfyller medelviardesegenskapen, etc. Jag ndjer mig har, ni kan
lasa om mera egenskaper hos harmoniska funktioner i nagon annan kurs.



