Kapitel 6

Lasanvisningar till kapitel 6

Jag kommer att ha ett litet annat uppldgg &n boken, det mesta star redan i
boken, och allt som star i boken tar jag inte upp. De flesta detaljerna kan ni lasa
i boken. Vi borjar med Laurentserier:

Taylorserier gav oss en mojlighet att uttrycka holomorfa funktioner i en potensserie.
I detta avsnitt vill vi uttrycka en holomorf funktion med singulariteter, dvs dér
den inte ar definierad, i en potensserie.

Lat 0 <17 < p1 < p2 <719 < 400 och lat z; € C. Sétt

A={z€C:r <|z— 2| <m}
och

B={2€C:p <|z— 2] < p2}.
Antag att f € O(A). Da ar

dar serierna dr absolutkonvergenta och konvergerar likformigt pa méngder av
typen B. Serieutveckligen kallas for Laurentserieutvecklingen av f pa A kring
20-

Om v ar en enkel, sluten, positivt orienterad styckvis Cl-kurva. D& ges koef-
ficienterna i Laurentserieutvecklingen av

1 f(¢) :
= — | —2—( =0,1,2,...
CL] Qﬂ_i/’y((_zo)JJrl C J ) Ly Ly
och
b 2m/f (C—=2) ¢ j=1,2,3,.

Observation 8. Observera att beviset av denna sats ar liknande av beviset av
Taylors sats. L



Anmdrkning 41. Det ar lockande att skriva

som i Taylorutvecklingen, med det vore fel ty fU)(zy) behéver nodvindigtvis ej
vara valdefinierat. O

Observation 9. Om f € O(B(zy,rz2)), da blir Laurentserieutvecklingen precis
Taylorutvecklingen av f kring z. O]

Anmdrkning 42. Laurentserieutvecklingen ar entyigt bestdmd enligt en sats i
boken, och detta faktum anvinder man bland anant i utrédkningar. O

Definition 6.1. Lt

oo o0
g —|—E ajz—zo
— Z—ZO

]:

[e.e]

vara Laurentserieutveklingen av en funktion f. Vi kallar da =1 m

cipaldelen av Laurentserien.

for prin-

Anmdrkning 43. Principaldelen beréttar hur singular f ar i punkten zj. [l

Lat oss gora nagra exempel. Innan ni kollar pa dessa, se till att ni har koll pa
geometriska serier.

FExempel 69. Lat
Ay ={2€C:|z|>1} och Ay ={z€C:0<|z] <1}
och
£2) = ———
o2z 1)

Da ér f € O(A;) och f € O(A,). Lat oss Laurentserieutveckla f i de olika
omradena. For det forsta har vi att

(ol

dar vi anvinde en geometrisk serie, eftersom E‘ < 1 &r precis samma sak som
|z| > 1 (dvs vi befinner oss i omradet A;.) S denna serie konvergerar pa A;.
Lat oss nu hitta en Laurentserieutveckling pa A, for f. Vi har att

1 1 1 = .
&)=y =7 1_22"221 e

dér vi har anvént oss av en geometrisk serie, eftersom |z| < 1. Sa serien konverg-
erar pa As. m




Ezempel 70. Lat oss Laurentserieutveckla f(z) = i omradet

1
2244243
A={zeC:1<|z| <3}

Vi har att
1 B 1 11 11
244243 (z+1)(z+3) 2z+1 2z+3

om vi anvander partialbraksuppdelning.

Termen ﬁ ar holomorf pa |z| > 1. Vi har, om vi anvinder en geometrisk
serie, att
1 1 1 1 1 1
== == -1y — = -1y —
z+1 2z 1-(=1) = ]ZO( ) 2 ]Zo( ) Zi+l

som konvergerar for |z| > 1.
Vidare sa ér termen —= holomorf pé [z| < 3. Vi har att

1 1 1 N AT IR — VI
13Ty Y G) -Xra

Jj=0

Aven har har vi anvant oss av en geometrisk serie. De bada fallen ovan ger nu att

11 11 1 o N B .
USSP 2;( N e 2;( Vg
som &ar Laurentserieutvecklingen av f i omradet A. O]

Ezxempel 71. Vi ska Laurentserieutveckla m kring zy = 3, och darefter
bestdmma dess konvergensradie.

Vi ser att =55y ér holomorf pa 0 < |z — 3| < 2 och pa |z—3| > 2.
Déarfor maste vi bestdmma en Laurentserieutveckling pa bada dessa omraden. Vi

bérjar med att gora en partialbraksuppdelning av m Da far man att

z 11 3.1 .5 1
(z—1)(z—=3)(2—5) 8 z—1 4 2—-3 8 z-5

Nu kan vi bérja Laurentserieutveckla —5=57—; pa 0 < [z — 3| < 2. Vi be-

hover inte utveckla ﬁ eftersom denna term redan finns med i Laurentserieutveck-
lingen kring zo = 3. Vidare har vi att

1 1

Eftersom

3



sa ar vi ratt omrade, vilket betyder att vi kan anvinda oss av en geometrisk serie.
Da far vi att

100
S (F
Pa samma sétt sa far vi att

1 I R R LY S A i<z_3)j
z—5  2—(2-3) 21—z 24 2 B 2i+L
7=0

Detta ger att

=0
som &r Lauretserieutvecklingen vi sokte.
Lat oss nu Laurentserieutveckla —<—%=—= pa |z — 3| > 2. Vi har att
(z—1)(2—3)(2—5)

1 1 1 1 1 & 2V
2=1 2+(:-3 z2-3 1-(- 2)22—32(_1) (z—3>
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vilket &r Laurentserieutvecklingen for ——5-*57= pa |z — 3| > 2. O



INLAMNINGSUPPGIFT 63. Lit A vara annulusen A = {z € C:0 < r <
|z| < R} och lat f € O(A). Visa att det finns funktioner fi, fo sa att f1 dar
holomorf for |z| < R, fo dr holomorf for |z| > r och
f=h+r

INLAMNINGSUPPGIFT 64. Laurentserieutveckla =5 1 omrddet {z € C :
|z] > 2}.

INLAMNINGSUPPGIFT 65. Laurentsericutveckla L= i omrddet {z € C :
|z| > 3}.

INLAMNINGSUPPGIFT 66. Laurentserieutveckla W 1 omradena

a) A={ze€C:|z—-2| <1}
b) B={z€C:1<|z-2|<3}
c) C={z€C:|z-2|>3}

Singulariteter &ar, precis som vi har ndmnt forrut, punkter déar en funktion inte
ar definierad. Man kan daremot ha olika typer av singulariteter, och man anvinder
sig av Laurentserieutvecklingar av holomorfa funktioner for att klassificera de
olika typerna av singulariteter. Mer precist har vi:

Definition 6.2. Lit U C C vara dppen och antag att B(zy,r) C U, r > 0. Om
fe€OWU\A{z}) sd sdger vi att f har en isolerad singularitet i z.

Eftersom f € O(B(z0,7) \ {20}) s& har f foljande Laurentserieutveckling

f) = ¢lz— =)

j=—o0

atminstone pa B(zo, ) \ {20}. Vi ska anvéinda oss av koefficienterna ¢; till denna
Laurentserieutveckling for att klassificera de olika singulariteterna.

1. Om ¢; = 0 for alla j < 0 sa sdger vi att f har en havbar singularitet i
20-

2. Om det finns ett £ € N, k > 1, sa att ¢, # 0 och ¢; = 0 for alla j < —k, sa
sdger vi att f har en pol i zy av ordning k.

3. Om ¢; # 0 for odndligt manga negativa j, da séger vi att f har en visentlig
singularitet i z,.

Anmdrkning 44. Koefficienten c_; kallas for f:s residue i punkten z,. Detta
kommer bli mer klart i kapitel 8. [



Lat oss ga igenom dessa olika typer av singulariteter.

e Antag att f har en hévbar singularitet i z5. Detta &r faktiskt ingen sin-
gularitet, utan man héaver verkligen den. Da ar Laurentserieutvecklingen
> 2o ci(z — 20)’ inget annat &n Taylorutvecklingen for f som &r holomorf
i B(zo,7) forutsatt vi definierar f(z9) = ¢o. Vidare s& har vi att f ar be-
gransad i nagon omgivning B(zo,7) \ {20}. En annan viktig egenskap hos
hévbara singulariteter ar att

lim f(z)

z—20

existerar och ar dndlig. Vidare sa ar

lim (z — 29) f(2) = 0.

z—20
Visammanfattar att zq dr en hévbar singularitet for f omm | f| &r begrénsad
nira zo omm lim, ., f(z) existerar och ar &dndlig omm vi kan omdefinera
f sa att f blir holomorf i zy (detta &r den sa kallade Riemanns sats for
hévbara singulariteter).

e Antag nu att f har en pol av ordning k i zy. Da har vi att

lim |f(z)] = oc.

z—20

Vidare sa kan vi skriva f som

)= 2

(z — 2)F

dér g &r en holomorf funktion med g(z9) # 0. Detta betyder speciellt att
1/f kommer ha ett nollstélle i zy av ordning k. Vidare sa har vi att

lim (z — 20)"™ f(2) = 0

z—20

och att
lim (2 — 20)" f(2)

Z—20

existerar och ar adndlig.

e Lat oss slutligen diskutera vasentliga singulariteter. Dessa punkter ar kon-
stiga punkter, och grénsvirdet lim,_,,, f(z) existerar inte, vare sig det blir
andligt eller odndligt. Vidare sa har vi Picards sats som séger att f(z) antar
alla komplexa tal i en omgivning till zg med ett mdojligt undantag. Detta
betyder, med topologiska termer, att virdeméangden for f ar téat i C.



Definition 6.3. Ldat Q0 C C wvara ett omrade. En funktion f: Q) — C som dr
holomorf forutom i poler kallas meromorf.

Fxempel 72. Betrakta funktionen
_Jocosz ,2#0
fz) = { 0  ,z=0"

Da ar f € O(C\ {0}). Laurentserieutvecklingen av f kring zo ar

pa méngden 0 < |z|. Per defintion sa har f en hdvbar singularitet i zo = 0. [

Ezempel 73. Funktionen f(z) = e~!/* har en viisentlig singularitet i zp = 0. I
varje omgivning B(0,7)\ {0} s& antar denna funktion alla komplexa véirden utom
0. Detta ar standardexemplet pa en funktion med en vésentlig singularitet. [

Exempel T4. Betrakta funktionen f(z) = '32;1. Vi ser att f har en isolerad sin-
gularitet i z = 0. Vidare har vi att

lim 2% f(2) = 0.

z—0
Eftersom lim, o 2 f(2) existerar inte sa har f en pol av ordning 2. O

INLAMNINGSUPPGIFT 67. Visa att de enda singulariteterna en rationell
funktion, dvs en funktion pa formen p(z)/q(z) dir p,q € C[z], har dr hdvbara
eller poler.

INLAMNINGSUPPGIFT 68. Klassificera eventuella singualariteter hos f(z) =
sin (1 — %)

INLAMNINGSUPPGIFT 69. Klassificera eventuella singualariteter hos fz) =
1—cos(z?)
sin(z3) -

INLAMNINGSUPPGIFT 70. Klassificera eventuella singualariteter hos f(z) =

Cos z
z2

Resten av kapitlet kan ni lasa sjilva.



