Kapitel 7

Lasanvisningar till kapitel 7

I detta kapitel sa fortsdtter varan studie av kurvintegraler. Som boken visar sa
beror inte en kurvintegral av vilken vag man tar mellan &ndpunkterna. Detta
forutsétter att integranden ar holomorf, se exempel 122 for ett motexempel da
integranden inte ar holomorf. Déarefter sa visar boken, i exempel 123 att vi inte
kan ha vilket omrade som helst heller. Det kommer visa sig att de omraden som
fungerar ar precis de omraden som inte har nagra hal. For att kunna ge en mer
precis matematisk definition sa maste vi studera kurvor en aning mer.

Definition 7.1. Lat Q2 C C vara ett omrade, och latvy: [0,1] — Q och~,: [0,1] —
Q wvara kurvor. Antag att v9(0) = 71(0) = p och (1) = 11 (1) = q. Vi siger att
Yo och v, dr homotopa i €2, som vi skriver som vy ~ v, om det finns en kon-
tinuerlig funktion H: [0,1] x [0,1] — 2 sd att

1. H(0,¢

for alla s,t € [0,1]. Funktionen H kallas for en homotopi av vy och ;.

En homotopi ér helt enkelt en kontinuelig deformering av ~, till v;, dvs kurvan
o deformeras pa ett "bra” sétt till kurvan ;. Rita egna bilder och férsok fa en
béttre forstaelse for detta koncept.

INLAMNINGSUPPGIFT 71. Visa att "vara homotop med” ir en ekvivalen-
srelation.

Ezempel 75. Lat vp,71: [0, 1] — C vara definierade genom



och
Y1 (t) =t + it?.

D& &r vy ~ 71 via homotoping H(s,t) = ¢ + it'** En annan homotopi &r given
av H(s,t) =t +i(st?> + (1 — s)t). O

En viktig sats nu ar att

Sats 7.2. (Homotopiinvarians av kurvintegraler)
Lat Q C C vara ett omréide, och lat f € O(). Om 9,71 : [0, 1] — Q dr homotopa

kurvor, sa galler att
/ fdz = / fdz.
Y0 7

Bevis. Se boken. ]
Vi kan &ven formulera en annan viktig sats:

Sats 7.3. Antag att U C C dr ett omrade och f dr kontinuerlig pa U. Da dr
foljande ekvivalent

1. f har en primitiv funktion i U
2. fv f(2)dz =0 for alla slutna, enkla C'-kurvor ~ i U.

3. f% f(z)dz = fw f(2)dz dir 1,7y, dr styckvisa Ct-kurvor med samma start-
och dndpunkt.

Om ni kommer ihag satsen om konservativa vektorfilt fran nagon flervari-
abelkurs sa ar den analog med satsen ovan, den séger ndmligen

Sats 7.4. Antag att U C R" dr ett omrade och F dr ett kontinuerligt vektorfdilt
pa U. Da dr foljande ekvivalent

1. F ar konservativ pa U

2. fv F -dr =0 for alla slutna, enkla C*-kurvor v i U.

3. ﬁﬂ F-dr = fw F -dr dir v1,7, dr styckvisa C'-kurvor med samma start-
och dndpunkt.

Denna sats om konservativa vektorfélt ingar forstas inte i kursen, utan jag
tyckte det vore kul att se analogin bara. En sak som man bor observera &r att
Sats 7.3 giller for kontinuerliga funktioner, sa den géller speciellt fér holomorfa
funktioner.

Definition 7.5. Ett omrade 2 C C kallas for ett enkelt sammanhingande
omrade om varje enkel sluten kurva i ) dr homotop med en punkt.



Denna definition leder fram till en ny variant av Cauchys integralsats:

Sats 7.6. (Cauchys integralsats for enkelt sammanhingande omraden)
Lat Q C C vara ett enkelt sammanhingande omrade och antag att f € O(Q). Dd

gdller att
/fdz =0.
”

Bewis. Lat v vara en godtycklig enkel sluten kurva i 2. Da finns det en punkt
p € Q sa att v ~ {p}. Da ger homotopiinvarianssatsen att

/fdz = fdz=0,
v {r}

ty integralen 6ver en punkt ar noll. O

for alla slutna kurvor v @ §2.

Exempel 76. Lat oss betrakta integralen le|=1 z™dz igen, fast den ar gangen med
hjélp av Cauchys integralsats. Vi vet att

My = 0 ) n%_l

Lat oss kolla pa tre fall:

Fall 1: (n > 0)

Da ar z" holomorf pa C som é&r enkelt sammanhéngande, sa le\zl Z2"dz = 0.
Fall 2: (n = —1)

Dé ér 2" = 1 holomorf pé C\ {0} men har ingen primitiv funktion pa C\ {0},
sa ), 2"dz = 2mi.

Fall 3: (n < —1)

D& &r z" holomorf pa C\ {0} och har en primitiv funktion pa C\ {0}, sa
Jiajor #dz = 0. O

Ezempel 77. Lat oss berdkna f7 _ Jir ~ #r en cirkel med positiv orientering.

zZ—a

Om a ligger utanfor v sa ar ﬁ holomorf i v, sa Cauchys integralsats ger att

d
/ SA—
,YZ—G

Antag nu att a ligger innanfor +. Deformera nu ~ till en cirkel runt a med
radie 1, dvs |z — a| = 1. Da far vi enligt homotopisatsen att

/ dz :/ dz :/ 1d§:2m'
7270 Jmam 2= Jig=r 6




enligt foregaende exempel. Alltsa &r

/ dz _{0 , om a € Ext(y)
N

Z—aQ

Y

21, om a € Int(v)
dar Int(vy) ar det inre av v och Ext(y) ar det yttre av . O
Det &r speciellt viktigt med detta exempel for att berdkna vissa kurvintegraler.
5 - dz
Ezempel 78. Lat oss beréikna [, -7 5. Eftersom
1 1 N 1
(z—2)(z—1) 2—-1 2z-2
sa blir
dz / dz / dz . . .
e — + = 2mi + 27 = 47,
/|z|4 (z=2)(z=1) Jp=a(z=1) Sz (2 —2)
enligt exemplet ovan. O]

Med de nya kunskaperna sa kan vi modifiera beviset av Cauchys integral-
formel:

Sats 7.7. (Cauchys integralformel) Antag att U C C dar oppen och att f €
O(U). Lat z9 € U och r > 0 vara sadan att B(zg,7) C U. Dd gdller for varje
z € B(zo,7) alt

- L 1)

211 |z—z0|=r C -z

dc.
Beuvis. Vi gor ett gammalt trick inom matematiken:

1) 4o _ fO-fE@+ G,
/|Z—z0|=r C - Zd( N /|Z—zo|=r C — 2z dé -

|z—zo|=r < -z |z—z0|=r C -z
Eftersom z € B(zp, ) och eftersom f(z) inte dr en funktion av (, s& far vi att

/ f(z) dc = f(z>/| L= f(z)2mi.

z—zo|=r C -z z—zo|=r C -z

Alltsa far vi att

J RS Ry G (GEV O
|

z—zol=r g -z |z—z0|=r C -z




[(O-1(2)

z—zo|l=r (-2
till en cirkel |z — 2| = €. Kalla den nya cirkeln for ~.. Vi vill nu visa att

. fQO—-f) .
hm/% (2 d¢ = 0.

Om vi visar att f| d¢ = 0 sa ar vi klara. Deformera nu |z — zo| = r

e—0t

Sétt M = supe(o ) |f(7=(t)) — f(2)]. Da géller att

fQ) - f(2) 1£(¢) = f(2)] M, - _ M2me _
/7 CTCK‘ S/7 Wdc < —l(e) = = M2

€ €

Eftersom f € O(U), sa ér den speciellt kontiunerlig, s&

lim M =0 och lim / Md(' = 0.
Ye

e—0t e—0t —Z

Detta ger att
lim [ 5 Mdg‘ =0,

e—0t —Z

sa satsen foljer. |

Boken formulerar och bevisar darefter den sa kallade Monodromysatsen. Ni
behover inte ldsa detta, om ni inte vill forstas. Daremot sa ska ni ldsa och forsta
en typ av omvandning till Cauchys integralsats:

Sats 7.8. (Moreras sats)
Lat Q C C vara ett omrdade och lit f € C(2). Om

/fdz:()

for varje sluten, enkel C*-kurva i Q, sa dr f holomorf pd €.
Bewis. Se Boken. O
Hoppa sedan 6ver avsnitt 7.9, och gor déarefter nagra inlamningsuppgifter.

INLAMNINGSUPPGIFT 72. Visa att funktionen

Loodt
f(Z)=/0 =

or holomorf pa B(0,1).



INLAMNINGSUPPGIFT 73. Som ni redan har visat sé dr att vara homo-
top med en ekvivalensrelation. Ekvivalensklasserna till denna ekvivalensrelation
kallar vi for en homotopiklass, och vi skriver [y] som ekvivalensklassen under
v. Betrakta nu slutna kurvor v och 7. Att vara homotop med betyder da forstas
samma sak som forut. Sag nu att v(0) = y(1) = zo. Vi kallar da zy for baspunk-
ten till kurvan . Vi skriver mangden av ekvivalensklasser [y] av slutna kurvor
med baspunkt zo som w1 (), z0), om 7y dr en kurva i ett omrade Q. m (€2, z9) brukar
kallas den forsta fundamentalgruppen for Q) i punkten zy. Definiera produkten
av tvd kurvor v och T genom

2t)  ,0<t<1/2
7'T(’f):{f(gt—l) Jl/2<t<1

e Definiera en operation - pa m (€2, 20). Visa att [y - 7] = [y] - [7] dr en
vdaldefinierad operation.

e Hitta en bijektiv avbildning fran m (82, zo) till w1 (€, 21).

Den sista punkten visar att (€2, zo) dr oberoende av baspunkt, s vi kan skriva
() istdllet.

e Berikna m () om Q dr enkelt sammanhdngande.

e Hitta en bijektiv avbildning frin 7 (SY) till Z, dir S* = {2 € C: |z] = 1}.



