Kapitel 8

Lasanvisningar till kapitel 8

Ni kommer att méarka att vissa resultat i detta kapitel har jag redan namnt i tidi-
gare lasanvisningar. Jag tdnkte presentera detta avsnitt pa ett litet annorlunda
vis, men jag borjar som boken med vridningstal men med ett exempel:

Exempel 79. Lat v vara enhetscirkeln paramteriserad genom v(t) = e for t €

0, 27]. Da géller att
1 dz
l=— [ —.
2mi ), 2
Om vi later 7 vara enhetscirkeln fast vi later 7 genomlépa cirkeln n ganger, dvs
vi parametriserar den genom 7(t) = e for t € [0, 2n]. D& giller att
1 dz

n=—/[—.
2m ). 2

Vi sdger att 7 snurrar runt 0 n ganger. O

Ett mer generellt exempel ar

Exempel 80. Lat v vara en positivt orienterad kurva som genomléps n ganger
kring en punkt zy € C. Da giller att
1 dz

n=-— .
2mi ),z — 20

Hér snurrar v n ganger kring 2. O

Observation 10. Om vi byter orientering pa kurvan -, sig till negativ orintering

sa far vi att
1 dz
-n = — .
2mi ), 2 — 2o

]

Observation 11. Om punkten zy ligger utanfér kurvan ~ sa blir integralen noll,
och det ar ju klart att kurvan kan inte kan snurra kring en punkt om inte punkten
ligger innanfor kurvan. O]



Definition 8.1. Lat vy: [0, 1] vara en sluten kurva och lit zy vara en fizerad punkt
som inte ligger pa kurvan. Vi definierar vridningstalet for v med avseende pd

2y genom
1 dz
I(v;20) = =— .
(7: %) 2mi L Z— 2

Vi sager att v snurrar kring zq (7, z9) ganger.

Anmdrkning 45. JAmfér bokens definition med denna. Kolla &ven pa bilderna pa
sidan 246 for att pa lite intuition om vad det hela handlar om. n

Proposition 8.2. Ldt v, 7 vara tva enkla, slutna kurvor ¢ C, och antag att 2,
inte ligger pa ~y eller 7. Om ~y dr homotop med T i C\{z0} sd galler att I(y;2z9) =
I(75 20).

INLAMNINGSUPPGIFT 74. Visa propositionen ovan.

Om vi har en kurva som gar runt en punkt, sa kan vi inte sdga att den snurrar
runt denna punkt /2 ganger. Féljande sats séger att detta inte kan intriffa.

Sats 8.3. Ldt v: [0,1] — C vara en styckvis, sluten C'-kurva. Antag att zy dr en
punkt som inte ligger pa kurvan. Da dar 1(7y; zg) ett heltal.

)= [y

I punkter dér integranden &r kontinuerlig sa far vi att

Bewvis. Lat

g'(t) =

Vidare sa géller att

d

€160 ) =0
dir ¢'(t) existerar. Déarfor maste e=9®) (y(t) — zq) vara styckvis konstant pa [0, 1],
och eftersom e~9) (y(t) — zy) &r kontinuerlig s maste den vara konstant pa [0, 1]

(se en sats fran forsta ldsanvisningen). Detta konstanta virde &r

e 10(1(0) - 20)

sa e 9 (y(1)—20) = e 9O (y(0)—zp). Eftersom ~ &r sluten sa maste e9) = ¢79(0),

Eftersom ¢(0) = 0 sa giller att e 9% = 1. Enligt en sats om den komplexa
exponentialen s géller att g(1) = 2min for n € Z. Resultatet foljer. O



Om ni kommmer ihag avsnittet om Laurentserieutvecklingar, sa kallas koef-
ficienten c¢_ i Z]__OO cj(z — zp)? for residuen i z. Eftersom koefficienten i en
Laurentserieutveckling definieras genom en integral sa kan vi anvinda residuer
till att berdkna integraler. Men varfor just koefficienten c_;? Lat oss motivera
detta intresse av residuer.

Lat « vara en enkel, sluten, positivt orienterad styckvis Cl-kurva kring origo.

Da ar
/n 0 ,n#—1
2" = .
” 2me ., n=-—1

Antag nu att f ar en holomorf funktion med en singularitet i origo. D& har f en

Laurentserieutveckling i nagon annulus A kring 0; f(z) = Z;‘;foo ¢;jz?. Denna

konvergerar likformigt pa v, forutsatt v ligger helt i A och innehaller origo. Da

ar
/f / Z ¢ dz = Z cj/zjdz:Qm'cl.
g

’Y]—foo j:—oo

Alltsa ar koefficienten c_; viktig, och det leder till féljande definition. (Denna
definition har ni sett forrut, i alla fall mer eller mindre, men jag tdnkte vara mera
precis hér).

Definition 8.4. Lat f vara en funktion med en isolerad singularitet i punkten
20. Dd kallas koefficienten c_y i f:s Laurentserieutveckling Z;‘;foo ci(z—z) for
f:s residue ¢ punkten zy. Detta skriver vi som

Res(f, zo) eller Res(zp).

Observation 12. Enligt definition sa har vi att

27rz

1
Res(f, z0) = / f(2)d=
|z—zo|=r
da r > 0 ar tillrackligt litet. O]

Vi kan &ven gora nagra fler fundamentala observationer:

1. Om f har en hévbar singularitet i 2o s dr Res(f, zg) = 0 enligt Cauchys
integralsats.

2. Om f har en pol av ordning k i 2y sa galler att

ok (o
f(z) = + = 20) +Zc]z 20)’

Jj=0

Detta ger att
(z—20)"f(z) =cop+ - +eoi(z—20) + (2 — 20) fi(2)

3



dir fi(z) = 372, ¢j(2 — 20)7. Derivera nu (k — 1) ganger, da far vi
dk1 L k—1
W(z —2)"f(z) = (k= 1)ley + W<Z — 20) f1(2).
Lat nu z — zy. Da blir
dk—l
lim ———(z — 20)*f(2) = (k — 1)lc_; +0.

Z—20 dzk_l

Alltsa om f har en pol av ordning k i 2y sa géller att

1 ) dk—l .
Res(f, ZO) = (k _ 1)[ ZILHZIO dzk—l (Z - ZO) f(Z)

Ezempel 81. Funktionen f(z) = Z% har en pol av ordning 2 i z = 0. Detta ger att

1 . d o d
m
Ezempel 82. Betrakta funktionen f(z) = m som har en pol av ordning 2 i
z=0.Da ar
d d 2 d Y\
Res(f,0) = i L2 () mim L L (2 ) =
es(f,0) = gy i g7 /) =lm ey = I ((62—1))
2 2
, z d =z _ z (e —1) — z€? 3
:1 3 _— ——:31 3 . = e = ——,
220 <<ez—1>> dz(er—1) a0 (<ez—1>> (5 —1)2 2
For att inse detta, kolla pa Taylorutvecklingen av e?. [l

Om vi har flera singulariteter som ligger innanfér en kurva, kan vi da anvinda
oss av residuer for att berdkna en integral? Svaret ar ja, och besvaras av Cauchys
residuesats.

Sats 8.5. (Cauchys residuesats)

Lat Q C C wvara ett enkelt sammanhingande omride och f € O(Q) forutom i
de isolerade singulariteterna zi,. .., z,. Antag att v dr en sluten, enkel, positivt
orienterad styckvis Ct-kurva i Q och att zy, ..., z, ligger inuti . Dd gdller

/f(z)dz = 27rizn:Res(f, 2;).



Bewvis. Vi ska anvanda induktion 6ver antalet singulariteter.

Om n=0:

Da ar f holomorf i ett enkelt sammanhéngande omrade som innehaller ~. Da ger
Cauchys integralsats att

VL= /f(z)dz —0.

Vidare sa har vi att HL = 0 sa det stammer i fallet n = 0, dvs inga singulariteter.

Antag nu att satsen &ar sann for (n — 1) stycken singulariteter. Lat ¢ > 0 vara
sa litet s& att |z — z,| < e ej innehaller nagon av zi,...,Z, ;. Tag darfor tva
punkter p; och py pa |z — z,| = €. Forbind p; och ps med kurvan «y i punkterna
q1 respektive go. Kalla dessa v, respektive . Lat C) vara 6vre delen av cirkeln
|z — 2z,| = € fran p; till ps, och 1at Cy vara undre delen av cirkeln |z — z,| = e.
Vidare lat 3 vara den del av v som gar fran ¢; til go och lat 4 vara den del av
v som forbinder g2 med ¢y, sd v = v3 + 4. (Rita en bild éver dettal!) Bilda nu

T=B—1-C—mt+tn—-Cit+tntmn

som #r en sluten, enkel, positivt orienterad styckvis C'-kurva. D& har vi att

[yf— /Z_an = 27m'nz_1Res(f, 2;).

j=1
Alltsa ar .
/f(z)dz = 27rz'z Res(f, z;) ,
v j=1
sa satsen ar sann for n stycken singulariteter. O

Anmdrkning 46. Bokens residuesats siger att
/f(z)dz = 27 Z Res(f, zj) - I(7; 25)-
Y j=1

Sa den tar hénsyn till hur manga ganger v snurrar kring z;. Man far en liten
annan formulering av satsen da, man kan inte anta att kurvan ar enkel da. [

Exempel 83. Vi ska berdkna I = f,y ZC;)(SZ(Z)) dz dér v ar en "snéll” kurva som

innehaller 0 och 1. Cauchys residuesats ger att
I = 27i(Res(0) + Res(1)).
Vi har att z = 1 ar en enkel pol, ty cosm # 0, sa

Res(1) = lim cos(r)

=—1.
z—1 22




Vidare sa dr z = 0 en pol av ordning 2, ty cos0 # 0, sa

. d [cos(mz) . —wsin(nz)(z —1) —cos(mz) 0—1
— lim — —1 — — 1
Res(0) = T 22 < 21 > 20 (z 1) (—1)2
Detta ger att
I =27mi(—1—-1) = —4mi.
[

3/z

Ezempel 84. Vi ska hitta residuen i z = 0 for funktionen f(z) = ze*# och berdkna

fM: . f(z)dz. Anvinder vi Taylorutvevklingen av e* sa far vi att

Oolk 2 3

—_ -2 _ 342 4 2 L
Zkzok,'!zk “t —I—Q!z+3!,22+

Ze?:/z

Alltsé &r Res(0) = 32/2! = 9/2, och enligt Cauchys residuesats s& far vi att

(2)dz = 2mi - 9/2 = 9mi.

|z|=4
[

INLAMNINGSUPPGIFT 75. Lit f(z) = p(2)/q(2) dirp och q dir holomorfa
i zo. Antag att q har ett enkelt nollstille i zy, dvs av ordning 1, medan p(zo) # 0.
Visa att

p(20)

¢ (20)

Res(f, z0) =

INLAMNINGSUPPGIFT 76. Bestim alla isolerade singulariteter for fol-

jande funktioner och berdkna residuerna i singulariteterna:




i L, dir \/z ska tolkas som principalgrenen
1-vz

INLAMNINGSUPPGIFT 77. Antag att f har en isolerad singularitet i z.
Visa att Res(f’, z9) = 0.

INLAMNINGSUPPGIFT 78. Finns det en funktion f med en pol av ordning

1 i zo med Res(f,z9) = 02 Finns det en funktion med en pol av ordning 2 i z
med Res(f,z) =07



