Kapitel 9

Lasanvisningar till kapitel 9

Detta kapitel handlar om tva olika saker. For det forsta sa gar boken igenom den
sa kallade argumentprincipen och Rouches sats. Dérefter sa berdknar man olika
reella integraler med komplexa metoder. Allt bygger dock pa residuer, sa se till
att ni har koll pa Cauchys residuesats och hur man berdknar residuer. Jag ténke
borja med integralerna och déarefter kora argumentprincipen och Rouches sats,
som vanligt sa kan min framstéallning vara en aning annorlunda &n bokens.

Trigonometriska integraler 6ver [0, 27]

Vi ska i detta avsnitt berdkna integraler pa formen fozﬂ U(cos 6, sin 0)df med
hjalp av Cauchys residuesats. Antag att funktionen U ovan &r en rationell funk-
tion i cos 6, sin @ med reella koefficienter som &r dndlig pa [0, 27]. Lat : [0, 27] —
C vara en kurva som ges av () = €. Observera att e~ = ﬁ for 6 € [0, 27].
Kom nu ihag Eulers formler:

¢if | =it ol _ o—i0

0= ——— inf =
coS 5 , sin 5

1 1 1 1
cos=—|z+—- , sinf=—|(z—-
2 z 21 Z

dir z € ([0, 27]). Gor nu substitutionen df = % sa far vi

iz

o 1 1\ 1 1
/ U(cos@,sin@)d@z/U(— <z+—),—_(z_—)) d_z
0 . 2 z 21 z 12

Och nu ar vi i ett lage dér vi kan anvinda Cauchys residuesats. Lat oss kolla pa
ett exempel.

Da giller att



Exempel 85. Lat a € R, a # —1, och betrakta

/271' do
I= :
o 14+a®>—2acosd

Vi ska beriikna I. Lat z = ¢ for 0 € [0, 27] och 1at v vara enhetscirkeln kring
origo. Da ar

dz = ie"df = izd0.

GOr nu variabelsubstitution i 7. Da far vi, om vi anvénder cosf = % (z + %),

]_/ 1 d_z_/ idz
B ,Yl+a2—22—“(z+%)iz_ L (z—a)(az — 1)

Vi ser nu att integranden har enkla poler i 2 = a och z = % Residuen i dessa
punkter ar

. 1 o
ReS(a):lliga(Z_l) T 21

och

Vi maste nu kolla pa olika fall for a:
Om 0 < a < 1, da ligger a innanfor v och 1/a utanfor. Detta ger att

{ 2T
I =2mi = .
m(cﬂ—l) 1—a?

Om a > 1, da ligger a utanfor v och 1/a innanfor. Detta ger att
1 2
1 =2mi = .
m (1 — a2) a?—1
Ezxempel 86. Vi ska beridkna, for a € R,

/’T adf
o a?+sin’f’

1— 20 1
a® 4 sin*0 = a® + % = 5(2@2 + 1 — cos26).

Vi bérjar med att observera att

Gor nu variabelbytet 260 = o, varvid

/7T adf _/27r ado
o a?+sin’0  J; 14242 —cosa’

2




Lat nu v: [0,27] — C vara definierad genom ~(t) = €. For z € ([0, 27]) s& &r

1 — ¢~ Bulers formler ger att

z
y 1 +1 - 1 1
cost=—|z+ - sint=— [ z——
2 z) 21 z )

for z € ([0, 27]). Sétt nu z = €', varvid dz = ie"dt = izdt. Detta ger nu att

/Qﬂ ada B / adt B / 2aidt
o 1+2a2—cosa 7z',z(1+2a2—%(z+%)) N 722—(2+4a2)z+1'
Vi ser nu att de enkla polerna till integranden ar

1+ 2a” + 2|a|V1 + a2.

Vi maste nu avgora vilken/vilka av dessa som ligger innanfér v, dvs innanfor
enhetscirkeln. Vi ser att

1+ 2a® +2la]vV1+a2 > 1

for alla a, sa denna pol ligger utanfor v. Vidare sa ar det klart att

1+2a® —2la]lV1+a2 <1,

2ai

sa for att berdkna integralen sa behover vi P Cxwped

Vi har att

:s residue i denna punkt.

9
Res( T “ 1+2a2—2\a]v1+a2):
Z J—

2+4a?)z 41"

2a1 B 2a1 1

21+2a2 — 20alVit @) — 2+4a®)  davita® 2/t

Nu ger Cauchys Residuesats att

N do 2a1
/ a—:27riRes( @ ,1+2a2—2|a|\/1+a2> =
0

a2 + sin? 22— (24+4a?)z+1

™

7
=2m | — .
( 2\/1+a2) V1+a?

Ezxempel 87. Vi ska berdkna

/Wd—e 0> 0
o (a+sin®6)2 ' '



Eftersom sin®§ = 1(1 — cos(26)) sa &r

T de T de T do
/o (a+sin®6)2 /0 (a+3(1— cos(29)))2 B /o ((a+3) - %COS(QQ)))2

Satt ¢t = 260 varvid dt = 2d6. D4 blir

/” o _1/2” dt
o (a+sin?0)> 2 Jg ((a—l—%)—lcost))T

2

Eftersom §cost € [—3, 1] sé dr a4+ § — $cost # 0. Lat nu v: [0,27] — C vara
definierad genom v(t) = ¢. For z € ([0, 27]) s& &r 1 = e~ Eulers formler ger

att
; 1 +1 int 1 1
cost=—|{z-+— sint=—|(2z— -
2 2] 2i 2]

for z € ([0, 27]). Sétt nu z = €', varvid dz = ie"dt = izdt. Detta ger nu att

1 [ dt 1 dz
N ey A e

2

1 dz _l/ 162%dz
N e PRy A Y PR R

_1/ 8zdz
L))

Betrakta nu nimnaren z? — 4 (a + %) + 1. Kvadratkomplettering ger att
1
22—4 (a + 5) +1=(2—(2a+1))*~(2a+1)*+1 = (2—(2a+1))*—(2Va® + a)?* =

=(z—(2a+1)—2Va’+a)(z— (2a+ 1)+ 2Va® +a).
Lat py = (2a + 1) + 2va? + a och py = (2a + 1) — 2v/a? 4 a, varvid vi far att

/7r do _§/ zdz
o (a+sin?0)2 i), (z—p1)(z —p2)?

Betrakta polerna p; och ps som funktioner av a > 0. D& &r p;(a) strikt vixande
pa ]0, 00 och po(a) &r strikt avtagande pa |0, co[. Vidare sa har vi att

lim p1(a) =2-04+1+2V02+0=1

a—0t

och

lim pa(a) =2-0+1—2V02+0=1.

a—0t



Detta betyder att pj(a) hela tiden kommer ligga utanfor v och att ps(a) hela
tiden kommer ligga innanfor 7. Nu ger Cauchys Residuesats att

/7r d—9 = § 2miRes i
o (a+sin?0)2 g (z = p1)%(z — p2)? b2 )

Eftersom p, ar en pol av ordning 2 sa far vi att

z d z
Res , = lim —(z — ps)? =
(<z BN PR p2> el P E e
_ 2 _ _ _ _
— im (z—p1) 2(,24 1)z — lim (z —p1) 322 _
Z—p2 (z—p1) z—=pa (2 —p1)
—(z+p1)  —(p2+m) —2(2a + 1) 2a + 1

= (z=p)? (p2—p)® —BWVa+a)  32(Va®+a)?

Detta ger att

/7r do 8 o 20+ 1 m(2a + 1)
-— - . ﬂ'l . _= .
o (a+sin?0)2 i 32(VaZ +a)}  2(Va®ta)?
O
Exempel 88. Lat oss berdkna integralen
2 102
/ sin® 6 g0,
o O+4cost
Lat z = €% for 6 € [0,27] och lat v vara enhetscirkeln kring origo. Da dr
dz = iedf = izdh.
Da blir
/27r sin®0_ / (L(z-1)° dz 1 (-1
o H+4cosh 75—}—4(%(2—1—%)) iz 4i )., 2%(222 + 52+ 2)
Man kan se att integranden har enkla poler i z = —1/2 och i z = —2, och en pol

av ordning 2 i origo. De enda som ligger innanfor enhetscirkeln ar —1/2 och 0.
En utrékning ger att residuen for integranden i —1/2 &r lika med 3/4 och i 0 &r
den lika med —5/4. Nu ger Cauchys residuesats att

27 22
sin” 0 -1 T
———df = 2mi—(3/4 —5/4) = —.
/0 5+ 4cost m4i(/ /4) 4



INLAMNINGSUPPGIFT 79. Berikna

2m
/ (cos §)*"d0
0

for allan > 1.

INLAMNINGSUPPGIFT 80. Berikna
4 1
———df.
/_7r 1+ sin?6

Obestamda integraler av speciella funktioner over
] — O, OO[

Vi ska forsoka berakna ffooo f(x)dx genom att anvinda komplex analys. Detta
gor vi genom att helt enkelt lata f(z) vara den reella funktionen f(x) fast i den
komplexa variabeln z, si t.ex. om f(r) = 2? + 1 si ar f(2) = 22 + 1. Lat
Ir = [-R,R] och lat O = Re?, for 0 < § < &. Séitt yg = Cr+ Ig. Lat nu R > 0
vara tillrackigt stort sa att f(z):s isolerade singulariteter med Im(z) > 0 ligger
innanfor vg. Da vet vi att

/ fodz= [ f@det | f2)d
TR Cr Ir
och enligt Cauchys residuesats sa har vi
/ f(2)dz = 2mi ZRes(f, 2;)
TR j=1
dér zq,..., 2, dr f:s isolerade singulariteter sa att Im(z;) > 0. Vi far da att
ZWiZRes(f, z;) = f(z)dz+ [ f(2)d=.
j=1 Cr Ir
Lat nu R — oo, sa vi betraktar

27TZZRGS<f,Zj):P}£I;O ; f(z)alz%—}%gr;O i f(2)dz.
7j=1 R R

Eftersom vi befinner oss pa realaxeln i integralen 6ver I sa kan vi ga tillbaka till
den reella funktionen, dvs

27i Z Res(f,zj) = J%EEO ; f(z)dz + Blgrolo i f(z)dz.
7j=1 R R
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Om nu [*° f(x)dx existerar och &r éndlig, s& brukar vi kalla detta for (Cauchys)
principalviarde och skriver

R

P.V. /OO flz)de = }%im f(z)dx
—0o0 —>®J-R

Observation 13. Exemplet i boken om att P. V. ffooo xdx = 0 ar viktigt, eftersom
ffooo xdx inte existerar. O

Sa om ffooo f(x)dx existerar och &r dndlig sa far vi att

QWZZResf 2;) = hm f )dz + P. V/ f(x
7j=1

Alltsd om vi kan visa att limpg . fCR f(2)dz = 0 sa skulle vi ha berdknat
P.V. [%_ f(x)dz. Lyckligtvis sa finns det ett lemma som hjélper till hér:

Lemma 9.1. Om f(2) = p(z)/q(z), ddr p och q dr polynom sd att
grad(q) = 2 + grad(p)

da dr

lim f(2)dz =

R—o0 Cr
Bevis. Lat p(z) = > a;27 och lat q(2) = Y_p_, brz". Da géller att
|ao/2™ + - - am|[2"|

)= b0/ 2n 4+ + ball2"]

Sa da n > 2 4+ m sa giller att

< (||C£m‘| + 1) R™™.mR = (||C;m|| + 1) TR 0

da R — oo, ty n > m+ 2. [l

f(z)dz
Cr

FExempel 89. Lat oss berdkna integralen

o 2
I:/ i
A |

Ni far sjilva kolla att I &r konvergent, sa

R 2
dz.

I = lim
R—oo _Rx4+1




2

Lat oss nu ga over till den komplexa funktionen f(z) = _#5. Observera att

grad(q) > 2 + grad(p) sa lemmat ovan ger att

lim f(z)dz=0,
Cr

R—o00

dir Cr ar halvecirkeln Re?, 0 < @ < . Eftersom ekvationen z* +1 = 0 har
16sningarna z; = €™/4, 2y = 3™/4 23 = ™/ och z4 = e"™/*, s& 2z och z ligger
innanfér vg = Cg + Ig. Detta betyder att

I = 2mi(Res(z1) + Res(z2)).

Vi har att ) .
z
R S
es(z) 423 Az
for k = 1,2, 3,4. Detta betyder att
I — @(efmﬂ 4 6737@/4) -
4 V2

]

Denna metod blir ofta lattare &n den gamla metoden med integralkalkylens
huvudsats.

Anmdrkning 47. Metoden som har beskrivits i detta avsnitt fungerar inte om
singulariteterna ligger pa Im(z) = 0, utan detta ska vi fa ldra oss i senare avsnitt.

]
/°° dx
o w3+ 1

(I 1
B+l (z—2)(z—2)(2 — 23)

Ezempel 90. Vi ska berdkna

Vi betraktar funktionen

Y

f(z) =

dir 21 = —1, zp = 3(1 +4v/3) och z3 = (1 —iV/3). Lat ! vara linjesegmentet
fran origo till r, déar » > 0. Vidare lat C). vara bagen med radie r och av lingd
7/2 + /6. Slutligen 14t [? vara linjesegmentet fran slutet av bagen ner till origo.
Vi har féljande parametriseringar av dessa kurvor

Nty=t 0<t<r = (It =1

C.(t)=re" 0<t<2n/3
och

l2(t) =t p<t<0 = (lf)’(t) — oi2m/3

8



Lat v, = I} + C, + (2 varvid vi far att
/ f(z)dz = f(z)dz+/ f(z)dz+ | f(z)d=.
Ir I Cr 1z

Da r > 0 ar stort nog sa kommer bara polen z; ligga innanfor ~,, sa Cauchys
Residuesats ger att

/ f(2)dz = 2miRes(f, z2).
Yr
Eftersom polen z, ar enkel sa far vi att

Res(f, z9) = lim (z — 22) ! = ! =

z—29 (Z — 21>(Z — 22)(2 — 23) (22 — Zl)(ZQ - 2'3)

1 1

GA+iV3) + 1) (1 +iv3) — 21 —iv3)) V31 +iv3) +1)
(1+1iV3).

1
6

Vi ska nu uppskatta integralen av f éver C,.. Lat z = re® varvid dz = rie’dt

ger att
27 /3
IREE </
Cy 0

2m/3
- / T
0 ’r3632t+1|

Eftersom [r3e3 + 1| > |r?e’| = r3 s4 far vi att

2m/3
§/ %dtzz—ﬂl—ﬂ),
0

rietdt| =

27 /3 ‘ '
/ f(re™)rie’dt
0

(reit)3 +1

r 3 r?

f(z)dz
Cr

da r — oo. Detta betyder att [, f(2) — 0 dar — oo.
Per definiton av integralen lings en kurva sa far vi att

1= [ raanayoi= [ o

och

lj@wz/f@@ww@ﬁz/fwM@wmﬁ:

) T 1 . o1 .
_ _ pi27/3 : dt = — 7,27r/3/ dt = — i27/3 dz.
¢ /0 (te2/3)3 4+ 1 € ) B+ 1 € " f(z)dz



Detta ger att

. * d
(1 . ez27r/3)/ p j_ 1 = QWiReS(f, ZQ) s
0

dvs

/oo de  2mi(1+iv3)  2mi(1+4V3)  27v3
o r34+1 6(1—ei2n/3) 6(%(3—@'\/3)_ 5

INLAMNINGSUPPGIFT 81. Berikna
/ *©  dx

o T8+ 1
INLAMNINGSUPPGIFT 82. Berikna

/°° dx
0 (]._"./11'2)2

Obestamda integraler av trigonometriska
funktioner

Vi ska fortsdtta med att berdkna principalviardet for integraler pa formen

P(z) < P(x) .
Q) cos(mx)dx och /_OO o) sin(max)dx |

dér P och @) ar polynom. For att berdkna dessa integraler sa anvénder vi samma
metod som i féregaende avsnitt. Det man observerar ar att

Re(e") = cost , Im(e") =sint,

/chosm‘” (/ Qimd)
/ a Sm ma)d (/ QW) md)

Konstruktionen med kurvan v = Cr+ Iz kan man anvianda dven hér, och Jordans
lemma hjélper en pa traven:

sa

och

10



Lemma 9.2. (Jordans lemma)
Om m >0 och P och @ dr polynom sa att

grad(Q) > 1+ grad(P)

da dr P
lim Plz) e dz =0,
R—oo Jo, Q(2)

dar Cr dar en halvcirkel med radie R.

Bewvis. Parametrisera C'r sa att

P , T
—(Z) e dz = / g(t)dt ,
Cr (Z) 0
dar PR ‘t)
1) = im(Re® 6‘ Ri it‘
7 QR
Vi har att _
’eim(Re”) — emesint'

Fran antagandet i lemmat sa vet vi att det finns en konstant K sa att

P(Re™) K
QRe")| = R
for stora R. Detta ger att
K :
|g(t)| < e—mRsmt_R — Ke—mRsmt.
R
Sa . _
(Z)ezmzdz S K/ €_mRSintdt.
Cr Q(z2) 0

Man kan visa att, och jag uppmanar er att gora det,

/ﬂ- emesintdt < Q
0 mR

[ 5

DA far vi att

T
<K— —0
= mR_> )

da R — oo.

11



Ezxempel 91. Vi ska berdkna P.V. f (xfﬁz dx. Satt

fz) = (224 1)2 - (z+ 2)2(,2 —1)2’

sa har f poler i +i. Eftersom
grad((2® +1)?) > 1 + grad(z")

sa kan vi anvinda oss av Jordans lemma, sa

2362,2
_C T dz=0
/CR EFTI i

dér C'r ar en halvcirkel i1 6vre halvplanet. Eftersom i 4r den enda polen i 6vre
halvplanet, sa ger Cauchys residuesats att

[e's] 3 o
P.V. /OO %dm = Im(27i Res(7)).

Om man beréiknar residuen s& far man Res(i) = -, vilket betyder att
* dsinx 1 T
P.V. [ SR dr—Tm (2 - =
/_Oo (22 4+ 1)2 ’ ( - 46) 2e

Ezempel 92. For a > 0 lat oss berdkna

*  cosx
N —(:):2 n a2)2dx.

Eftersom sin z ar en udda funktion sd& kommer

*  sinz
[ wrapt=

Detta ger att
& e > cosx +isinx *®  cosx
(@ a2>2dx = e (22 +a2)? dr = (@ az)de'

¥ iz

() = :
z) = = .
(224 a?)?  (z+41ia)%(z —ia)?
Observera att enda polen f har i 6vre halvplanet &r ia. Lat nu Cgi vara en
halvcirkel kring origo i 6vre halvplanet med radie R, och lat [ vara linjesegmentet

Lat

12



fran — R till R. Slutligen lat v = Cr + (g, sa v &r en sluten kurva som innehaller
polen ia. Nu ger Cauchys Residuesats att

/f(z)dz = 2mi Res(f(z),1a).
Vidare sa ser vi att
/f(z)dz = f(z)dz + f(2)dz.
ol Cr IR

Men eftersom graden till polynomet i namnaren i f ar storre an 1 plus graden av
polynomet i tdljaren sa ger Jordans lemma i boken att

lim f(z)dz = 0.

R—o0 Cr

Vidare sa ser vi att

) 00 eiac
o [ 00 = |t

sa vi behover bara berdkna residuen for f enligt ovan. Vi ser att polen ia ar av
ordning 2, sa
Res(f(2),4a) = lim —(z — ia)?f(z) = lim ——— =

2—ia dz z—ia E (Z —+ ia)Q

i (z +1a)? — 2(z + ia)e” i€ (z + ia) — 2€%

li =1 =
zgﬂl (z +ia)* 21_% (z +ia)3

_ —2ae7" =2 e (a+1)

B —i8a3 o d4ad

Lagger vi ihop allting sa far vi att

*®  cosx . . e %a+1)
| e = [ S = 2miRes( ) i0) = ami T =
m(a+1)
2a3e@

INLAMNINGSUPPGIFT 83. Berikna

> xsin(3z)
P.V. ———=dx.
V/_ T dx

[e.9]

13



INLAMNINGSUPPGIFT 84. Berikna
* cos(2
P.V./ cos(2z)

Tz — 3

Integraler med singulariteter pa reella axeln

Detta avsnitt handlar om hur man beraknar integraler med singulariteter pa
den reella axeln. Det man gor ar att man ldgger en halvcirkel med godtyckligt
liten radie runt singulariteten och dérefter sa anvinder man Cauchys residuesats.
For att berdkna integralen ldngs denna halvcirkel, eller nagon cirkelbage, kring
en singularitet anvinder man foljande lemma:

Lemma 9.3. Om f har en enkel pol i z = ¢ och T, dr en cirkelbage kring c

definierad genom c 4+ re'?, 0, < 0 < 0,, da gdller att

lim f(2)dz =i(6s — 01) Res(f, c).
T

r—0t

Beuisidé. Eftersom f har en enkel pol sa har den en Laurentserie pa formen

f(z) = Zailc + Z ap(z — c)*
k=0

in nadgon punkterad omgivning till ¢, sig 0 < |z —¢| < R. For 0 <r < R s& ar

d
[ s =an [ S [ e
dar .
o) = ol = o)t
k=0

Da ér g holomorf i en omgivning till ¢ och det finns ett M sa att
lg(t)] < M

for |z — ¢| < Ry. Sa for 0 < r < Ry sa har vi

/ (2

da r — 07. Anvander vi nu parametriseringen av T, s& far vi att

SM(QQ—Ql)TﬁO

lim f(2)dz =i(0s — 01) Res(f, ¢).
T,

r—0t

14



INLAMNINGSUPPGIFT 85. Fyll i detaljerna i beviset av lemmat ovan, dvs
skriv ner hela beviset i detaly.

Dessa metoder lar man sig ldttast om man rdaknar lite. Darfor ger jag ett
exempel.

Exempel 93. Lat oss berdkna [ = P. V. f_oooo ZTI dz. Vi har att Jordans lemma ger
0SS
2iz
lim dz = 0.
R—o0 Cr z 1

Vidare sa ger lemmat fran detta avsnitt att
2iz

lim

7‘*>07L S’r y4 + 1

dz = —miRes(—1) ,

dar S, ar en halvcirkel kring singulariteten z = —1. Eftersom
eZiz o
Res(—1) = i 1)- =e
es(—1) zi@1(z+ ) 11 ¢

sa far vi att

I = mie %,

INLAMNINGSUPPGIFT 86. Berikna

o sinx
P.V. d
v /_oo @+ 4@ —1)"

INLAMNINGSUPPGIFT 87. Berikna

< g¢in? g
5 dx.
0 T

Integraler av "flervarda” funktioner

Aven i detta avsnitt sa berdknar vi integraler, fast nu &r integranden en
"Hervard” funktion. Jag tycker att ni ska ga igenom detta avsnitt och rékna nagra
uppgifter. Jag kommer hér bara ga igenom nagra exempel sa jag hoppas det &r
tillrackligt.

15



Ezempel 94. Vi ska berikna [;° Wr) g for p,q > 0. Sitt g(z) = =822 Dy

q2+z2 q2+22 .
giller att Re(Log(z)) = In|z|. Da &r Log(z) holomorf pa C\| — oo, 0]. Observera
att g har en enkel pol i 7q. Da ar

-\ In(pg)
Res(g,1q) = —— 4+ —.

(9,iq) 2 1
Observera att vi inte behover nagot belopp pa pg da vi tar den naturliga logarit-
men, eftersom bade p och ¢ ar icke-negativa. Lat 0 < r < ¢ < R och 1at S, vara en
halvcirkel kring origo med godtyckligt liten radie r i 6vre halvplanet, och lat Cg
vara en halvcirkel kring origo med stor radie R. Lat v = Cr+[—R, r|+ S, +[r, R].
Da ger Cauchys residuesats att

mln(pg) 7%

z)dz = 2mi Res(g,1q) = —= + —.
[ o (g.iq) = TP 1 T

/ /R log(p
¢+ 22

som gar mot foo Loff'z dz d& R — oo och r — 0%1. Vidare har vi att

/ / Log pz B /T Log(—pz) (—d2) = /R Log(pz) +m'dz
R 20T ) ¢+ (=2)? P Pt

som gar mot
<L * 1
/ Sg(p? dz + mi / 5 dz
0 q + z 0 q + 22

dd R — oo och r — 0T,
Vi gor nu ett variabelbyte, som ger att

™ Log(Re™) . . /7r In|R| + 0 " InR+m
= —————iRe"df| = 5 agiedl| < ———71R — 0
/cRg /0 @+ R 0 ¢+ R R "

Vi har att

da R — oo. Jag lamnar at er att visa att ‘fs g‘ — 0 dar — 0". Detta ger att

L L &0 1
/ / Log(p2) , / og(p= )dz+ / dz
q +22 0 q2+2 0 q2+22

dd R — oo och r — 0T. S& vi far att

| 25 L & 1
q 2q o ¢ +z o ¢tz

Om vi jamfor real och imaginérdel sa far vi att

/ > In(pz) " 7 In(pq)

¢+ a? 2q
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och

& 1 d T
ﬁxZQ_'
0o ¢+ q

00 2/3
/ < dx.
o 1+ a2

2/3

Ezempel 95. Vi ska berdkna

Lat f(z) = £ + £ . Vilj grenen for z%/® att vara den positiva real-axeln. Vi ska nu
bilda en sluten kurva v som innehaller f:s enkla poler 4. Lat v, vara linjestycket
fran r till R, ddr 0 < r < 1 < R, pa ovansidan av realaxeln, dvs v;(t) = ¢ dér
r < t < R. Vidare lat Cr vara cirkeln med radie R som &r orienterad moturs
och slutar pa undersidan av real-axeln. Darefter later vi 5 vara linjestycket pa
undersidan real-axeln fran R till r (dvs y2(t) = te*™ for R < t < r), och slutligen
lat C, vara den medurs orienterade cirkeln med radie r (hir dr det forstas inte
nagon cirkel utan en cirkelformad kurva som Cg). For stora R s& kommer v =
v1 + Cr 472 + C,. innehalla polerna +¢. Vi vill anvinda Cauchys Residuesats, och
eftersom polerna ligger innanfoér v sa berdknar vi residuerna i dessa punkter. Vi

far att 23 s "
z 1 e
es(fhi)=lm—= =5 =7

och 2/3 (—i)%/3 '
- i e 1
es(f, —1) = lim — = "— 2 2i

Cauchys Residuesats ger nu att

67ri/3 1 )
[yf(z)dz = 2mi ( 5; + Z) = m(e™3 4+ 1).

Vi borjar med att observera att

R 42/3 oo 42/3
dz = —dt —dt
/mf(z)z / 211 —>/0 211

da r — 0 och R — oo. Vidare si observerar vi att

T 2mi\2/3 00 2/3
/ f / (te ) / 27rzdt 47r/3/ t / dt
R (te2™)2 + 1 0 12+1
da r — 0 och R — oo.
Vi vill alltsa uppskatta ‘fCr f’ och ’fCR f‘. Vi bérjar pa Cg: Eftersom [22+1| >

2|2 — 1 s4 ar

52/3

2241

|Z|2/3 B R2/3
T 2-1 R2-17
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pa Cg. Detta ger, eftersom [(Cr) = 27 R, att

R?321R
/ f(z)] < Q—W —
Cr R2 -1
da R — oo.
Pa C, sa har vi att
52/3 12]2/3 2/3
241 71— |22 1—r2’

pga att [22 + 1| > 1 — |2]?. Detta ger att

/ £(2)
Cr
dar — 0.

Alla utrdkningar ovan ger att

) oo t2/3
lim lim /f(z)dz =(1- 647”/3)/ dt.
gl 0

r2/327y
1—172

<

— 0

r—0 R—oo t24+1

Enligt Cauchys Residuesats sa far vi att

/oo t2/3 J 7T(€7ri/3+1)
0

241 ] — e4ni/3

INLAMNINGSUPPGIFT 88. Berikna

/°° dx
o xl/e(x+1)%

INLAMNINGSUPPGIFT 89. Berikna
o} 2(:1/3

/ AN
0o 241

Argumentprincipen och Rouches sats

Meromorfa funktioner &r holomorfa funktioner med poler. Med dessa sa kan vi
med hjéalp av nollstéllen och poler berdkna en viss typ av integraler. Mer precist
har vi:
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Sats 9.4. (Argumentprincipen)

Lat f: Q — C vara en meromorf funktion, ddr ) dr ett enkelt sammanhdngande
omride i C. Lit v vara en sluten, enkel, positivt orienterad styckvis C'-kurva.
Antag att f saknar poler och nollstdllen pa ~v. Da gadller att

1[G
2mi )., f(2)

dir Np(f) dr summan av ordningen av poler innanfér ~y och No(f) dr summan
av ordningen av nollstallena innanfor .

dz = No(f) = Np(f) ,

Bewvis. Se boken. O]

Denna sats ska vi anvénda till att visa Rouches sats som uttalar sig om noll-
stallen for funktioner.

Sats 9.5. (Rouches sats)
Lat Q C C vara ett enkelt sammanhingande omrade och lat f € O(Q). Antag att

[F(2)] < lg(2)]

pa en enkel, sluten styckvis Ct-kurva v i Q. Dd mdste f och g ha samma antal
nollstallen innanfor v (raknat med multiplicitet).

Beuvis. Sag att g = f + h, dar |h| < |f| pa 7. Detta ger att f # 0 pa . Betrakta
homotopin Fi(z) = F(t,z) = f(z) + th(z), 0 <t < 1, som overfor f till g. Pa v
har vi att

|F2| = [f] = th] = | f] = |n] > 0.

Lat N (t) vara antalet nollstéllen till F} i det inre av . D& ger argumentprincipen

att
1 F/(z)
Nt = %/W F,(2) dz.

Eftersom N ar definierad av en integral av en kontinuerlig funktion, sa maste N
vara kontinuerlig. Vidare sa antar N bara heltalsvirden (den rdknar ju antall).
Dérfor maste N(0) = N(1) vilket betyder att antalet nollstéllen hos Fy = f &r

samma som antalet nollstéllen hos F} = g. O]

Rouches sats sdger att vi kan gora "sma” holomorfa storningar och dven ha
lika manga nollstéllen.

Ezempel 96. Vi ska undersoka hur manga nollstéllen f(z) = 2* + 2 + e * har i
det hogra halvplanet. Lat g(z) = 2% +2 och h(z) = e7*. D4 ér g, h € O(C). Lat
~ vara den slutna kurva som gar i en halvcirkel Cr fran ¢R till —¢R och déarefter
linjen Ig fran iR till —iR. Da géller att

g()| =122 +2[ > 2]’ =2 =R’ -2
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da R® > 2 pa Cg, och

h(2)] = le™*| = <1

pa Cg. Pa linjen [x sa géller att

lg(iy)| = (iy)® + 2] = VS +4 > 2

och
|h(iy)| = le™] = 1.
Alltséa ar |g(z)| > |h(z)| pa 7.

Vi kollar nu p& hur méanga nollstéllen ¢ har innanfor . Loser vi g(z) = 0 s&
ser vi att den har 2 stycken nollstéllen innanfér v om R > 2'/2. Da ger Rouches
sats att ¢ och f har samma antal nollstillen innanfor 4. Eftersom R > 22 #r
godtycklig sa foljer det att f har tva nollstéllen i hogra halvplanet. m

Ezempel 97. Betrakta p(z) = 2> + 32 — 1. Vi pastar att p har alla sina nollstéllen
i B(0,2). Vi ser att p har exakt tre nollstéllen enligt algebrans fundamentalsats.
Léat r(z) = 2 som har alla sina nollstéllen i origo, s& speciellt i B(0,2). Pa
0B(0,2) sa ar |r(z)| = 8. Vidare sa dr ¢(z) = 3z — 1 en liten storning av r(z). Pa
0B(0,2) sa &r
9(2)] = 32— 1] <32+ 1 < |r(2)].

Rouches sats ger att r och p har lika manga nollstéllen i B(0, 2). O
Exempel 98. Lat f € O(B(0,1+¢)), e > 0. Antag att f(0) = 3 och att |f(z)| > 7
da |z| = 1. Vi pastar att f har ett nollstélle i B(0,1). Lat h(z) = —3. Vi har
att |f(z)] > |h(2)| pa 0B(0,1) s& har f och g = f + h lika manga nollstéllen i
B(0,1). Men ¢(0) = f(0) + h(0) = 0 s& f maste ha ett nollstélle i B(0,1). O

INLAMNINGSUPPGIFT 90. Bestim antalet nollstillen i hégra halvplanet
till funktionen f(z) = 2% + 423 — 42% — 42 — 5.

INLAMNINGSUPPGIFT 91. Bestim antalet nollstillen i hégra halvplanet
till funktionen f(z) =2 — 22% + 24 +e7%.

Rouches sats ger i sin tur foljande sats

Sats 9.6. (Oppna avbildningssatsen)
En holomorf, icke-konstant funktion dr dppen, dvs bilden av dppna mdingder dr
oppna.

Bevis. Antag att f € O(Q), dir Q ar ett omrade i C. Tag V' C Q 6ppen. Vi ska
visa att f(V) ar oppen. Eftersom V' &r 6ppen sa finns det en boll B(a,r) C V
dér a € V. Enligt identitetssatsen sa finns det ett r sa att B(a,r) &r en sadan
boll, och sa att om vi definierar

= inf{|f(z) — f(a)| : z € 9B(a,r)}
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sa dr m > 0. Detta &r inget annat &n avstandet fran f(a) till f(0B(a,r)). Tag en
w € B(f(a),m) och sétt g(z) = f(2) — w. Vi ska nu anvéinda Rouches sats:

Sétt go(2) = f(2)— f(a). Denna har minst ett nollstélle i B(a,r). Satt g1(z) =
f(a) — w som da &r konstant. For z € 0B(a,r) ar nu

190(2)| = |f(2) = f(a)| = m > [f(a) — w] = [9:(2)|

och darfér har gy + g1 = ¢ samma antal nollstéllen i B(a,r) som gy, dvs minst
1. Vad betyder nu detta? Jo, for vart godtyckliga val av w € B(f(a),m) sa
finns ett zyp € B(a,7) sa att 0 = g(z9) = f(z0) — w, s& f(z0) = w. Déarfor
ar B(f(a),m) C f(B(a,r)) C f(V), sa f(V) innehaller en boll, sa f(V) é&r
oppen. ]

Foljd 9.7. Lat f vara en holomorf avbildning definierad pa ett omrade 2. Da dr
f(2) ett omrade.

INLAMNINGSUPPGIFT 92. Anvind dppna avbildningssatsen for att visa

MATIMUMPTINCIPEN.

Slutligen sa kan ni ldsa avsnittet om serier sjilva.
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