Inlamningsuppgift 1
i

Komplex Analys C

1. Lat (-,+): C x C — C vara definierad genom

(z,w) = zw.

Visa att

(a) (az + pv,w) = alz,w) + B(v,w) for alla o, § € C.

(b) (z,w) = <’w z).

(¢) (z,2) =

(d) (a) oc ( ) ger att (z,av + pw) = alz,v) + B{z,w) for alla o, 8 € C.
(-, ) brukar kallas for en skaldrprodukt.

2. Lat || - ||: C — C vara definierad genom
2]l = (2, 2)"/*

dér (-, ) ar skalarprodukten fran uppgift 1.

(a) Visa att [|z]| = 0 om och endast om z = 0.

(b) Visa att [|az|| = |al||z| for alla z,« € C.

(¢) Visa att ||z +w|| < ||z|| + ||lw| (Triangelolikheten).
(d)

d) Om z, — z och w, — w, visa d& att (z,,w,) — (z,w) (Kontinuitet
hos <'7 >)

(e) Visa att ||z +w|*+ ||z — w||* = 2(||z]]? + ||w]|?) for alla z,w € C. Tolka
vad detta betyder geometriskt. Rita en bild!

(f) Vi séger att z och w &r ortogonala om (z,w) = 0, och skriver z 1 w.
Om zi,...,2, € Coch z; L z for j # k, visa da att

= Z 2> (Pythagoras sats).

( Ledning: Vad hinder din > 2)
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Lat S'={ze€ C:|z| =1} och f: S' — [-2,2] vara definierad genom
1
(a) Ar f injektiv och/eller surjektiv?
(b) Lat A= {z:|z| = 1,Im(z) > 0}. Ar f|a injektiv och/eller surjektiv.
(c) Lat B = {z: |z| = 1,Re(z) > 0}. Ar f|p injektiv och/eller surjektiv.
(d) Lat C = {z :|z| = 1,Re(z) > 0 Im(z) > 0}. Ar f|¢ injektiv och/eller
surjektiv.
Visa att |Re(z)| < |z| och | Im(z)] < |z|.
Lat aq,...a, € R. Definiera
p(z) ="+ a2 - Fay.
Visa att om p(w) = 0 s& ar p(w) = 0.
Los ekvationen 23 — 322 + 6z — 4 = 0.

Visa att om S och T &r omraden som har atminstone en punkt gemensam,
da dr S UT ett omrade.

Lat p och ¢ vara tva distinkta punkter pa Riemannsféaren, och lat 7 vara den
stereografiska projektionen. Visa att planet genom p, ¢ och origo skér Rie-
mannsféiren i en sa kallad storcirkel, dvs en cirkel med diameter 2. Vidare,
visa att denna storcirkel korresponderar mot en unik cirkel (eller linje) i
planet som gar genom

1
T , T OCh =
(), m(q) )

. Lat f: C — C vara definierad genom f(z) = az + b dér a,b € C. Visa

att f kan uttryckas som en komposition av en skalning, rotation och en
translation. Visa, darefter, att varje funktion pa denna form avbildar linjer
pa linjer och cirklar pa cirklar.

(Ledning: Varje skalning dr pa formen S(z) = pz, ddar p € R\, och varje
rotation dr pd formen R(z) = €®z for nagot § € R och varje translation
kan man skriva som T(z) = z + ¢ dir ¢ € C.)

Lat U C C vara 6ppen. Antag att f: U — C ar en funktion som &r kontin-
uerlig. Visa att f,Re(f),Im(f) och |f| & kontinuerlig.



