Lasanvisningar
till
kapitel 1.1 — 2.2

Jag tankte bara kort berdtta hur strukturen hos dessa lasanvisningar kommer
vara innan vi kor gang pa allvar. Jag kommer i dessa ldsanvisningar sdga vad
jag anser ar viktigt for kursen, samt forsoka skapa lite mer forstaelse for de
olika begreppen i kursen. Lasanvisningarna kommer ocksa ligga i grund for de
foreldsningar som vi kommer ha pa de olika momenten. Lésanvisningarna kommer
dven vara en del av eran kurslitteratur, och jag forvintar mig att ni ldaser dem
noga och reflekterar 6ver dess innehall. Lasanvisningarna kommer att folja bokens
linjer med vissa tillskott; lite flera satser, definitioner och nagra annorlunda bevis,
satser och definitioner. De flesta av de tillskotten jag har valt att lagga till ger
en modern syn pa komplex analysen, och dessa kommer jag speciellt trycka pa
under kursens gang.

Lat oss nu borja:

1.1 Komplexa tals algebraiska struktur

Vi kommer hela tiden beteckna R som de reella talen, och C som de komplexa
talen, som vi under kursens gang kommer lara kéinna lite béattre. Det forsta avsnit-
tet i boken kommer vara, hoppas jag i alla fall, en ren repetition av de komplexa
talens algebraiska struktur. Boken gillar representera komplexa tal genom den sa
kallade rektangulédra formen, dvs pa formen x + yi, och jag tycker att man ska
se komplexa tal som en punkt i det komplexa talplanet. Det tals att papeka att
den rektanguéra formen ar bara ett siatt att representera ett komplext tal. Ett
annnat sitt ar den sa kallade polédra formen, som dyker upp i avsnitt 1.3 och 1.4,
och ett tredje siatt 4r genom en matrisrepresentation: om z = x + yi € C, sa kan
vi representera z genom en 2 X 2 matris, ndmligen

Z:{jyg]

Detta gér man genom att vilja laimplig bas i R?. Varfor blir detta ett komplext tal?
Prova att reda ut detta, genom att tillexempel multiplicera tva stycken komplexa
tal pa denna form. Vad ldrde vi oss av detta da? Jo, ett komplext tal ar en punkt
i planet som kan representeras pa ett flertal sétt.

En intressant egenskap som de komplexa talen har, i jamforelse med de reella
talen ar foljande:



Lemma 1.1. Om z € C sa existerar det en w € C sd att w? = z.

Beviset av detta lemma kan ni se som en litt 6vning, ett tips ar att ni later
2 = a+ bi och w = x + yi och helt enkelt 16ser ekvationen w? = z fér de reella
talen x och y. Om ni réknar rétt sa far ni ett ekvationssystem pa foljande form:

22—y’ =a
{ 2ey = b '
Som ni alla vet sa blir Lemma 1.1 svart att 16sa for de reella talen, for t.ex. sa
finns det inget reellt tal x si att 22 = —1.

Det finns fler olikheter mellan R och C. Man kan nadmligen inte prata om
ett positivt eller negativt komplext tal, utan det dr en egenskap som de reella
talen har. Detta &r en vildigt viktig del i forstaelsen av de komplexa talen, och
jag rekomenderar att ni forsoker gora uppgift 1.1.30 i boken som utreder detta
faktum.

Jag ska bara kort ndmna real och imaginédrdelen av ett komplext tal, som jag

egentligen bara gor for att papeka nagon egenskap hos dessa. Om z = a + bi ar
ett komplext tal, sa ar realdelen respektive imagindrdelen till z

sd z = Re(2) + Im(z)i. Funktionerna Re och Im har en linjéritetsegenskap, nam-
ligen
Re(z + w) = Re(z) + Re(w) , Im(z + w) = Im(z) + Im(w).

Men de uppfyller daremot inte en multiplikativ egenskap:

Re(zw) # Re(z) Re(w) , Im(zw) # Im(2) Im(w).

1.2 Punktrepresentationen av ett komplext tal

Detta avsnitt handlar egentligen om att man pa enklaste vis kan identifiera C med
R2. Detta faktum borde inte forvana er allt for mycket, eftersom man i elementira
kurser brukar ha denna syn. Rent konkret sa later man, om z = a 4+ bi € C, vara
punkten (a,b) € R% Men en punkt i R? kan ju representeras som en vektor, s&
vi kan borja prata om vinklar, langder med mera. En ldngd av en vektor (a,b) i
R? ges, via Pythagoras sats, av va? + b2, sa via varan identifikation med C, sa
kan vi definiera absolutbeloppet av z = a + bi genom

12| == Va? + b2

Eftersom detta dr lingden av en vektor i R?, sa #r det béttre att se, precis som i
det rella fallet, absolutbeloppet som avstandet fran z till origo. Pa detta vis sa ér



|z — w| helt enkelt avstandet fran z till w. Jamfor med det reella absloutbeloppet
som definieras genom
2] = { T , >0
’ —x , x<0

En valdigt viktig egenskap som det komplexa absolutbeloppet, som vi hidanefter
bara kommer bendmna med absolutbeloppet, har ar att &ven den uppfyller den
sa kallade triangelolikheten:

|z +w| < |z| + |w]|.

Denna har ni som uppgift att visa i uppgift 1.3.15. Foérsok att gora denna uppgift
pa tva satt; bade geometriskt och med mer handfast rdknande. Triangelolikheten
kan generaliseras pa foljande satt

n

%

Jj=1

n
<>zl
=1

Denna ar dock inte lika latt att visa. Slutligen ska jag ndmna en annan egenskap
hos absolutbeloppet:

2Z = |z)?,
som trots sin enkelhet kan vara en valdigt anvindbar likhet. Har ar z, forstas,
det komplexa konjugatet, dvs om z = x + 1y sa ar z = x — 1y.

1.3 Vektorer och polara former

Vi fortsitter med, genom detta avsnitt ocksd, att betrakta C som R?. Man borjar
nu allt mera se komplexa tal som vektorer, som element i R?. Detta gér man
bitvis for att kunna definiera en vinkel mellan vektorn i fraga och realaxeln, dvs
z-axeln. Denna vinkel kallas for argumentet for ett komplext tal. En véldigt
viktig anmarkning ar att argumentet inte ett tal utan en méngd, namligen om
z € Csaar

arg(z) :={0+2mn:neZ},

dér Z ar méngden av alla heltal, och 6 &r vinkeln mellan vektorn z och realaxeln.

Ezempel 1. Om z =141 sa &r
™
arg(z) = {Z +2mn:n € Z}

och inte
arg(z) =

N

Déremot sa kommer § € arg(z). O



Hoppas detta synsétt inte forvirrar alltfor mycket. Lat oss forvirra lite mera:
Om z € C och om vi har beriknat méngden arg(z), s kan vi forstas vélja att
restringera denna mangd till ett halvoppet intervall istallet, av langd t.ex 27. Da
man gor en sadan restriktion, sa kommer det for alla z € C finnas ett unikt 6
sa att arg(z) = 6. Ett val av ett sddant intervall, och observera att det verkligen
dr ett val man gor, brukar man kalla en gren av arg(z). Den speciella grenen
| — m, 7] kallas for principalgrenen och da vi kollar pa denna gren si brukar
vi skriva arg(z) som Arg(z), dar det versala A:et ar viktigt. Da brukar vi kalla
Arg for principalargumentet. Med detta synséttet i bakfickan sa kan vi via en
identifiering av R? med C ta oss fram till en vektorform fér komplexa tal, dvs
nagot som bestdms av en ldngd och en riktning. Denna representation kallas for
polar form och skrivs som

z=1x+yi=|z|(cosf +isinf) ,

dér 6 = Arg(z). Observera att cos @ +isin 6 dr en enhetsvektor, sd denna bestdm-
mer bara riktningen pa varan vektor z. Dérefter skalar vi denna enhetsvektor
med langden av z.

Slutligen vill jag bara papeka att ni bor gora uppgift 1.3.13, som utreder nagra
egenskaper hos Arg. Denna uppgift &r med sa att ni inte ska gora nagra enkla
misstag nér ni rdknar med principalargumentet.

1.4 Den komplexa exponentialen

Den komplexa exponentialen introduceras i detta avsnitt, och i skillnad med reell
analys sa defnierar man inte den komplexa exponentialen genom att lata e* = w
om och endast om z = logw. Man utgar istéillet fran vad man vill att den ska
uppfylla, ndmligen

(1) efeV = ez+w

de* _

(2) & =¢,
for alla z,w € C. Eftersom boken goér denna “approach” sa kan ni ldsa om hur
man gar vidare fran dessa tva ekvationer dar. I alla fall sa& kommer man fram till
att det &dr bést att definiera e* genom

e” = ¢e"(cosy + isiny) ,

dér z = 2 +yi € C. Utifran detta si ser man bland annat att e = cosy +isiny.
Nu kanske ni reagerar, eftersom vi sa att ett komplext tal z &r pa polar form om
z = |z|(cos@ + isinf), sa vi kan skriva varje komplext tal z, forutsatt att det
ar noll forstas, som z = |z|e?, diir § = Arg(z). Speciellt ger definitionen av den
komplexa exponentialen att

€] = le"e”| = |e”[|e¥| = e,

eftersom e* > 0.



1.5 Exponenter och rotter

Exponenter och rétter ar nagot som ni alla kidnner till fran tidigare kurser. Kom
ihag att ekvationer pa formen z* = 1 ger upphov till jimnt fordelade 16sningar
pa enhetscirkeln |z| = 1.

1.6 Topologi

Nu har vi kommit fram till ett avsnitt som ar véldigt viktigt att fa en bra kénsla
for. Vi kommer i detta avsnitt koncentrera oss pa de méangder vi kommer att
jobba med under sa gott som hela kursen, namligen 6ppna méangder. Topologiska
begrepp som 6ppna, slutna och sammanhéngande méngder kinner ni flesta redan
till fran tidigare analyskurser, men jag ténkte gora en hyfsad genomgang &nda.
Om ni inte visste det sa ar topologiska begrepp nagot som ar viktigt inom analy-
sen, eftersom de beskriver 6ppna méangder, och 6ppna méangder &r nagot som de
"Hesta” definitioner och satser bygger pa.

Sa vad ar en 6ppen méngd. Boken kor en nagot annorlunda definition av en
Ooppen mangd, dn vad jag kommer att gora. Jag kommer kort och gott séga att
en mangd U C C ar oppen om for varje z € U sa innehaller U en 6ppen boll
B(z,r) ={w € C: |z—w| < r}, dir r > 0. Denna definition kréver dock att man
vet den defintion som boken ger samt att man vet att bollen B(z,r) &r 6ppen.
Att B(z,r) ar 6ppen kan ni visa i uppgift 1.6.1, sa tills vidare s& far ni helt enkelt
képa att B(z,r) ar 6ppen. Observera att denna boll dr egentligen en disk, men
jag sager oftast boll. Observera vidare att en 6ppen méangd i R &r inte 6ppen i C,
eftersom alla 6ppna méngder i R 4r 6ppna intervall, och dessa innehaller ingen
boll i C. Vidare séa séger vi att en méngd S C C &r sluten om S¢:= C\ S ar
en Oppen mangd. Observera att denna definition &r en 6vning i boken, ndmligen
uppgift 1.6.13.

En annan viktig topologisk egenskap ar att vara bade 6ppen och samman-
héngande. Detta kallas ett omrade eller doman. En definition som ni sékert
kénner till &r att en méngd U C C ségs vara (topologiskt) sammanhingande
om det inte finns A C U och B C U 6ppna sé att ANB =0 och AUB = U.
Denna definition finns inte i boken, utan boken séger att en dppen mangd U C C
ar (polygontags)-sammanhingande om det till varje par av punkter sa finns
det ett polygontag helt i U som sammanbinder punkterna. Ett polygontag &r
helt enkelt en f6ljd av réta linjer med sammanbundna &ndpunkter.

Anmdrkning till definitionen av sammanhdngande.
Polygontagsdefinitionen kraver dppna mangder medan i den andra sa funkar det
med vilken méngd som helst. O]

FExempel 2. Ett typexempel pa ett en méngd som ar topologiskt sammanangande
men inte polygontags-sammanhéngande ar en halvcirkel. Denna dr en sluten och



topologiskt sammanhéngande méangd, men vi kan inte forbinda tva punkter pa
cirkelbagen med ett polygontag. O]

Déremot sa ér dessa tva sammanhédngande-definitioner samma sak pa éppna
méngder:

Sats 1.2. Lat U vara oppen i C. Da dr U polygontigs-sammanhdngande om och
endast om U dr topologiskt sammanhdangande.

Bewvis. Borja anta att U ar polygontags-sammanhangande. Antag vidare, for en
motségelse, att U inte dr topologiskt sammanhéngande. Da ar U = V U W déar
V, W é&r icke-tomma och 6ppna. Observera att V' och W é&r slutna. Lat z € V och
w € W. Enligt antagande sa finns det ett polygontag mellan z och w. Lat detta
polygontag ges av en kurva ~: [0,1] — U sa att v(0) = z och (1) = w, dvs en
kurva som bérjar i z och slutar i w. Lat

T={tel0,1]:~(t) € V}.

Observera att T' # (), eftersom 0 € T', och observera att T" ar begransad av 1. Lat
¢ vara den minsta 6vre begrénsningen till 7', dvs ¢ = sup 7. Da ar ¢ # 1, och per
definition av 6vre begransning sa finns det en f6ljd {¢,} med ¢ < ¢, < 1 sa att
v(t,) € W och t,, — c. Kontinuitet ger att

() = lim y(t) ,
sa eftersom W ar sluten sa foljer det att vy(c) € W.

P& samma sétt sa finns det en foljd {s,} med 0 < s, < ¢ s& att s, — ¢ och
v(sn) € V. Nu ger kontinuitet och slutenhet hos V att v(c) € V. Dessa bada
foljdargument ger var motséagelse, sa U ar topologiskt sammanhéngande.

Antag nu att U &r topologiskt sammanhéangande. Lat zy € U, och lat

V={:ecU:z~ 2},

dér ~ betyder att det finns ett polygontag mellan z och zy. Vi pastar att V ar
oppen, sa lat oss visa detta:

Antag att det finns ett polygontag fran zy till z; i U. Eftersom U &r 6ppen sa
finns det en boll B(z,7) C U. Om z € B(z,r) sa finns ett polygontag, en rét
linje i detta fall, fran z till z;. Alltsa finns det en &ven ett polygontag fran z till
zo via zq, sa V' ar verkligen 6ppen.

Vi pastar hdrnést att V' ar sluten. Antag déarfor att {z,} C V ar en foljd och
att z, — 2z € U. Vi maste visa att z € V. Eftersom U &r 6ppen sa finns det en
boll B(z,r) C U kring z med radie r. For nagot n sa kommer z, € B(z,r). Da
finns det en rét linje i B(z,r) fran z till z,, for det fixerade n:et ovan. Alltsa finns
det ett polygontag fran z till 2z, sé z € V.

Vi har nu visat att V' ar bade oppen och sluten, sa V' = U, vilket get att U
ar polygontags-sammmanhéngande. O]



Vi har nu kommit fram till bokens forsta "riktiga” sats, som grovt siger att
om f: D — R, dir D C R? dr ett omrade, uppfyller att dess partiella derivator
forsvinner sa maste f vara konstant. Dess bevis dr ganksa latt och bygger pa att
man kan byta ut réita linjer i polygontag som varken &r horisontella eller vertikala
mot en kedja av sma horisontella och vertikala linjer.

Slutligen sa gar boken igenom nagra fler topologiska begrepp:

Vi séger att en méngd S C C ar begransad om det finns en boll B(z,r) D S,
dér z € S och r > 0. Detta betyder alltsa att for alla z € S s& méste |z| < r.

Ibland vill man kolla pa randen till en méangd, ganska ofta faktiskt. Vi sager
att z dr en randpunkt till S C C om varje boll kring z innehaller atminstone
en punkt i S och en punkt utanfér S. Mangden av randpunkter till en méngd S
skriver vi som 05S.

1.7 Riemannsfaren och den stereografiska projek-
tionen

Den sa kallade Riemannsfiaren &dr inget annat &n det komplexa talplanet C med
en extra punkt som vi har format en sfar av. Den punkten som vi lagger till ar
00, och denna punkt later vi vara nordpolen pa sfaren. Vi identifierar denna sféar
med enhetssfiaren, dvs den med radie 1, och det dr enhetssfaren som vi brukar
kalla Riemannsfaren. Vi kommer beteckna det utvidgade komplexa talplanet med
Coo = CU{o0}. I Cy har vi foljande rékneregler:

® 1+ 00 =00
e 2-00 =00
® 00+ 00 =00
® 0000 =00
° é:O

Den stereografiska projektionen anvander vi for att identifiera punkter pa
Riemannsfaren med punkter i planet. Den fungerar pa féljande vis:

e Lat Riemannsfiren sta med sydpolen i origo i C.
e Tag en punkt p pa Riemannsfiren.
e Drag en rét linje genom nordpolen(N) och p.

e Den punkt som linjen skir C, dr vardet for den stereografiska projektionen.



Observera att nordpolen och oo € C., avbildas pa varandra via den stere-
ografiska projektionen.

Det forsta exemplet i detta avsnitt ar valdigt viktigt, och beskriver den inversa
stereografiska projektionen i koordinater. Hér ar en genomgang av exemplet:

Exempel 3. Lat 2z = x + yi. Identifiera C med R?, si z = (z,y). Eftersom Rie-
mannsfiren ligger i R? si kan vi via en identifiering mellan R? och R3 uppfatta
z som punkten (z,y,0). Linjen [ genom N = (0,0, 1) och z = (x,y,0) ges da av,
enligt en linjar algebra kurs,

(1,9, 23) =1(t) = N+t]\72 = (0,0, )+t(z,y,—1) = (tx,ty,1—t) —oo <t < 0.
Eftersom sfirens ekvation ges av 2% + x3 4+ 22 = 1 s& skir linjen sfiren precis da
l=at+as+as =22 +t2° + (1 —t)> =22 + 9> +1) — 2t + 1.

Denna ekvation dr samma sak som
tt(x* +y*+1)—2)=0,

2 2 s .
T T R Om ¢t = 0 sa hamnar vi via

linjen [ i nordpolen (0,0, 1). Annars sa far vi att

som har 16sningarna t = 0 eller ¢ =

2z 2Re(z) 2y 2Im(z) 2 |2P-1

T

= = To = = Trg — 1— = .
Z2+1 [2P+1 7 2 2241 [P+l 0 22+1 |22 +1

Detta bestammer alltsa en punkt pa Riemannsfaren om vi utgar fran en punkt

z =z + yt i det komplexa talplanet. O]

Ezxempel 4. Punkten z = 1 + ¢ korresponderar mot punkten

<2Re(1+i) 2Im(i + 1) |1—|—i|2—1> B (2 2 1)

T+i2+ 1 [1+iP+1 1+iP+1) \333

pa Riemannsféren. O

Om vi vill uttrycka den stereografiska projektionen i koordinater sa kan vi
anvanda exemplet ovan:

Ezempel 5. Lat (x1, z2, x3) vara en punkt pa Riemannsfaren. D& kan vi anvinda
oss av en linje genom N och (z1, 23, x3) ner till C. Denna ges da av

T T2
rT=—,y=—, t=1—a3,
YT °
s&
T i)
T = , Y= .
1—3}’3 Y 1—1’3
Detta ger en punkt z =z +yi i C. [



Ezempel 6. Lat oss anvinda den stereografiska projektionen pé punkten (2, 2, 1).
Vi far da enligt exemplet ovan att

sa z = 1 41 ar bilden av den stereografiska projektionen. Jamfor exempel 4. [

Jobba nu igenom exempel 2 i boken, vilkens forstaelse kommer vara viktigt
for oss senare under kursen.

Efter detta sa gor boken en utredning om avstand pa Riemannsfaren. Forsok
att fa en bra geometrisk bild av Riemannsfaren och detta avstand. Detta kommer
inte vara ett avstand pa sfiren, utan det Euklidiska avstandet i R?. Kan ni tinka
ut vad det kortaste avstandet pa sfaren &r, dvs om man transporteras pa ytan.
(Ledning: Jamfor uppgift 1.7.3).

2.1 Funktioner i en komplex variabel

Nu ér det dags att titta pa funktioner f: C — C. Det forsta betraktelseséttet man
gar igenom dr att man dnnu en gang ser C som R?, dvs vi skriver ett komplext
tal z pa formen x + yi. Pa detta vis sa kan vi dela upp varan funktion som

f(2) = flz +yi) = f(z,y) = ulz,y) +iv(v,y),

dér u och v &r reellvirda funktioner i tva reella variabler. Observera att grafen
till f: C — C, som man brukar beteckna med I'(f), &r ett 4-dimensionellt reellt
vektorrum.

Anmdrkning 1. Grafen definieras genom

I'(f) ={(z,w) e CxC: f(z) = w}.
O
Ezempel 7. Lét oss uttrycka funktionen f(z) = €3 pa formen f(z,y) = u(z,y) +
iv(z,y). For att gora detta, lat z = = + yi. Da ar
f(2) = f(x+yi) = fla,y) = @) = 323 — 3% (cos 3y + isin 3y) =

= % cos 3y + ie3” sin 3y.
O

Exempel 8. Lat z = x+ yi och betrakta funktionen f(x,y) = 2>+ y*+y—2+ix.
Vi ska skriva f i termer av z och Z. For att gora detta sa borjar vi att komma
ihag att
1
r =Re(z) = 5(2 +Z)



och

D& far vi att

flz,y) = (%(2—1—2))2—1— (%(Z—E))2+ <%(z—§)) 24 <%(z+§)) _ .

=z iz -2,
s f(z,y) = f(z) =|2|* +1iz — 2. O

Detta exempel ger oss en vig fran R? till C, och det ér ett mycket mer "kom-
plext” vis att skriva funktioner i termer av z och z, dvs se f: C — C som en
funktion i z och z. S& genom transformationerna z = £(z + z) och y = (2 — z)
kan vi uppfatta funktioner i x och y som funktioner i z och Z, som da kommer
ge samma information om funktionen i fraga. Eftersom vi haller pa med komplex
analys sa tycker jag att det ar béattre att fa en komplex syn pa det hela.

2.2 Kapitel 2.2 - Gransvarden och kontinuitet

Detta avsnitt borde vara vélkdnt for alla. Det enda som skiljer det komplexa
synsittet fran det reella ar att vi har en dimension extra. Lat oss repetera lite
anda.

Genom denna repetition kommer jag vara lite oprecis och lite slapp i beteck-
ningarna. Vi séger att en foljd {z,} konvergerar mot z, z, — z, om foljden
for eller senare ligger godtyckligt nédra z, dvs om det finns en boll kring z med
godtycklig liten radie sa att "svansen” pa foljden ligger helt i bollen. Konvergenta
foljder ar begrinsade, sa speciellt om z, — z sa ar

lim |w||z, — 2| = 0.
w—0

Detta kan vara anvindbart i vissa tillfallen. Observera att z, = x,, + yn,i — x+yi
om och endast om x,, — x och y, — y (se uppgift 2.2.3).

Kontinuitet for komplexa funktioner ar en direkt generalisering av den reella
kontinuiteten, sa det borde inte vara nagot problem att folja boken.

10



Lasanvisningar
till
kapitel 2.3 — 2.5

2.3 Analytiska funktioner

Analytiska funktioner, eller holomorfa funktioner som vi kommer kalla dem, &r
de funktioner som vi komer studera sa gott som resten av kursen. Boken kommer
i borjan av detta avsnitt ga igenom vad for slags funktioner som &r "tillatna”. Det
ar dessa funktioner som vi kommer kalla holomorfa. Det boken trycker pa ar att
de tillatna funktionerna ar precis de som inte innehaller nagra z. Vi ska nu ga
ifran boken och definiera holomorficitet pa ett annorlunda vis, genom en rad av
definitioner.

Definition 2.3. Ldt U C R? vara dppen och f: U — R en funktion. Vi siger att
f dr en Ck-funktion, k € N fizt, om alla dess partiella derivator existerar och
dr kontinuerliga. Vi skriver detta som f € C*(U).

Anmdrkning 2. Vi definierar C*(U) = (,—, C*(U), och siger att f € C*(U) ar
slat pa U, eller bara C* pa U. n

Sa hur gor man da for en funktion f: U — C, dar U C C ar 6ppen. jo, vi
siger att f € CK(U) om u,v € C*(U), déir f = u + iv.

Definition 2.4. Lit f: U — C, U C C dppen, vara en C'-funktion och lit
z = x4 yi. Da definierar vi

och

Anmdrkning 3. Differentialoperatorerna % och 8% ar bada komplexlinjéra, dvs

0 0 0
&(Oéerﬁg) = Oéngrﬁ&g

for alla o, 8 € C och f,g € CH(U). O

11



Nu kanske ni tycker det kiinns konstigt med ett minustecken pa % och inget
minustecken pa %, men denna definition kommer egentligen fran féljande:
Jo, man vill att % och a% ska uppfylla att

0 0 _

&2’21, &Z—O
och 5 9

£Z:0, £Z:1

sa man definierar differentialoperatorerna sa att dessa ekvationer blir uppfyllda.

Anmdrkning 4. Ni har sett detta sétt att definiera saker tidigare, ndmligen nér
vi definierade e*. O

Det ar dags att definiera holomorficitet, och eftersom man inte vill tillata z
sa definierar man

Definition 2.5. Lit f € CY(U), U C C éppen. Vi siger att f dr holomorf om

0

Tr=o.

0z
Detta betecknar vi med f € O(U).

Observation 1. Sa ett sétt att se holomorficitet ar att f ligger i kirnan till differ-

entialoperatorn a%' O

Ezempel 9. 1 de foregaende lasanvisningarna sé uttryckte vi funktionen f(z,y) =
2?2 +y?+y—2+ix som f(z) = |z|*+iz — 2. Enligt definitionen for holomorficitet
sa dr denna funktion inte holomorf. O]

Vidare sa séger vi att en funktion f: C — C som &r holomorf pa hela C kallas
hel (eng. entire), dvs f € O(C).

I boken sa kan ni ldsa att en funktion som &r deriverbar i varje punkt &r holo-
morf, och denna definition ar forstas ekvivalent med varan definition av holomor-
ficitet (forsok gérna visa detta). Men vad &dr da derverbarhet? Jo, det &r samma
sak som 1 det reella fallet, men for fullstdndighetens skull, 1at oss dven ge denna
definition:

Definition 2.6. Antag att U C C dr oppen och att f: U — C dr en funktion.

Om grinsvdrdet
()~ fw)
ow Z—Ww

weU

existerar sa sdager vi att f dr deriwerbar i w. Detta skriver vi som f'(w) eller
daf

dz lw”’

Anmdrkning 5. Blanda inte ihop diz med %. O

12



Observation 2. f' kan existera pa U utan att f € C*(U). O

Alla deriveringsregler fungerar som vanligt, dvs produktregeln och kvotregeln.
Foljande sats knyter samman holomorficitet och deriverbarhet. Det &ar en bra
ovning att forsoka visa den.

Sats 2.7. Lat U C C wvara dppen och f: U — C en funktion. Da gdller
(a) Om f € O(U) sd existerar f' pa U och f' = g—ic pa U.
(b) Om f € CYU) och f' existerar si dr f holomorf pi U.

Detta betyder alltsa speciellt att dilz och % ar samma sak for funktioner som
vi vet ar holomorfa, t.ex. funktionen z.

Exempel 10. Lat p(z) = az™. Lat oss visa att p ar en hel funktion. For det forsta
s& ger binomialsatsen att p dr en C! funktion pa hela C. Vidare s har vi, enligt
linjéritet, produktregeln och att z ar holomorf, att

d
—z"=0.
d&z”
Alltsa p holomorf pa hela C. Gor detaljerna sjélva. m

Lat oss avsluta med en liten diskussion om holomorfa funktioner. Vad &r det
som &r sa himla bra med dem, och vad skiljer dem fran reellt deriverbara funk-
tioner. Jo, holomorfa funktioner ar odndligt manga ganger deriverbara, medan en
reell funktion som ar deriverbar pa en 6ppen méngd behover inte vara tva ganger
deriverbar pa samma O6ppna méangd. For holomorfa funktioner sa &r deriverbarhet
och holomorficitet samma sak. Detta faktum kommer fran att for att komplexa
gransvirden ska existera sa maste man ga mot granspunkten pa vildigt manga
sitt, sa deriverbarhet blir helt plotsligt nagot starkt.

2.4 Cauchy-Riemanns ekvationer

Cauchy-Riemanns ekvationer dr bade nédvéndiga och tillrdckliga villkor pa att
en funktion ska vara holomorf. Bokens bevis av detta ar ganska knoligt, medan
varan moderna "approach” blir vildigt enkel.

Sats 2.8. Antag att f: U — C, U C C dppen, dr en C'-funktion. Antag dven att
f=u+iv. Dadr f € O(U) om och endast om

ou _ ov
ox ~ Oy
ou _ "ow
oy ox

galler i varje punkt 1 U.
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Anmdrkning 6. Ekvationerna ovan brukar kallas for Cauchy-Riemanns ekva-
tioner. ]

Bevis. Antag forst att f € O(U). Da géller att

0—%—1 £+22 (u+@‘v)—1 @_@ +£ @+@
S0z 2\0x Oy 2\ 0z Oy 2\0y Ox) "’

du _ v du _ _
dvs att 5 = By och 5y = s

Omvéant om Cauchy-Riemanns ekvationer haller pa U, sa betyder det att

ﬁ—l @_@ _|_£ @4_@ =0
0z 2 \0x Oy 2\o0y o0x)

sa f e O(U). O
Foljd 2.9. Om f: U — C dr holomorf, U C C dppen, sa dr

0,0, 0,
0z oz’ oy’

Bevis. Eftersom f &ar holomorf sa ar

0 1/ 0 .0
“%f—a(%“a—y)f’

¢ _ -8 . o e
dvs 5-f = zayf. Vidare sa ar

0 0 0
0=75 —<@—a—x)f

s 8 p__ B
sa 5 f = 5.1 O

Vi ska nu visa satsen i boken som séger att om derivatan &dr identiskt noll
for en funktion sa &ar funktionen konstant. Bokens bevis bygger egentligen pa en
sats fran den reella analysen, sa vi har valt att bevisa satsen med mer komplexa
metoder. Lagg marke till bevismetoden for satsens bevis, som ar ofta vanlig; man
visar en sak lokalt forst (i en boll), och dérefter anvinder man detta for att visa
det generella resultatet.

Sats 2.10. Antag att f € O(D), dir D C C dr ett omride, och att f' =0 pd D,
da dr f konstant pa D.

Bevis. Lat B(a,r) vara en boll kring a € D med radie r. Da ligger denna boll helt
inne i D, eftersom D &ar 6ppen, och kom ihag att en boll 4r sammanhdngande.
Tag nu en godtycklig punkt b € B(a,r). Om vi visar att f(a) = f(b) si kommer
detta betyda att f ar konstant. Eftersom B(a,r) dr sammanhéngande sa kan vi

14



hitta ett polygontag mellan a och b, som bara bestar av vertikala och horisontella
linjer, som ligger helt inne i B(a,r). Om det finns en hérnpunkt, kalla denna c.
Da ar ¢ = a+h och b = c+1k for nagra h, k € R. Vi kan anta att h > 0, eftersom
annars ar det bara att byta roll pa a och c. Sétt

g9(x) = fla+z).

Detta &r en funktion i en reell variabel och &r definierad i en omgivning av [0, h].
For x € [0, h] betrakta

J/(z) = lim 9y) —g(x) _ . flaty) —flatz)
Yy—x Yy—x Yy—T y—x

= Ja+a)=0,

eftersom f € O(B(a,r)) och f/ = 0 pa B(a,r). Alltsa ar g konstant pa [0, A,
eftersom ¢ &r reell. Detta ger att

f(e) =g(h) = g(0) = f(a).

P& samma sitt sa far vi att f(b) = f(c) sa f(a) = f(b), vilket ger att f &r
konstant pa B(a,r).

Lat oss nu betrakta vart omrade D. Fixera ett a € D och tag en godtycklig
b € D. Eftersom D ar sammanhéngande sa kan vi hitta ett polygontag v mellan
a och b. Vilj nu, for varje p € 7, en boll B(p, r) som ligger helt inne i D. Detta &r
forstas mojligt eftersom D ar 6ppen. Observera att alla dessa bollar kommer att
técka v, och eftersom v &r kompakt sa kan vi vélja ut ett dndligt antal av dessa
bollar. Enligt varat lokala resultat for en boll sa kommer f vara konstant pa alla
dessa bollar. Eftersom vi har ett dndligt antal bollar sa& kommer f vara konstant
pa hela v. Pa grund av att b var godtyckligt vald, sa drar vi slutsatsen att f ar
konstant pa hela D. O

Villkoret hér, precis som i sats 1 i avsnitt 1.6, sa ar det viktigt med en sam-
manhéngande mingd. For t.ex. om f ar konstant 0 pa en 6ppen méngd A och 1
pa en annan 6ppen méangd B, och A och B ar disjunkta, s& ar f/ =0 pa AUB
men f(a) # f(b) for alla a € A och b € B.

2.5 Harmoniska funktioner

Harmoniska funktioner ar de som ligger i kirnan till Laplaceoperatorn
0? 0?
A=— 4 —.
0x? + 0y?

Mer precist, om f € C*(D), D C R? ett omrade, s siger vi att f ir harmonisk
om

Af = 0.
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pa D. Laplaceoperatorn kan komplext uttryckas genom

82

A=14 )
020z

Visa garna detta faktum som en 6vning.
Vi har foljande forhallande mellan holomorfa och harmoniska funktioner:

Sats 2.11. Lat D C C wvara ett omrade och f: D — C vara en holomorf funktion
pa D. Skriv f = u+ v, dd dr w och v harmoniska pa D.

Beviset ar en direkt konsekvens av Cauchy-Riemanns ekvationer och ni bor
forsoka bevisa denna sats innan ni tittar i boken.

Men hur &r det med omvandningen till denna sats. Om vi har en harmonisk
funktion wu, kan vi da hitta en harmonisk funktion v sa att f = wu + v blir
holomorf? Svaret ar ja, och da kallar man v for harmoniska konjugatet till u. Lat
oss forklara hur det gar till:

e Vi utgar fran att u dr en harmonisk funktion.

e Vi vill hitta en harmonisk v sa att f = w + v blir holomorf, sa utifran
Cauchy-Riemanns ekvationer har vi att

o _ ou
dy = Oz
ov _ _ Ou
ox oy

som genom integrering bestdmmer v plus en konstan C' som beror pa z, sa
v(z,y) = p)z,y) + C(x). (Detta beror pa vilken ekvation vi integrerar).

e Cauchy-Riemanns ekvationer ger nu att

v @—1—0’ _ Ou

v z) = -2
or O (z) dy
som da bestammer C’(x), som i sin tur bestdmmer C(x).
e Pa detta sdtt sa har vi bestdmt v sa att f = u + v blir holomorf.

Ezempel 11. Vi ska konstruera en holomorf funktion f sa att Re(f) = u(x,y) =
ar® — 6zy* + 12 — y*> —y och f(0) = i, dir a € R. For att kunna gora detta s
maste u vara harmonisk. Vi har att

Au = 6axr +2 — 2z — 2 = 6ax — 12x.

Alltsa ar u harmonsik om och endast om 6ax — 12z = 0, dvs om a = 2. Vi har
alltsa bestdmt a sa att w blir harmonisk.
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For att bestamma ett harmoniskt konjugat till u betraktar vi Cauchy-Riemanns

ekvationer: 5 5 ) )

b=t =120y +2y+1

Utifran g—; = 622 — 6y® + 27 sa kan vi integrera med avseende pa y, vilket ger att
v(w,y) = 62°y — 2° + 2xy + C(x)
dir C': R — R bara beror pa z. Vi far nu att

o0 _

3 122y + 2y + C'(x) = 122y + 2y + 1
T

enligt ekvationerna ovan. Alltsd maste C'(z) = 1, sd C(z) = z + d, for d € R.
Detta ger att alla harmoniska konjugat till u ges av

v(z,y) = 62%y — 2y + 22y + 1 + d.
Alltsa ar de holomorfa funktioner som uppfyller u = Re(f):
flz,y) = 22% — 62y® + 2° — y® — y + i(62”y — 2¢° + 22y + 2 + d).

Utifran f(0) = ¢ sa far vi att d = 1, och om vi uttrycker f i termer av z och Z sa
far vi att f(z) = 223+ 22 +iz+4. Detta bekriiftar att f verkligen #r holomorf. [J
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Lasanvisningar
till
kapitel 3.1 — 3.5

3.1 Polynom och rationella funktioner

I borjan av detta avsnittet sa gar boken igenom hur man faktoriserar polynom.
Jag utgar fran att ni vet hur man gor detta.

Lat nu p(z) = ap + a1z + -+ + a, 2" vara ett polynom av grad n. Vi kan da
skriva om p i termer av (z — w). Detta gor man genom att betrakta p({ + w)
varvid man far att

p(C+w) =do+diC+ -+ dnC".

Substituera nu tillbaka till z, dvs ( = z — w, sa far vi att
p(z) =do+di(z —w) + -+ dy(z —w)"

Det som kan vara lite krangligt, dvs kraver mycket utrdkningar, &r att hitta
koefficienterna dy, . .., d,. Vore det inte bra om man kunde hitta dessa pa nagot
lattare sétt. Som tur ar sa finns det ett latt siatt, namligen att observera att

p w) = dy
p(w) =d
p'(w) = 2d;

p™ (w) = nld,
Detta bestdammer d, ..., d,, sa vi far att
p(w) | p(w) P (w) n_ N~ P (w)
ple) = =5 T (2 w) e e (2 w) = o Emw)”

Alltsa far vi Taylorutvecklingen av p kring w.

Boken gar darefter igenom partialbraksuppdelning av rationella funktioner.
Detta borde vara redan ként for er sedan tidigare kurser, sa jag undviker dérfor
amnet. Den viktiga delen ar hur man "latt” kan berdkna de olika koeffcienterna i
ansatsen, dar man anviander att grader pa polynom minskar vid derivering. Lat
oss kolla pa ett enkelt exempel.
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Ezempel 12. Lat f(z) = Q—Z) Vi ska nu anvianda partialbraksuppdelning for

(i) (241
att skriva f som summan av tva termer. Vi gér ansatsen
A B
f(z) = 241 + z4+1
Vi maste nu bestdmma A och B. Vi har att
2z —2i
A=l ’ = 1li = =1—1
Jim (e +91(2) = Jim, 55 = g =1
och 5 5
Z J—
B= 1 1 = i = =1+1
Jim (24 Df(z) = lim —— = ———=1+1,
= 1—i  1+i
—1 1
(z) = Z+1 M z+1

]

3.2 Den komplexa exponentialen, trigonometriska
och hyperboliska funktioner

En sak man bor observera, som ni sidkert gjorde i uppgift 1.4.11, ar att den
komplexa exponentialen inte ar injektiv, utan den ar periodisk med 27mi. Jam-
for detta faktum med den reella exponentialen, som faktiskt ar injektiv. Den-
na periodicitet utnyttjar man nu for att definiera de komplexa trigonometriska
funktionerna sin z och cos z. Ni kinner sidkert igen definitionen av de komplexa
trigonometriska funktionerna fran Eulers formel, som uttalar sig om den reella
motsvarigheten. Eftersom e* &r hel, s& kommer sin z och cos z ocksa vara hel,
eftersom de &r definierade utifran e®.

Ezempel 13. Vi ska visa att sin?z 4 cos?z = 1. Sitt f(z) = sin’z + cos® 2.
Eftersom sin z och cos z dr hel sa dr #ven sin® z och cos? 2 hel, vilket ger att f(2)
ar hel. Derivering ger att

f'(z) =2sinzcosz — 2cossinz =0,

sa eftersom C ar sammanhingande och 6ppen sa betyder det att f ar konstant.
Eftersom f(0) = 1 sa betyder det att f(z) = 1 for alla z. Alltsa ér sin® z+cos? z =
1. [

3.3 Logaritmfunktionen

Den komplexa logaritmen definierar vi som den inversa funktionen till den kom-
plexa exponentialen, dvs

w=1logz om z=e¢e" z#0.
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Eftersom e* &r periodisk sa kommer &@ven logaritmen bygga pa argumentet:
logz:=In|z|+iargz =In|z| +iArgz+i2mn , n € Z,

dar In ar den reella logaritmen. Om vi nu véljer att restringera oss till en gren av
argumentet, t.ex. principalgrenen, sa kommer logaritmen sjéilvklart paverkas av
detta. I detta fall sa far vi

Logz :=1In|z| +iArgz

dér det versala L:et &r i analogi med A:et i Argz. Resten av avsnittet ger bara
en massa egenskaper hos principal-logaritmen. Speciellt viktigt &r att Logz ar
holomorf pa C\] — oo, 0]. Vidare har vi att

Sats 3.12. Varje gren av log z dr holomorf.
och
Sats 3.13. Det finns ingen gren avlogz i C\ {0}.

Lat oss nu diskutera bokens terminologi angaende flervarda funktioner. Ob-
servera att en funktion per definition dr envird, men vad menar de da med en
flervird funktion. En funktion f: M — N, dar M, N ar méangder, kallas flerviard
om for alla p € M sa ar f(p) en delméngd till N. Vi ser alltsd f: M — N som
en flervird funktion om f: M — P(N) dér P(NNV) ar potensméngden.

Nu nér vi har koll pa flervarda funktioner sa ar det dags att fa koll pa koll
pa grenar. Lat f: Q) — C, diar 2 C C, vara en flerviard funktion. En gren av
f ar en funktion F':  — C som &r kontinuerlig i 2 och sa att for varje z € Q
ar F'(z) € f(z). Alltsa ar en gren av en flervird funktion et kontinuerligt val av
funktionsvirden sa att funktionsvirdet i en viss punkt &ar ett av den flervarda
funktionens varden.

3.4 "Washers, wedges and walls”

Detta avsnitt gar ut pa att anvdnda att bade Log z och Argz ar harmoniska,
eller om vi tar nagon annan gren av logaritmen eller argumentet, for att hitta
harmoniska funktioner med forskrivna randvérden. Lat oss gora ett exempel.

Ezempel 14. Betrakta annulusen A = {z € C: 1 < |z — (1 +1i)| < 2}. Vi ska
hitta en harmonisk funktion ¢(z,y) pa A sa att ¢ =0 pa |z — (1 +1¢)] = 1 och
¢p=10pa |z — (1 4+1)| =2.

Enligt foregaende avsnitt si vet vi att ALog|z — (1 4 4)| + B ar harmonisk.
Enligt vara forskrivna randdata sa maste vi ha att

ALogl+ B =0 och ALog2+ B =10,
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TogZ" Detta ger att funktionen

som ger att B =0 och A =

Log |z — (1 + 1)

o(r.y) = 0(z) = 1020 =0

dr harmonisk sé att ¢ =0 pa |z — (14+4)|=1och ¢ =10pa |z—(1+1i)| =2. O

I ovrigt, lagg inte ned for mycket tid pa detta avsnitt, utan se det som en
tillimpning pa grenar och harmoniska funktioner.

3.5 Komplexa potenser och inversa trigonometriska
funktioner

Komplexa potenser dr nagot som definieras via den komplexa exponentialen och
den komplexa logaritmen. Detta betyder att man ibland maste vélja ratt gren for
att fa holomorficitet. Detta kan vara svart ibland sa lat oss gora ett exempel.

Ezempel 15. Vi ska bestdmma den storsta éppna méingd 2 sa att (1 — 22)/2 blir
holomorf. Per definition s ges Q av de z € C si att 1 — 22 ¢] — 00, 0], sa vi ska
bérja kolla vilka z som uppfyller att 1 — 2% €] — 00, 0]. Sétt z = z + yi, da far vi
att

1—22=1—-2%+19° - 2uzyi.

For att 1 — 2% €] — 00, 0] s méaste zy = 0, vilket ger tva fall:
Fall 1: (z =0)
Da har vi att

1—22=1+y*>1

Fall 2: (y =0)
Da har vi att
1—22=1-—2%,

sé 1 — 2% = 0 betyder att |z| > 1.

Om vi slar ihop fall 1 och 2 s& far vi att den storsta méngden sa att (1 — 22)%/2
blir holomorf &r

Q={zeC:|z|] <1 och/eller y=0}.
O]

Resten av avsnittet behandlar inverser till trigonometriska funktioner. Detta
behéver ni bara lésa kursivt.
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Lasanvisningar
till
kapitel 4.1 — 4.6

4.1 Konturer

Detta ar ett avsnitt om kurvor och hur man parametriserar kurvor, som borde
vara en repetition fran lagre kurser. Lat oss ga igenom lite dnda.

Definition 4.14. Ldit [a,b] C R vara ett kompakt intervall. En kurva i C dr en
kontinuerlig funktion ~: [a,b] — C.
Anmdrkning 7. Att v dr kontinuerlig betyder att den ar kontinuerlig pa |a,b[. O

Om 7 &r en kurva pa ett intervall [a, b] s& séger vi att v dr sluten om y(a) =
v(b). Ett enkelt exempel péa en sluten kurva ar en cirkel. Vidare sa siger vi att
en kurva v ar enkel om

Y fa|

ar injektiv. Ett exempel pa en enkel kurva &r alla kurvor som inte skir sig sjalv.
Kurvor som skir sig sjalv kan inte vara enkel, eftersom man far problem med
injektiviteten i skdrningspunkten.

Definition 4.15. En kurva v: [a,b] — C kallas en C'-kurva, v € C'([a,b]), om
~ dr en kontinuerligt deriverbar funktion.

Definition 4.16. En kurva ~y: [a,b] — C kallas for en styckvis C!'-kurva om
det finns en dndlig partition

a=aq<a<--<a,=b
sa att for varje j =0,1,...,n—1 galler att
'Yl[aj,ajH] € Cl([ajaaj+1])-

Anmdrkning 8. Det &r detta boken kallar fér en kontur. O

Om vi definierar summan av tva kurvor 7;: [a,b] — C och ~q: [b,c] — C

genom
e ={ 2 g
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s& ser vi att om v: [a,b] — C &r en styckvis Cl-kurva, s ér

Y= 7|[ao,a1} + o+ Wl[anfhan]'

Kan man lagga ihop kurvor sa kan man forstas dra ifran kurvor, och en negativ
kurva &r inget annat &n samma kurva fast at motsatt hall, dvs om ~: [a,b] — C
ar en kurva sa definierar vi (—v): [a,b] — C genom

(=1 () =(a+b—1)

som genomloper samma punkter fast i omvéand ordning.

Nagot som ar viktigt men vildigt enkelt och intuitivt dr Jordans kurvsats som
ger oss en orientering av kurvor. Jordans kurvsats séger att en sluten, styckvis C!-
kurva i C delar planet i tva omraden, ndmligen i det inre och det yttre. (Se bilden
pa sidan 159). Om det inre &r till vinster da man ror sig langs en kurva sa séger
vi att kurvan ar positivt orienterad, annars sa dr den negativt orienterad.

Slutligen sa gar boken igenom hur man méter léngden av en kurva, som borde
inte vara forvanande for nagon. Det ar namligen precis samma sak som ni har
lirt er under tidigare analyskurser. Léingden av en C'-kurva v: [a,b] — C ges av

1) = [ Wl

En viktig egenskap hos langdfunktionen &r att den dr oberoende av val av parametris-
ering av kurvan . (Langdfunktionen &r alltsa invariant definierad!) Lat oss visa
detta.

Proposition 4.17. Lat v;: [a,b] — C vara en parametrisering av en kurva, och
lat ¢: [c,d] — |a,b] vara en strikt vizande funktion sd att o(c) = a och ¢(d) = b.
Da dar v(t) = 71(e(t)): [¢,d] — C en annan parametrisering av samma kurva
som 7y, och

(1) = U(72).

Beuwis. 4 ;
t02) = [ hatoldt = [ Piteo) Ol
enligt kedjeregeln. Eftersom ¢ &r vixande sa dr ¢'(t) > 0, vilket ger att

102) = [ lel)le 0

Gor nu variabelsubstitutionen s = ¢(t), s ds = ¢'(¢)dt. Da blir de nya integra-
tionsgranserna ¢(c) = a och p(d) = b, sa

102) = [ Ph(s)lds = 1(3).
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4.2 Konturintegraler

Integration definieras genom Riemannsummor, dvs via 6ver- och undersummor.
Detta ar ni vélbekannta med, sa jag ska inte plaga er med det. Déremot sa
ska jag dra en annan definition av integral. Lat f = u + iv vara en kontiunerlig
funktion [a, b] — C, dér u och v &r kontinuerliga funktioner pa [a, b]. Vi definierar
integralen 6ver [a, b] genom

/ab F(t)dt = /abu(t)dt +i /abv(t)dt.

Detta ligger i grund for definitionen av kurvintegraler:

Definition 4.18. Antag att f: U — C dr en kontinuerlig funktion definierad
pi en dppen mingd U C C. Lit «y: [a,b] — C wvara en styckvis C'-kurva med
v([a,b]) C U. Da definierar vi integralen av f lings med vy genom

/7 f= f f(2)dz = Z / ) (L)t

dira = ap < a1 < -+ < a, = b ar partitionen av [a,b] fran definitionen av en
styckvis Ct-kurva.

Anmdrkning 9. Man anvénder ibland beteckningen ¢ for att siga att det &r en
kurvintegral. O]

Denna defintion visar sig vara "vettig”, eftersom den &ar oberoende av val av
parametrisering av kurvan 7. Jag lamnar detta som en 6vningsuppgift (jAmfor
Proposition 4.17).

Exempel 16. Lat y(t) = €' vara en kurva definierad pa [0, 27]. Om i deriverar
s& far vi o/(t) = ie'. DA blir, enligt definition,

2 27
j{Edz = / e ieltdt = Z/ dt = 2m1.
¥ 0 0

Nu till ett exempel som &r valdigt viktigt, som speciellt kommer vara viktigt
for oss senare.

O

it

Exempel 17. Léat () = €" vara en kurva definierad pé [0, 27]. D& ar v/(t) = ie®,

s&
2 2
j{z”dz = / (") ie'dt = z/ et gt
v 0 0
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Vi far da tva fall:
Fall 1: (n # —1)

Da ar )
(n+1)it 74T 1 )
%anz . { € } - <6<n+1>z2fr —e%) =0.
. (n+1)ifl, n+1

27
j{z”dz:i/ dt = 2mi.
¥ 0
2"dz = 0. yn# -l
2, n=—1.
-
]

Om v = v, +- - -+, r en styckvis C'-kurva, si definierar man att integralen
over ~ att vara samma sak som att integrera 6ver de olika delarna och lagga ihop
delresultaten, dvs

Fall 2: (n = —1)
Da ar

Alltsa ar

[/f(z)dz:Llf(z)dz—l—---jL/% f(z)dz.

Speciellt betyder detta att om vi vill berdkna integralen 6ver en kurva v som vi

genomloper n ganger, sa blir
/ f=n / I
ny ¥

dér n -y ar kurvan v som genomléps n ganger.
Anmdrkning 10. Om vi vill berdkna f(ﬂ) f sa ar detta samma sak som att berak-
na — fv I O

Tva olikheter som ar anviandbara lite da och da ar

‘/fdz < [

och |f(2)] < M for alla z sd ar [ |f|dz < [ M. Viska nu anvinda dessa olikheter
for att visa foljande vélkénda sats:

Sats 4.19. Lat f: U — C, U C C dppen, vara en kontinuerlig funktion, och lat
v vara en styckvis C*-kurva pd [a,b]. Antag att det existerar en konstant M > 0
si att |f(z)] < M for alla z pa ~y. Da gdller

[yf(z)dz

<M -1(v).
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Beuwis.

:LUMMﬂmﬂgfvw |ﬁ‘/u DIl (8)dt <

b
gM/wmw:Muw,

l F(2)dz

Foljd 4.20. Lat f: U — C vara en kontinuerlig funktion pa den oppna U C C,
och lat v vara en styckvis Ct-kurva. Dé giller

/f )dz

Ezempel 18. Lat oss visa att ‘ f7 %dz’ < me da v ar 6vre halvan av enhetscirkeln.

sa
<M -1(v).

]

< sup |f(2)]-1(7).

zev(t)

Vi ska anvianda oss av Sats 4.19. Vi borjar berdkna léngden av ~:

:/ |7’(t)|dt:/ |¢e“|dt:/ dt = .
0 0 0

. o o . . . . . z o o .
Dérefter s& maste vi hitta en ovre grians for < pa 7. z pa v kan skrivas som

2z = e = cost +isint, si

z cost+isint

e

z

e

et

eftersom 0 < cost < 1. S& om vi sdtter M = e sa far vi att

/e—dz
4 2

< M -l(y) = me.

4.3 Oberoende av vag

Detta avsnitt har tva hojdpunkter. Den forsta &r en sa gott som integralkalkylens
huvudsats och den andra séger att vi kan integrera en funktion over vilken vég
som helst, om den bara har samma start och slutpunkt. Lat oss borja med den
forsta.
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Sats 4.21. Antag att U C C dr en dppen mdangd och att 7v: [a,b] — C dr en
styckvis C'-kurva sd att y([a,b]) C U. Om f € O(U) s gdller att

of
82
Bewis. Det ar tillrackligt att visa satsen for en del av kurvan v, sa vi antar att v ar

en C'-kurva. Vi borjar med att observera att f o~: [a,b] — C &r en C'-funktion.
Lat f oy = u+ . Da ger kedjeregeln att

(f o) (t) = F(v()Y(t) = u'(t) +iv'(t).
Detta ger att

]{ / f'y /ab /' (t)dt +z’/abv’(t)dt =

= u(b) —u(a) +i(v(b) —v(a)) = u(b) +iv(b) — (u(a) +i(v(a)) = F(7(b)) = f(v(a))-

= f(v(b)) = f(v(a)).

Lat oss kolla pa ett liatt exempel pa denna sats.

Exempel 19. Lat v vara enhetscirkeln ¢, 0 < t < 27. D& ér 4/(t) = ie'. Om
f(z) = 5 sadr f'(z) = 2. Lat oss kolla pa hoger respektive vénsterledet i satsen:

2m ) ' 2t 1
VL= %f’(z)dz _ %zdz _/ eztieztdt_i/ o2t — e 217&]3 —0.
v Y 0 0 2

1 )
HL = f(y(2m)) = f(7(0)) = 5(e*™)* -
sa fw zdz = 0, men det visste vi redan. O

Foljd 4.22. Antag att U dr ett omrade i C och antag att f € O(U) med f'(z) =0
pa U. Da dr f konstant pa U.

Beuvis. Fizera zy € U. For z € U s finns det en C'-kurva v: [0,1] — U si att
7(0) = 2z och (1) = z (Varfor?). Da ger foregaende sats att

F(z0) — F(2) = £(1(0)) — F(7(1)) = f f(z)dz = 74 0d= =0,

s& f(z0) = f(2). Men eftersom z var godtycklig sa ar f konstant. O
Nu till ndsta huvudresultat.

Sats 4.23. Antag att U C C dr ett omrade och f dr kontinuerlig pa U. Da dar
foljande ekvivalent
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1. f har en primitiv funktion i U
2. fw f(2)dz =0 for alla slutna, enkla C*-kurvor v i U.

3. ﬁn f(z)dz = §72 f(2)dz dir i, 7ys dr styckvisa Ct-kurvor med samma start-
och dndpunkt.

Om ni kommer ihag satsen om konservativa vektorfalt fran nagon flervari-
abelkurs sa dr den analog med satsen ovan, den sdger ndmligen

Sats 4.24. Antag att U C R" dr ett omrade och F dr ett kontinuerligt vektorfdilt
pa U. Da dr foljande ekvivalent

1. F ar konservativ pa U

2. fv F-dr =0 for alla slutna, enkla Ct-kurvor v i U.

3. f% F-dr = fw F -dr dir v1,7, dr styckvisa Ct-kurvor med samma start-
och dndpunkt.

Denna sats om konservativa vektorfélt ingar forstas inte i kursen, utan jag
tyckte det vore kul att analogin bara. En sak som man bor observera &r att
Sats 4.23 géller for kontinuerliga funktioner, sa den géller speciellt fér holomorfa
funktioner.

4.4 Cauchys integralsats

Vi ska i detta avsnitt jobba med nagot som kallas ett enkelt sammanhidngande
omrade, som ar sa gott som en mangd utan hal. For dessa omraden sa giller
Cauchys integralsats, som sédger att integralen av holomorfa funktioner 6ver, en-
kla, slutna C!-kurvor ér noll. Lat oss jobba oss fram till denna viktiga sats inom
komplexanalysen.

Definition 4.25. Lit Q C C vara ett omrdde, och ldt vy : [0,1] — Q och~,: [0,1] —
Q vara kurvor. Antag att vo(0) = 71(0) = p och (1) = (1) = q. Vi sdger att
och v; dr homotopa i) om det finns en kontinuerlig funktion H : [0,1]x[0,1] —
Q sa att

1. H(0,) = (t)
2. H(1,t) = 1 (t)
3. H(s,0)=p
4 H(s,1) =g

for alla s,t € [0,1]. Funktionen H kallas for en homotopi av vy och 7.
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En homotopi ar helt enkelt en kontinuelig deformering av ~, till ;, dvs kurvan
~o deformeras pa ett "bra” sétt till kurvan ;.

Definition 4.26. Ett omrdade Q2 C C ddr varje sluten kurva dr homotop med en
punkt kallas ett enkelt sammanhingande omrade.

For att ni ska fa en kinsla for dessa nya omraden sa rekommenderar jag att
ni gor foljande viktiga 6vning: Forsok rita exempel pa éppna mangder som &ar

e sammanhéngande men inte enkelt sammanhéngande

enkelt sammanhédngande men inte sammanhéngande

bade enkelt sammanhé&ngande och sammanhéngande
e varken sammanhéngande eller enkelt sammanhéngande

Nu undrar ni sdkert vad som dr sa bra med homotopa kurvor. Svaret pa denna
fraga &r att integralen 6ver homotopa kurvor blir samma sak:

Sats 4.27. Lat Q C C wvara ett omrdde och vy, 1 vara slutna, enkla C'-kurvor
som dr homotopa i 2. Om f € O(Q) sa dr

7{0 f(z)dz = ﬁl f(2)dz.

Bewis. Linka samman kurvorna 7o och v, med en enkel C!-kurva ~. D4 #r kurvan
5 =" +7 — 71 — 7 en sluten, enkel, styckvis C!-kurva. (Rita en bild!). Eftersom
f ar holomorf sa har f en primitiv funktion pa €2, sa

o:jéfzjiﬂj{f—;{lf—]{f=]§Of—]{lf,

sad f=¢ T O
En omedelbar konsekvens av denna sats ar

Sats 4.28. Cauchys integralsats
Lat Q) C C vara ett enkelt sammanhdngande omrade och antag att vy dr en sluten,
enkel Ct-kurva i Q. Da gdller

j{f(z)dz =0
for alla f € O(Q).
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Bevis. Eftersom v &r homotop med en punkt {p} s& géller att
7{ f= f=0.
v {r}

Ezxempel 20. Lat oss betrakta integralen f|z|:1 2"dz igen, fast den dr gangen med
hjélp av Cauchys integralsats. Vi vet att

2"dz = 0 n7 -l
1211 2t , n=—1

Lat oss kolla pa tre fall:

Fall 1: (n > 0)

Da ar z" holomorf pa C som é&r enkelt sammanhéngande, sa f|z\:1 2"dz = 0.
Fall 2: (n = —1)

Dé ér 2" = 1 holomorf pa C\ {0} men har ingen primitiv funktion pa C\ {0},
sa ),y 2"dz = 2mi.

Fall 3: (n < —1)

Da ér z" holomorf pa C\ {0} och har en primitiv funktion pa C\ {0}, s&
Jiajor #dz = 0. O

]

Exempel 21. Lat oss berdkna f7 = dir v #r en cirkel med positiv orientering.

zZ—a

Om a ligger utanfor v sa ar ﬁ holomorf i 7, sa Cauchys integralsats ger att

d
/ SE—"
,YZ—CL

Antag nu att a ligger innanfor +. Deformera nu -~ till en cirkel runt a med
radie 1, dvs |z — a| = 1. Da far vi enligt homotopisatsen att

/dz :/ e :/ Li¢ = 2mi
7270 Jmam 2 a Jig=i 6

enligt foregaende exempel. Alltsa ar

/ dz _{0 , om a € Ext(y)
y

)

z—a | 2m , om a € Int(v)

dér Int(y) ar det inre av y och Ext(y) ar det yttre av . O
Det &r speciellt viktigt med detta exempel for att berdkna vissa kurvintegraler.

Ezempel 22. Lat oss berékna [ _, @7231%' Eftersom

1 _1
(z—=2(z—1) 2—-1 z-2
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sa blir

/|z|:4% - /|Z:4 (Zd_zl) +/|Z|:4 (Zd_zz) = 2mi + 2mi = 4mi

enligt exemplet ovan. O

4.5 Cauchys integralformel och dess konsekvenser

Cauchys integralformel &dr kanske den mest viktiga satsen inom denna kurs. Den
sdger att vi kan uttrycka en holomorf funktion som en integral av sig sjalv. Ett
sadant resultat finns inte inom den reella analysen, som kanske gor komplexanal-
ysen sa speciell. Har kommer en formulering och ett bevis.

Sats 4.29. Cauchys integralformel
Antag att U C C dr dppen och att f € O(U). Lit zp € U och r > 0 vara sadan
att B(zo,7) C U. Da gdller for varje z € B(zo,7) alt

o /()
f2) = 5 /| R

Anmdrkning 11. Blanda inte ihop Cauchys integralsats och Cauchys integral-
formel. O

Bevis. Vi gor ett gammalt trick inom matematiken:

[ My KO-
| |z—z0|=r

z—z0|=r C -z C -z
|z—z0|=r C -z |z—z0|=r C -z
Eftersom z € B(zp, ) och eftersom f(z) inte dr en funktion av (, s& far vi att

/ OB f(z)/l L ac = (=)2ni.

z—zo|=r C -z z—zo|=r C -z

d¢ =

Alltsa far vi att
f©Q . . f(©) — f(z)

/|Z_ZO|_T = Zd( = f(2)2mi + /Z_zo_r (s dc.

f(O=f(=)

z—zo|l=r (—z
till en cirkel |z — zp| = . Kalla den nya cirkeln for ~.. Vi vill nu visa att

. fQ—f) . _
hm[{a (=2 d¢ = 0.

e—0t

Om vi visar att f| d¢ = 0 sa &r vi klara. Deformera nu |z — zo| = r
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Satt M = supte[o 1] \f 1:(t)) — f(2)|. Da galler att
M M2
/ e dC / i dC < ) = ™ = Mor.
E - Z E |€ - 6

Eftersom f € O(U), sa éar den speciellt kontlunerlig, s

/% f(Cg:f(Z)dC' _

. fQ—f) . _
llm/E c d¢ =0,

e—0t —Z

lim M =0 och lim

e—0t e—0t

Detta ger att

sa satsen foljer. O

Detta gor det mojligt att berdkna visa integraler &nnu lattare, som féljande
exempel visar.

Exempel 23. Lat oss berakna f,y é dér v &r kurvan |z + 1| = 2. Vi borjar med
att skriva om integranden:

22 22

4—22 (2—2)242)

Funktionen f(z) =

sa Cauchys integralformel ger att

1(=2) = 2mi 55— )de

22
2—z

Y

s&
G (O )
/74_22_ 7Z_i_QdZ—f(_Q)%”—2_—(_2)~27TZ—27m.

[]

Utifran detta exempel sa ser vi vilken kraft denna sats har. Men kan &ven
berdkna derivator med hjalp av integraler. Detta brukar kallas fér Cauchys inte-
gralformler for derivator och har utseendet:

|
M) - M o,
f (Z) 2mi /|; 2o|=" (C - Z)n+1 C
En slags omvandning till Cauchys integralsats &r den sa kallade Moreras sats:

Sats 4.30. (Moreras sats)
Om f ar kontinuerlig pa ett omrade 2 C C och om

/fdz—()

for alla slutna, enkla, styckvisa C*-kurvor v i Q, dd dr f € O().

Bevis. Att f har en primitiv funktion F' vet vi enligt Sats 4.23. F' ar holomorf,
sa det foljder att £ = f ar holomorf, eftersom alla derivatorna av en holomorf
funktion &r holomorfa. O
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4.6 Begansningar for holomorfa funktioner

Detta avsnitt innehaller manga satser med namn; Cauchyuppskattningar, Liou-
villes sats, och maximumprincipen. (Avsnittet innehaller algebrans fundamental-
sats ocksa, men den kénner ni redan till).

Sats 4.31. (Cauchyuppskattningar)
Lat f: U — C wvara holomorf pa en oppen mdingd U C C. Lat p € U och antag
att B(p,r) C U, r > 0. Sitt M = sup, g | f(2)]. Da gdller

ME!

‘f(k)(p” < T

fork=1,2,3,....

Beviset ar latt och bygger bara pa Cauchys integralformel for derivator och
uppskattningen for kurvintegraler med langden av kurvan och M. Lat oss gora
ett exempel.

Ezempel 24. Lat f € O(C) uppfylla att |f(z)| < e* for alla z € C. Vi ska visa
att | £ (0)| < 70. Cauchyuppskattningen ger att

AM

|FD(0)] < gl

dér M = sup, g5 | (2)]. Vibehover bara ha ett r > 0 sa lat oss ta r = 1. Detta

ger att
le?
19 (0)] < 1‘1 = 24e < 70.

]

Liouvilles sats siger att en begransad hel funktion ar konstant, dvs det finns
inga icke-konstanta holomorfa funktioner pa C som ar begrénsade.

Sats 4.32. (Liouvilles sats)
En begrinsad hel funktion dr konstant.

Bevis. Antag att f € O(C) sa att |f(z)| < C, for nagot C' > 0. Fixera ett p € C,
och lat » > 0. Anvénd Cauchyuppskattningen med k& = 1:

|
Fo <

rl r

Eftersom denna olikhet géller for alla r > 0 sa maste f'(p) = 0. Men eftersom p
var godtyckligt, sa dr f' = 0 pa C. Men da vet vi att f maste vara konstant. [J
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Vad ska nu detta vara bra for? Jo, man t.ex. visa at om f dr en hel icke-
konstant funktion s& finns det for varje zop € C en punkt z; € C sa att |f(z1)| >
|f(20)|. (Forsok att visa detta).Observera vidare att man anvénder Liouvilles sats
for att visa algebrans fundamentalsats.

Nésta viktiga resultat 4r maximumprincipen, i tva olika versioner. For beviset
av satsen sa behdver vi att holomorfa funktioner har en medelvirdesegenskarp:

Om f € O(Q) och B(z,7) C Q sé ar

21
f(z0) = %/0 f(zo + 7€) db.

Sats 4.33. (Maximumprincipen (version 1))
Om Q dr ett omrdade, f € O(Q) och |f| har ett lokalt mazximum i Q sd maste f
vara konstant i €).

Anmdrkning 12. Ett lokalt maximum betyder att for alla p € € sa géller att
If(p)] > |f(2)] for alla z € . .

Beuvis. Lat oss forst bevisa resultatet i fallet av boll B(z, R). Antag att B(z, R) ar
sadan att [ f(2)| = sup,ep(. g |f(w)]. Tag ett 0 < r < R. Medelvirdesegenskapen
for holomorfa funktioner ger att

1 2 ] 1 2m ] 1 27
=gz [ reas] < 5o [T1rsrean < - [T isteian -

s
2m
= f(2)l5
Alltsa har vi likhet hela viagen, sa speciellt har vi att
1 2w » 1 2m
— |0 = — do
5 | Gl = o [ i

0= / ()] = 1=+ re))db.

Eftersom | f(2)| —|f(z+71€e?)| > 0, s& ger det att | f(2)| — |f(z +re?)] = 0 for alla
6. Pa grund av att detta dr sant for alla r < R sa betyder det att | f| &r konstant
pa B(z, R) och eftersom f &r holomorf sa betyder det att f &r konstant.

Lat oss nu visa satsen i fallet av ett omrade. Antag att |f| antar sitt maximum
iz € (), och antag for en motségelse att | f| inte &r konstant pa €. Da finns det en
punkt w € Q s att |f(w)| < |f(2)] (se ovan). Lat v vara ett polygontag mellan
z och w; v(0) = z och y(1) = w. Lat

T =inf{t € [0,1] : [f(v()] < [f(2)]}-
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Detta betyder att |f(y(t))| = |f(z)] om ¢t € [0,T], men det finns punkter ¢ >
T (godtyckligt niara T') dar vi har olikhet. Tag nu en boll B(y(T),r) C .
Foregaende argument ger att |f| ar konstant pa B(y(T),r), vilket motséger def-
initionen av T, sa |f| maste vara konstant, s f méaste vara konstant, eftersom f
ar holomorf. ]

Sats 4.34. (Maximumprincipen (version 2))
Om § dr ett begrinsat omrade, f € O(2) och f dr kontinuerlig pa ), sd antar
|f| sitt mazimum pa OS).

Anmdrkning 13. Det ar denna sats som man brukar anvinda, sa kom ihag denna.

]

Ezempel 25. Lat oss beriikna maximum for |e*’| pa enhetsdisken. Eftersom en-
hetsdisken dr ett begrinsad omrade och e** dr holomorf pa enhetsdisken, samt
e*” &r kontinuerlig pa B(0,1). Nu ger maximumprincipen att |e**| antar sitt max-
imum pa |z| = 1. Satt darefter z = €. D& ar

|6(€it)2| _ |€e2it cos2t+isin2t| — ecos21t <e 7

:|€

eftersom 0 < cos 2t < 1. Detta maximum antar den for z = +£1. O
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Lasanvisningar
till
kapitel 5.1 — 5.8

5.1 Foljder och serier

Detta avsnitt ar repetition, och jag hoppas att ni snart kan snappa upp det som
star dari. Speciellt viktigt ar det att komma ihag vad en geometrisk serie ar, och
vad likformig konvergens ér.

5.2 Taylorserier

Taylorserier ar nagot ni ar bekannt med sedan era reellanalyskurser. Hojdpunkten
i detta avsnitt siger att holomorfa funktioner har en Taylorutveckling. Men lat
oss borja lite lungt.

Om f: R — R &r en C*™ funktion, da har f en formell serieutveckling

>
§=0

for fixt p € R. Det som kanske bor noteras ar att det inte dr nagon garanti att
denna serie konvergerar for nagot = forutom x = p. Om serien konvergerar for
nagot x # p sa kan vi inte séga att serien ar lika med f(z).

) .
j!(p) (z —p)’

Exempel 26. Lat f: R — R vara definierad genom

eV 40

Vi har att f & C*°(R) med 0 = f'(0) = f”(0) = ---. Alltsa ar Taylorserien av f
kring p = 0 lika med
0+ 0z + 02> 4 - .

Denna ar konvergent for alla x och summan &ar identiskt lika med noll. Men
f(z) = 0 endast om x = 0. O

Efter denna utvikning lat oss kasta oss in i Taylors sats.
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Sats 5.35. (Taylors sats)
Om f € O(B(z0, R)) sa har f:s Taylorserie

O fk) (4
> ! k;(l 0)(2 — )"
k=0 '

konvergensradie dtminstone R. Vidare sd konvergerar Taylorserien mot f(z) for
varje z € B(zp, R).

Bevis. Vi ska forst visa att Taylorserien konvergerar likformigt pa B(zg,r) om
0 <7 < R. Tag dérfor ett » < p < R och lat ~ vara cirkeln runt zy med radie p,
s& v ar enkel, sluten, positivt orienterad C!-kurva. Da ger Cauchys integralformel

att .
f@%zzgfffgx

¢

om |z — 29| < r. Vi ska borja med att skriva om integranden. Vi har att

1 1 1

(—z G-z 1-22

20

och eftersom vi integrerar de { som ligger pa ~ har vi att
|z — 20| <7 < p=1C— 2]
Z— 20

¢— 20

Nu kan vi anvinda oss av en geometrisk serie, dvs att

i Z— 2 k_ 1
¢ — 2o _1—2_—20'

k=0 —20

< 1.

Detta ger att

k
1 T (E2) $ =)
(=2 (-2  Z (-
Sétt nu M = sup|,_ <, |f(2)|. Da &r M < oo. Lat

(z — zo)*

fk(C) = (C _ Zo)kJrlf(C)'
o SO 2= M (=2l
- o) ey )|
e = L 2= Bl aly
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Vi har nu skrivit om integranden som

= f(Q)

Eftersom @ < 1 sa ar

S5
o P P

en konvergent geometrisk serie. Nu ger Weierstrass M-test att

> /()

konvergerar likformigt pa B(zo, p).
Vi far nu att

)_vac—zdc_m/yzf’f Jde = Zm/ _zok—H OIS

eftersom serien konvergerar likformigt. Vidare sa far vi att

Z—Zo Z—Zo f(¢) o _
Z 2m/ k“ Qdc = Z k' 2mi / (( — zo) de =
B 20)*
= Z Tf (20)
k=0 )

enligt Cauchys integralformel for derivator. Detta ger att

. f(k)
=D ! 1{;(120) (2 — 20)"
k=0 ’

Forsok nu rékna lite 6vningar for att fa en kénsla for det hela. Beviset for

Taylors sats édr viktigt, eftersom det innehaller sa manga delar av kursen.

5.3 Potensserier

I borjan av detta avsnitt repeterar vi lite om potensserier och likformigt kontin-
uerliga funktioner, och en viktig sats som siger att om vi har likformig konvergens
sa far vi flytta in "lim” innanfor integralen. Detta ar allt gammal skapmat, sa det

forsta riktiga resultatet i detta avsnitt ar
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Sats 5.36. Lat 2 C C vara enkelt sammanhéingande och antag att f, € O().
Antag vidare att f, — f likformigt pa Q. Da dr f holomorf pa 2.

Forsok visa denna sats innan ni kollar pa bokens bevis. Ni an folja foljande
steg:

e Dra slutsatsen att f ar kontinuerlig (varfor?)

Betrakta lim f7 fn-

Vad vet du om fw f.

Dra slutsatsen att f7 f=0.

Anviand Moreras sats.

5.4 Konvergensteori

Denna teori borde ni kinna till, annars ar det dags att ldsa detta avsnitt or-
dentligt. Lagg marke till att vi redan, i beviset av Taylor sats, anvant Weierstrass
M-test. Jag lamnar detaljerna till er sjélva.

5.5 Laurentserier

Taylorserier gav oss en mojlighet att uttrycka holomorfa funktioner i en potensserie.
I detta avsnitt vill vi uttrycka en holomorf funktion med singulariteter, dvs dér
den inte ar definierad, i en potensserie.

Lat 0 <7y < p1 < p2 <rg < +00 och lat z, € C. Sétt

A={ze€C:r <|z— 2| <7ma2}

och
B={ze€C:p <|z— 2] <p}.

Antag att f € O(A). Da ar

f(Z) = Z (Z _bjzo>j + Za](z - ZO)] )

dér serierna ar absolutkonvergenta och konvergerar likformigt pa méngder av
typen B. Serieutveckligen kallas for Laurentserieutvecklingen av f pa A kring z.

Om v #r en enkel, sluten, positivt orienterad styckvis Cl-kurva. D& ges koef-
ficienterna i Laurentserieutvecklingen av

_ 1 f(©) o
CLJ—Q—m ’ymdc j—0,1,2,
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och

/f _ZojldC j_17273
27rz

Observation 3. Observera att beviset av denna sats ar liknande av beviset av
Taylors sats. L

Anmdrkning 14. Det ar lockande att skriva

som i Taylorutvecklingen, med det vore fel ty fU)(zy) behéver nodvindigtvis ej
vara valdefinierat. O

Observation 4. Om f € O(B(zp,72)), da blir Laurentserieutvecklingen precis
Taylorutvecklingen av f kring z. O]

Anmdrkning 15. Laurentserieutvecklingen &r entyigt bestdmd enligt en sats i
boken, och detta faktum anvinder man bland anant i utrdkningar. O

Lat oss gora nagra exempel. Innan ni kollar pa dessa, se till att ni har koll pa
geometriska serier.

Exempel 27. Lat
Ay ={z€C:|z| >1} och Ay ={2€C:0<|z| <1}

och
1

Da ar f € O(Ay) och f € O(Ay). Lat oss Laurentserieutveckla f i de olika
omradena. For det forsta har vi att

=iy s s () -2 ()

Jj=2

dér vi anvinde en geometrisk serie, eftersom H < 1 ar precis samma sak som

|z| > 1 (dvs vi befinner oss i omradet A;.) S denna serie konvergerar pa A;.
Lat oss nu hitta en Laurentserieutveckling pa Ay for f. Vi har att

1 11 1, 1 ;
R e R e D SR DEg

dér vi har anvént oss av en geometrisk serie, eftersom |z| < 1. Sa serien konverg-
erar pa As. O]

40



Ezempel 28. Lat oss Laurentserieutveckla f(z) = i omradet

z2+411z+3
A={zeC:1<|z| <3}

Vi har att
IR 1 11 11
2+4z+3  (2+1)(2+3) 2z2+1 2243

om Vi anvéinder partialbraksuppdelning.

Termen ? ar holomorf pa |z| > 1. Vi har, om vi anvénder en geometrisk
serie, att
1 1 1 o -
241 oz 1- ( Tz Z Z z3+1
: j:(]
som konvergerar for |z| > 1
Vidare sa ér termen —~ holomorf pa |z| < 3. Vi har att
1 1 1 1 — NG & L
e IS () S
z+1 3 1-— (—3) 3 s 3 s 3+
Aven hir har vi anvént oss av en geometrisk serie. De bada fallen ovan ger nu att
11 1 1 1
flz) =75 “ 9 =52 75 +1
2z4+1 2243 2j:0 2 33
som &ar Laurentserieutvecklingen av f i omradet A. O

5.6 Nollstallen och singulariteter

Nollstallen antar jag att ni har lite koll pa. En viktig observation, som &r en
foljd i boken, ar att en holomorf funktion har isolerade nollstéllen. Singulariteter
ar, precis som vi har namnt forrut, punkter dar en funktion inte ar definierad.
Man kan daremot ha olika typer av singulariteter, och man anvénder sig av Lau-
rentserieutvecklingar av holomorfa funktioner for att klassificera de olika typerna
av singulariteter. Mer precist har vi:

Definition 5.37. Lit U C C vara dppen och antag att B(zg,r) C U, r > 0. Om
f €O\ A{z}) sd sdger vi att f har en isolerad singularitet i z.

Eftersom f € O(B(zo,7) \ {20}) s& har f foljande Laurentserieutveckling

[e.9]

fz) = elz— =)

j=—o0

atminstone pa B(z,7) \ {z0}. Vi ska anviinda oss av koefficienterna ¢; till denna
Laurentserieutveckling for att klassificera de olika singulariteterna.
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1. Om ¢; = 0 for alla j < 0 sa sdger vi att f har en havbar singularitet i
20-

2. Om det finns ett k € N, £ > 1, sa att ¢ # 0 och ¢; = 0 for alla j < —k, sa
sdger vi att f har en pol i 2y av ordning k.

3. Om ¢; # 0 for odndligt manga negativa j, da séger vi att f har en vésentlig
singularitet i zj.

Anmdrkning 16. Koefficienten c¢_; kallas for f:s residue i punkten z;. Detta
kommer bli mer klart i kapitel 6. O

Lat oss ga igenom dessa olika typer av singulariteter.

e Antag att f har en havbar singularitet i z,. Detta ar faktiskt ingen sin-
gularitet, utan man héver verkligen den. Da ar Laurentserieutvecklingen
> ci(z — 2)? inget annat &n Taylorutvecklingen for f som dr holomorf
i B(zo,7) forutsatt vi definierar f(z9) = ¢o. Vidare s& har vi att f ar be-
griansad i nagon omgivning B(zp,r) \ {z0}. En annan viktig egenskap hos
hévbara singulariteter ar att

lim f(2)

zZ—20

existerar och ar dndlig. Vidare sa ar

lim (z — 29) f(2) = 0.

2—20

Vi sammanfattar att z dr en havbar singularitet f6r f omm | f| &r begridnsad
néra zo omm lim, ., f(z) existerar och dr dndlig omm vi kan omdefinera f
sa att f blir holomorf i zj.

e Antag nu att f har en pol av ordning k. D& har vi att
lim |f(z)] = oc.

zZ—20

Vidare sa kan vi skriva f som

f)= 2

(z — 20)

dér g &r en holomorf funktion med g(z9) # 0. Detta betyder speciellt att
1/f kommer ha ett nollstélle i zp av ordning k. Vidare sa har vi att

lim (2 — 20)"™ f(2) = 0

z—20

och att
lim (2 — 20)" f(2)

Z—20

existerar och ar andlig.
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e Lat oss slutligen diskutera vésentliga singulariteter. Dessa punkter &r kon-
stiga punkter, och gransvirdet lim, .., f(z) existerar inte, vare sig det blir
andligt eller odndligt. Vidare sa har vi Picards sats som séger att f(z) antar
alla komplexa tal i en omgivning till 2z, med ett mojligt undantag. Detta
betyder, med topologiska termer, att virdeméngden for f ar tat i C.

Ezxempel 29. Betrakta funktionen
_Jocosz ,2#0
f) = { 0  ,z=0"
Daér f € O(C\ {0}). Laurentserieutvecklingen av f kring zy ar

— (—1)% 2n
=3 G

pa méngden 0 < |z|. Per defintion sa har f en havbar singularitet i zp = 0. [

J=0

Ezempel 30. Funktionen f(z) = e~'/# har en visentlig singularitet i z, = 0. I
varje omgivning B(0,r)\ {0} s& antar denna funktion alla komplexa vérden utom
0. O
Ezempel 31. Betrakta funktionen f(z) = 6251. Vi ser att f har en isolerad sin-
gularitet i z = 0. Vidare har vi att

lim 2% f(2) = 0.

z—0

Eftersom lim, o 2 f(2) existerar inte s& har f en pol av ordning 2. H

5.7 Punkten i oandligheten

I detta avsnitt sa gar boken igenom Riemannsfiren igen. Den hir gangen sa kollar
vi pa singulariteter for funktioner i co, och det man gor ar helt enkelt att man
kollar pa f (i) och avgor vilken typ av singularitet den har da.

5.8 Analytisk fortsattning

Téank om vi har en funktion f som &r holomorf pa ett omrade 2. Om vi da kan
hitta en holomorf funktion F' pa @', dar Q' NQ # () s& att F|g = f, s& sager vi att
F dr en analytisk fortsdttning av f. Vi har féljande viktiga sats om analytiska
fortsattningar.

Sats 5.38. Om f € O(), 1 C C ett omrdde, har en analytisk fortsdttning till
ett omrade Qa, da finns det en entydig F' € O(Q U ) sd att Flg, = f.

Léas detta avsnitt lite kursivt, men forsok att rita bilder 6ver de olika resul-
taten.
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Lasanvisningar
till
kapitel 6.1 — 6.7

6.1 Residuesatsen

Hela kapitel 6 handlar om att berdkna olika typer av integraler pa sa gott som
samma vis. Om ni kommmer ihag fran forra avsnittet om Laurentserieutvecklin-
gar, sa kallas koefficienten ¢y i 3772 ¢j(z — 2)’ for residuen i z. Eftersom
koefficienten i en Laurentserieutveckling definieras genom en integral sa kan vi
anvianda residuer till att berékna integraler. Men varfor just koefficienten c¢_1?
Lat oss motivera detta intresse av residuer.

LAt v vara en enkel, sluten, positivt orienterad styckvis C'-kurva kring origo.

Da ar
/n 0 ,n#—1
2" = .
N 2m ., n=-—1

Antag nu att f ar en holomorf funktion med en singularitet i origo. Da har f en
Laurentserieutveckling i nagon annulus A kring 0; f(z) = Z;’;_OO ¢;z/. Denna
konvergerar likformigt pa v, forutsatt v ligger helt i A och innehaller origo. Da

ar
/f:/ Z cjzjdzz Z cj/zjdz:27ric_1.
v j K

7]:—00 j:—OO

Alltsa &r koefficienten c¢_; viktig, och det leder till foljande definition. (Denna
definition har ni sett férrut, i alla fall mer eller mindre, men jag ténkte vara mera
precis hér).

Definition 6.39. Ldt f vara en funktion med en isolerad singularitet © punkten
z0- D kallas koefficienten c_y i f:s Laurentserieutveckling » 22 c;j(z — 20)? for
f:s residue ¢ punkten zy. Detta skriver vi som

Res(f,z0) eller Res(z).

Observation 5. Enligt definition sa har vi att

Res(f, ) = —— /| RLCE

271

da r > 0 ar tillrackligt litet. O
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Vi kan é@ven gora nagra fler fundamentala observationer:

1. Om f har en hévbar singularitet i zo s& &r Res(f, z9) = 0 enligt Cauchys
integralsats.

2. Om f har en pol av ordning k i 2y sa géller att

R S L
f(Z)_(z—zo)’ch (z — 2) +J§OC]Z %)’

Detta ger att
(z—20)ff(2) =cp + -+ c1(z—20) "+ (2 — 20) f1(2)

dir fi(2) = 3272, ¢j(2 — 2)’. Derivera nu (k — 1) ganger, da far vi

dk—l L k—1

W(Z —20)"f(z) = (k= 1)ley + = 1( — 20) f1(2).
Lat nu z — zy. Da blir

dk:—l L
ZILHJO W(z —20)"f(2) = (k—1)lc_y + 0.

Alltsa om f har en pol av ordning £ i 2y sa géller att

1 dkfl

Res(f,z9) = = ZILI1;10 = (2 — 20)*f(2).

Ezempel 32. Funktionen f(z) = Z% har en pol av ordning 2 i z = 0. Detta ger att

1 d d
lim =lim —1=0.
(2—1)! 20 dZZ =)= ) dz

Res(f,0) =

O

5 som har en pol av ordning 2 i

Ezempel 33. Betrakta funktionen f(z) = —(ez 0

z=0.Da ar

1 d d 2° d 2\’
— lim — lim ——— = lim — | =
Res(f,0) = gy I 22 f(z) = liny dz (s — 1)} =20dz ((ez—l))
2 2
, z d =z , 2 (e* —1) — ze? 3
—lim3(——— ) —— =% —3lim3 . — =2
) ((ez — 1)> dz (e — 1) ) ((ez — 1)> (e* —1)2 2
For att inse detta, kolla pa Taylorutvecklingen av e?. ]
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Om vi har flera singulariteter som ligger innanfér en kurva, kan vi da anvianda
oss av residuer for att berdkna en integral? Svaret ar ja, och besvaras av Cauchys
residuesats.

Sats 6.40. (Cauchys residuesats)

Lat Q C C wvara ett enkelt sammanhdingande omrade och f € O(Q) forutom i
de isolerade singulariteterna zi, ..., z,. Antag att v dr en sluten, enkel, positivt
orienterad styckvis Cl-kurva i Q och att zy, ..., z, ligger inuti . Dd gdller

/f(z)dz = 2m’iRes(f, 2;).

Bewvis. Vi ska anvianda induktion 6ver antalet singulariteter.

Om n =0:

Da ar f holomorf i ett enkelt sammanhéngande omrade som innehéaller ~. Da ger
Cauchys integralsats att

VL= /f(z)dz — 0.

Vidare sa har vi att HL = 0 sa det stammer i fallet n = 0, dvs inga singulariteter.

Antag nu att satsen ar sann for (n — 1) stycken singulariteter. Lat € > 0 vara
sa litet s& att |z — z,| < ¢ ej innehaller nagon av zi,...,Z, ;. Tag darfor tva
punkter p; och py pa |z — z,| = €. Forbind p; och ps med kurvan « i punkterna
q1 respektive ¢o. Kalla dessa 7, respektive v,. Lat C vara 6vre delen av cirkeln
|z — z,| = e fran p; till ps, och 1at Cy vara undre delen av cirkeln |z — z,| = ¢.
Vidare lat v3 vara den del av v som gar fran ¢; til go och lat 4 vara den del av
v som forbinder ¢, med q1, s& v = v3 + 74. (Rita en bild 6ver detta!) Bilda nu

T=B—1=C—mt+tn—-Citmntmn

som #r en sluten, enkel, positivt orienterad styckvis C'-kurva. D& har vi att

/Wf— /z_zn' = 27m'nz_1Res(f, 2;).

j=1
Alltsa ar .
/f(z)dz = 272'2 Res(f, z;) ,
il j=1
sa satsen ar sann for n stycken singulariteter. O
Exempel 34. Vi ska berdkna I = f7 ch(sgzl)) dz dér v ar en "snéll” kurva som

innehaller 0 och 1. Cauchys residuesats ger att

I = 27i(Res(0) + Res(1)).
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Vi har att z = 1 ar en enkel pol, ty cosm # 0, sa

Res(1) = lim cos(r)

=—1.
z—1 22

Vidare sa dr z = 0 en pol av ordning 2, ty cos0 # 0, sa

. d fcos(mz)\ . —mwsin(rz)(z —1) —cos(mz) 0-—1
Res(0) = lim 2~ (ﬁ) = Iy _1) Syt

Detta ger att
I =27i(—1—-1) = —4mi.

6.2 Trigonometriska integraler 6ver [0, 27]

Vi ska i detta avsnitt berdkna integraler pa formen f027r U(cos 6, sin 0)df med hjalp
av Cauchys residuesats. Antag att funktionen U ovan &r en rationell funktion i
cos B, sin § med reella koefficienter som &ar andlig pa [0, 27]. Lat ~v: [0,27] — C
vara en kurva som ges av () = ¢. Observera att e~ = ﬁ for 0 € [0, 2.
Kom nu ihag Eulers formler:

eif | =it ot _ o—if

cos = —— | sinf = ,
2 21

1 1 . 1 1
Cosﬁ—i(z—i-;) , sm€—2—i(z—;)

dir z € v([0,27]). Gér nu substitutionen df = % sa far vi

12

o , 1 1\ 1 1 ,
U(cos,sin0)df = /U —|z+-),=|2——) | fracdziz.
0 ~ 2 z) 2 z

Och nu ar vi i ett ladge dér vi kan anvinda Cauchys residuesats. Lat oss kolla pa
ett exempel.

Exempel 35. Lat a € R, a # —1, och betrakta

/27r do
I= :
o 14+a®>—2acosd

Vi ska berikna I. Lat z = ¢ for 0 € [0,27] och 1at v vara enhetscirkeln kring
origo. Da ar

Da géller att

dz = i df = izdb.
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Gor nu variabelsubstitution i 1. Da far vi, om vi anvénder cos = % (z + %),

[—/ 1 @_/ idz
L1+ -2(z+ )iz ) (z—a)(az - 1)

Vi ser nu att integranden har enkla poler i 2 = a och z = % Residuen i dessa
punkter ar

Res(a) = lim ! ~ = !

zaaa(z—a) a? —1

och

Vi maste nu kolla pa olika fall for a:
Om 0 < a < 1, da ligger a innanfoér v och 1/a utanfor. Detta ger att

1 27
I =2mi = i
m(aQ—l) 1—a?

Om a > 1, da ligger a utanfor v och 1/a innanfér. Detta ger att

) 1 2
I:27m(1_a2) :a2—1'

]

6.3 Obestamda integraler av speciella funktioner
over | — 0o, 0|

Vi ska forsoka berdkna ffooo f(z)dr genom att anvinda komplex analys. Detta
gor vi genom att helt enkelt lata f(z) vara den reella funktionen f(z) fast i
den komplexa variabeln z, s& t.ex. om f(z) = 2% + 1 sd ar f(z) = 2% + 1. Lat
Ip = [-R, R] och lat Cr = Re®, for 0 < § < m. Séitt yg = Cr+Ig. Lat nu R > 0
vara tillrdckigt stort s& att f(z):s isolerade singulariteter med I'm(z) > 0 ligger
innanfor vg. Da vet vi att

/ f(z)dz = g f(z)dz + i f(z)dz

och enligt Cauchys residuesats sa har vi

/ f(2)dz = 2mi iRes(f, 2)
YR j=1
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dér zq,..., 2, dr f:s isolerade singulariteter sa att Im(z;) > 0. Vi far da att
QWiZRes(f, 2;) = f(z)dz+ [ f(2)d=.
j_l CR IR
Lat nu R — oo, sa vi betraktar
270 ZRes(f, zj) = 1%1_{1;0 ; f(z)dz + }%EEO i f(2)dz.
Jj=1 R R

Eftersom vi befinner oss pa realaxeln i integralen 6ver /g sa kan vi ga tillbaka till
den reella funktionen, dvs

2WZ;Res<f>zj>= du [ p@dz+ Jim | (@)

Om nu ffooo f(x)dx existerar och &r andlig, s& brukar vi kalla detta for princi-
palvardet och skriver

0 R
p.V. /OO f(x)dx = I%glgo » f(z)dx.

Observation 6. Exemplet i boken om att p.v. ffooo xdr = 0 ar viktigt, eftersom
ffooo xdz inte existerar. 0

Sa om [* f(x)dx existerar och &r dndlig sa far vi att

27riZRes(f, 2;) = 1%1_120/0 f(z)dz +p.v. /_OO f(z)dz.

Alltsd om vi kan visa att limpg . fCR f(2)dz = 0 sa skulle vi ha berdknat
p.v. [7° f(x)dz. Lyckligtvis sa finns det ett lemma som hjélper till hér:

Lemma 6.41. Om f(z) = P(2)/Q(z), ddr P och Q dr polynom sa att
grad(Q)) > 2+ grad(P)
da dr

lim f(z)dz = 0.

R—o0 Cr

Exempel 36. Lat oss berdkna integralen

00 2
1:/ S —
|
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Ni far sjélva kolla att I ar konvergent, sa

R 2
I=1m [ ——
R—oo [_p o +1

dz.

2

Lat oss nu ga over till den komplexa funktionen f(z) = _#5. Observera att

grad(Q) > 2 + grad(P) s& lemmat ovan ger att

lim f(z)dz=0,
R—o00 Cr

dir Cp &r halvcirkeln Re”, 0 < 6 < . Eftersom ekvationen z* + 1 = 0 har
16sningarna, z; = e™/* 3mi/4 mi/4 och 2y = €™/ s& 2 och 2 ligger
innanfor vz = Cr + Ig. Detta betyder att

, 29 = € , 23 = €

I =27i(Res(z1) + Res(z2)).

Vi har att ) .
z
R =k —
es(2) 42,?; 4z,
for k = 1,2, 3,4. Detta betyder att
211 - : T
=" 6—7r2/4 + 6—37rz/4 ————
4 ( V2

O

Denna metod blir ofta lattare &n den gamla metoden med integralkalkylens
huvudsats.

Anmdrkning 17. Metoden som har beskrivits i detta avsnitt fungerar inte om
singulariteterna ligger pa I'm(z) = 0, utan detta ska vi fa ldra oss i senare avsnitt.
O

6.4 Obestamda integraler av trigonometriska funk-
tioner

Vi ska fortsidtta med att berdkna principalviardet for integraler pa formen

/_Oo o) cos(mx)dx och /_Oo o) sin(ma)dx |

dér P och @) &ar polynom. For att berdkna dessa integraler sa anvinder vi samma
metod som i féregaende avsnitt. Det man observerar ar att

Re(e") = cost , Im(e") =sint,
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sa

/chosmx (/ Qimd>
/ a Sm ma)d (/ Ql mdx)

Konstruktionen med kurvan v = Cr+ Ir kan man anvianda &ven hér, och Jordans
lemma hjélper en pa traven:

och

Lemma 6.42. (Jordans lemma)
Om m > 0 och P och Q) dr polynom sa att

grad(Q) > 1+ grad(P)
da dr

lim / Meimzdz =0,
R—oo Jo, Q(2)

dar Cr dar en halvcirkel med radie R.

Exempel 37. Vi ska berdkna p.v. foo éﬁ?”” dzx. Sétt

ZSeiz 3612

A e R CE e

sa har f poler i +i. Eftersom
grad((2? +1)?) > 1 + grad(z")

sa kan vi anvanda oss av Jordans lemma, sa

2361,2
. dz=0
/CR @1z

ddr Cg ar en halvcirkel i 6vre halvplanet. Eftersom 7 &r den enda polen i Gvre
halvplanet, sa ger Cauchys residuesats att

o] 3 o
p.v./ %dm = Im(2mi Res(7)).

Om man berdknar residuen sa far man Res(i) = i, vilket betyder att

* rsinx 1 T
V. ——dr =1 21 - — | = —.
pV/_Oo @17 T m(m 46) 5
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6.5 Speciella konturer

Detta avsnitt handlar om hur man berdknar integraler med singulariteter pa den
reella axeln. Det man gor &r att man lédgger en halvcirkel med godtyckligt liten
radie runt singulariteten och dérefter sa anvinder man Cauchys residuesats. For
att berdkna integralen liangs denna halvcirkel, eller nagon cirkelbage, kring en
singularitet anviander man féljande lemma:

Lemma 6.43. Om f har en enkel pol i z = ¢ och T, dr en cirkelbage kring c
definierad genom c +re?, 0, < 0 < 0y, da gdller att

r—0t

lim f(z)dz =i(02 — 01) Res(f, c).
T,

Dessa metoder lar man sig ldttast om man rdaknar lite. Darfor ger jag ett
exempel.

Exempel 38. Lat oss berdkna I = p.v. ffooo fj:
0SS

dz. Vi har att Jordans lemma ger

2iz
lim dz = 0.
R—o00 CR z _'_

Vidare sa ger lemmat fran detta avsnitt att
21z

lim

r—0+ S, % +

1dz = —miRes(—1) ,

dar S, ar en halvcirkel kring singulariteten z = —1. Eftersom
e2iz o
Res(—1) = 1i 1) - =e
es(—1) Zirzll(z—l— ) il

sa far vi att
I = wie .

6.6 Integraler av flervarda funktioner

Aven i detta avsnitt sa beriknar vi integraler, fast nu ar integranden en flerviird
funktion. Jag tycker att ni ska ga igenom detta avsnitt och rikna nagra uppgifter.
Jag kommer hir bara ga igenom ett exempel sa jag hoppas det ar tillrackligt.

Ezempel 39. Vi ska berékna [;° ;‘;(j’jgd:c for p,q > 0. Sétt g(z) = L;%(Z’;). Da

giller att Re(Log(z)) = In|z|. Da ar Log(z) holomorf pa C\] — oo, 0]. Observera
att g har en enkel pol i 2q. Da ar

In(pg) ==
2qt 4q

Res(g,1iq) =
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Observera att vi inte behover nagot belopp pa pq da vi tar den naturliga logarit-
men, eftersom bade p och ¢ ar icke-negativa. Lat 0 < r < ¢ < R och lat S, vara en
halvcirkel kring origo med godtyckligt liten radie r i 6vre halvplanet, och lat Cg
vara en halvcirkel kring origo med stor radie R. Lat v = Cr+[—R, r|+ S, +[r, R].
Da ger Cauchys residuesats att

5.
min(pg) 7

g(z)dz = 2mi Res(g,1q) = .
[ o (g.i0) = P T

/ /R log(p
¢+ 22

som gar mot [ L‘;ipz dz dd R — oo och r — 0. Vidare har vi att

- L " Log(— Ry, j
[0 [ e [ Lo [,
¢+ z r @+ (=2) . Ptz

som gar mot
> 1 o 1
0o ¢tz 0o ¢+

da R — oo och r — 0.
Vi gor nu ett variabelbyte, som ger att

™ Log(Re") . _ ., /7r In|R|+10 . _ . InR+m7
= _ v d@ = RN v d@ S N
/cR ! /0 ¢+ Rz 1€ o ¢*+ R2e*? R0 < g

Vi har att

da R — oo. Jag lamnar at er att visa att ‘fsr g‘ — 0 da r — 0T. Detta ger att

Log(pz > Log(pz ee 1
/g—>/ gp2 / —2g(p2)dz+m'/ 3 2dz
>+ z 0o ¢tz 0o ¢°+z

dd R — oo och » — 0T. S& vi far att

1 2 L *
7r“(M)Jr7”_2/ %8(P7) . | & / dz.
0 0

q 2q q* + 22 q* + 22

Om vi jamfor real och imaginédrdel sa far vi att

/ * In(pe) , _ mln(pg)

¢+ a? 2q
* 1 s
———dr = —.

/0 ¢* + z? 2q

23

och



6.7 Argumentprincipen och Rouches sats

Meromorfa funktioner ar holomorfa funktioner med poler. Med dessa sa kan vi
med hjalp av nollstéllen och poler berdkna en viss typ av integraler. Mer precist
har vi:

Sats 6.44. (Argumentprincipen)

Lat f: Q — C vara en meromorf funktion, ddr Q2 dr ett enkelt sammanhdngande
omride i C. Lt v vara en sluten, enkel, positivt orienterad styckvis C'-kurva.
Antag att f saknar poler och nollstdllen pa ~v. Da gdller att

1[G
2mi )., f(2)

ddr N,(f) dr summan av ordningen av poler innanfér ~y och No(f) dr summan
av ordningen av nollstdallena innanfor .

dZ:NO(f)_Np(f)7

Denna sats ska vi anvénda till att visa Rouches sats som uttalar sig om noll-
stéllen for funktioner.

Sats 6.45. (Rouches sats)
Lat Q2 C C vara ett enkelt sammanhdngande omride och lat f € O(2). Antag att

[F(2)] < lg(2)]

pd en enkel, sluten styckvis Ct-kurva v i Q. Da mdste f och g ha samma antal
nollstdllen innanfor v (riknat med multiplicitet).

Beuvis. Ség att g = f + h, dar |h| < |f| pa 7. Detta ger att f # 0 pa 7. Betrakta
homotopin Fi(z) = F(t,z) = f(z) + th(z), 0 <t < 1, som overfor f till g. Pa v
har vi att

|Fy| = [ f] = tlh] = |f] = |h] > 0.

Lat N(t) vara antalet nollstéllen till F} i det inre av . D& ger argumentprincipen
att | Fi(2)
z
Nt)=— | +-d=
) =5 /y Fi2)"

Eftersom N ar definierad av en integral av en kontinuerlig funktion, sa maste N
vara kontinuerlig. Vidare sa antar N bara heltalsvirden (den rdknar ju antall).
Dérfor maste N(0) = N (1) vilket betyder att antalet nollstillen hos Fy = f &r
samma som antalet nollstéllen hos F} = g. O]

Rouches sats séger att vi kan gora “sma” holomorfa storningar och dven ha
lika manga nollstallen.

o4



Ezempel 40. Vi ska understka hur manga nollstéllen f(z) = 2% + 2 + e * har i
det hogra halvplanet. Lat g(z) = 2% + 2 och h(z) = e™*. Da ér g,h € O(C). Lat
v vara den slutna kurva som gar i en halvcirkel Cr fran ¢ R till —¢R och déarefter
linjen lg fran iR till —iR. Da géller att

9(2)| = |22+ 2| > |z —2=R* -2

da R* > 2 pa Cg, och

h(2)] = le™7] = <1
pa Cg. Pa linjen g sa géller att

lg(iy)| = (iy)® + 2] = VyS +4 > 2

och
|h(iy)| = le™] = 1.
Alltsa &r |g(2)| > |h(2)| pa 7.

Vi kollar nu pa hur méanga nollstéllen g har innanfér ~. Loser vi g(z) = 0 sa
ser vi att den har 2 stycken nollstéllen innanfor v om R > 2'/2. Da ger Rouches
sats att g och f har samma antal nollstéllen innanfor v. Eftersom R > 23 &r
godtycklig sa foljer det att f har tva nollstéllen i hogra halvplanet. O]

Exempel 41. Betrakta p(z) = 23+ 3z — 1. Vi pastar att p har alla sina nollstéllen
i B(0,2). Vi ser att p har exakt tre nollstéllen enligt algebrans fundamentalsats.
Lat r(z) = som har alla sina nollstéllen i origo, sa speciellt i B(0,2). Pa
0B(0,2) sa ar ]r( )| = 8. Vidare sa ar ¢(z) = 3z — 1 en liten storning av r(z). Pa
0B(0,2) sa &r

lg(z)| =132 —1] <3-2+1 < |r(2)].
Rouches sats ger att r och p har lika manga nollstéllen i B(0, 2). O

Exempel 42. Lat f € O(B(0,1+4¢)), e > 0. Antag att f(0) = 3 och att | f(2)| > 7
da |z| = 1. Vi pastar att f har ett nollstélle i B(0,1). Lat h(z) = —3. Vi har
att |f(z)] > |h(z)| pa 0B(0,1) sa har f och g = f + h lika méanga nollstéllen i
B(0,1). Men ¢(0) = f(0) + h(0) = 0 s& f maste ha ett nollstédlle i B(0,1). O

Rouches sats ger i sin tur foljande sats

Sats 6.46. (Oppna avbildningssatsen )
En holomorf, icke-konstant funktion dr oppen, dvs bilden av 6ppna mdngder dr

oppna.

Bevis. Antag att f € O(Q2), dér Q ar ett omrade i C. Tag V' C Q 6ppen. Vi ska
visa att f(V) dr 6ppen. Eftersom V' &r 6ppen sa finns det en boll B(a,r) C V
dér a € V. Enligt identitetssatsen sa finns det ett r sa att B(a,r) dr en sadan
boll, och sa att om vi definierar

=inf{|f(2) — f(a)| : 2 € 9B(a,r)}
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s dr m > 0. Detta &r inget annat &n avstandet fran f(a) till f(0B(a,r)). Tag en
w € B(f(a),m) och sitt g(z) = f(z) — w. Vi ska nu anviinda Rouches sats:

Satt go(z) = f(z) — f(a). Denna har minst ett nollstélle i B(a, ). Sitt g1(z) =
f(a) —w som da &r konstant. Foér z € 0B(a,r) &r nu

190(2)| = [f(2) = f(a)| = m > |f(a) —w] = [g:(2)]

och dérfor har go + g; = ¢ samma antal nollstéllen i B(a,r) som gg, dvs minst
1. Vad betyder nu detta? Jo, for vart godtyckliga val av w € B(f(a),m) sa
finns ett zy € B(a,r) sa att 0 = g(z9) = f(20) — w, s& f(z) = w. Darfor
ar B(f(a),m) C f(B(a,r)) C f(V), s& f(V) innehaller en boll, sa f(V) &r
oppen. ]
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Lasanvisningar
till
kapitel 7.1 — 7.4

7.1 Invarians av Laplaceekvationen

Om f € O(Q), Q2 C C ett omrade, ar bijektiv med holomorf invers sé siger vi att f
ar biholomorf. Detta avsnitt handlar om att harmoniska funktioner ar invarianta
under biholomorfa avbildningar. Lat oss se varfor: Lat ¢ vara harmonisk i €2 och
betrakta Q = f~1(Q) dir f € O(Q) ar bijektiv. Lat ¢ = ¢ o f~1. Vi pastar nu
att ¢ ar harmonisk pa Q. Vi har att

@ _ a_waffl +8_<p6(f—1) _ 6_80@’
0z 0z 0z 0z 0z 0z

eftersom f~! dr holomorf. (Hur vet vi det?). Vidare har vi att

P 0p /@aﬁ’:a_so@(fl)):o

907 ~ 9205

1
M+ %0 ~ "5

eftersom ¢ ar harmonisk och (f~1) dr holomorf. Allts& &r Ap = 0.
I 6vrigt sa las detta avsnitt kursivt.

7.2 Geometriska betraktelser

Léas detta avsnitt forsiktigt. Har introduceras sa kallade konforma avbildningarm,
dvs avbildningar som bevarar vinklar mellan tva kurvor i en speciell punkt. Detta
betyder att om v och 75 mots i en punkt z, sa ar vinkeln mellan dessa lika med
vinkeln mellan f o, och f o7y i punkten f(z). Koncentrera er inte pa bevis
i detta avsnitt, utan ideér. Avslutningsvis sa bor man kinna till, utan bevis,
foljande sats:

Sats 7.47. Om Q och Q Gr enkelt sammanhdangande omrdiden som inte dr lika
med C, sa finns en biholomorf avbildning f: €2 — €.

Kom ihag att detta bara ar en existenssats, sa vi vet inte hur denna avbildning
ser ut!
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7.3 Mbodbiusavbildningar (7.3-7.4)

Vi tar nu hand om bade avsnitt 7.3 och 7.4 som avslutar kursen. Vi ska borja
med att ga igenom nagra typer av avbildningar.

e Translation: Detta &r en funktion f(z) = z+¢, ¢ € C. En translation flyttar
ett objekt ¢ "steg”.

e Rotation: Funktionen f(2) = ¢?z, § € R, roterar ett objekt med 0 radianer
moturs.

e Skalning: f(z) = pz, p € R, p > 0, 6r en skalningsfunktion, s& den férmin-
skar eller forstorar objekt. Speciellt har vi att om w = f(z), for wy, ws i
w-planet

(w1 —ws| = |f(21) = f(22)| = |pz1 — p2za| = plz1 — 2.

e Affina avbildningar: Detta dr en avbildning péa formen f(z) = az + b. Vi
kan skriva f som en komposition

f=1/fsofaofi
dar f; ar en rotation, fy en skalning, och f3 en translation.

e Inversion: f(z) = 1. Lis om detta i boken.

Dessa olika typer av avbildningar ar viktiga for sa kallade Mobiusavbildningar,
sa det ar dags att definiera dessa:

Definition 7.48. En Mébiusavbildning ar en funktion f: C — C som definieras

genom
_az+ b

ez +4d

f(z)
ddr a,b,c,d € C med ad — bc # 0.

Anmdrkning 18. Villkoret ad — be # 0 betyder att determinanten

a b
c d
ska vara nollskild. O
Observation 7. e Om ¢ =0, da ar ad # 0 och
a b
f(Z) = 82 + EZ

ar en affin avbildning.
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e Om ¢ #0, da har f(z) en poliz=—2.

e Om a # 0, da har f(2) ett nollstélle i z = —2.
[

Affina avbildningar kan vi betrakta som avbildningar C,, — C,, med oo —
0o. Da blir dessa avbildningar bijektiva. Om vi betraktar inversionsavbildningen
som en avbildning C,, — C, med 0 — oo och co — 0 sa blir &ven denna bijektiv.
Vad hinder da om vi betraktar Mobiusavbildningar som avbildningar pa C..? Jo,
de blir ocksa bijektiva, och om ¢ # 0 sa —% — 00 och oo — 2. Vidare sa ges dess

derivata av

a b
c d
fz) = (cz+ d)?
och f:s invers av
e =
cz—a
Observation 8. Notera att f~1 ocksa dr en Mobiusavbildning med oo —g och
2 = o0. O

Vi har foljande viktiga sats om Mobiusavbildningar:
Sats 7.49. Lat f vara en Mdébiusavbildning. Da gdller att

1. f kan uttryckas som en sammansdttning av en dndlig foljd av translationer,
rotationer, skalningar och inversioner.

2. f: Cy — C4 dr bijektiva.
3. f avbildar mangden {linjer, cirklar} pd sig sjdlv.

Slutsats (3) i satsen ovan betyder speciellt att en linje kan avbildas pé en cirkel
och vice versa. For Mobiusavbildningar har vi en annan viktig sats, namligen:

Sats 7.50. (Avbildningsprincipen

Lit f vara en Mébiusavbildning och ldt v vara en enkel styckvis C'-kurva i Cy.
Da ar C\ vy = Q,UQy en disjunkt union av tva omraden. Vidare si dr v* = f(y)
en kurva i Co och C\ ~v* = f(21) U f().

Anmdrkning 19. Rita en bild av avbildningsprincipen. O]

Nu till nagra exempel.

Ezempel 43. Betrakta f(z) = 2. Detta &r en Mobiusavbildning eftersom

=—1-1=-24#0.
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Vi har att 41 5
z
= =1 .
f(z) z—1 +z—1

Lat fi(z) =z —1, fa(z) = 1, f3(2) = 2z och fy(2) = z+ 1. Da ér

f(2) = fao fz0 fao fi(2).

Lat oss kolla hur f avbildar |z| = 1. Forst sa translaterar f; cirkeln. Efter detta
sa blir cirkeln en linje via inversionen. Dérefter sa forlanger vi linjen med f3 och
slutligen sé translaterar vi linjen igen. Allts& avbildar f cirkeln |z| = 1 pa en linje.
Efterso en linje bestdms av tva punkter sa tar vi tva punkter pa enhetscirkeln
och avbildar dessa med f:

r+1
=1
1—1

71—

och
—-1~0.

Den enda linjen som gar genom 0 och ¢ &r Re(z) = 0. S& bilden av |z| = 1 under
f ar Re(z) = 0.

Lat oss kolla med avbildningsprincipen vart det inre av |z| = 1 och det yttre
hamnar. Tag darfér en punkt innanfor, t.ex. z = 0. Denna avbildas av f till
—1, sa vi drar slutsatsen att allt innanfor cirkeln avbildas till vinstra halvplanet
(Re(z) < 0), och avbildar allt utanfér cirkeln till hogra halvplanet (Re(z) > 0).
(Tag en annan punkt och testal) ]

Ezempel 44. Vi ska beskriva bilden av A = {z# € C : 0 < Imz < 1} under
avbildningen f(z) = . Eftersom
1 —
1 0

— i £0

sa dr f en Mobiusavbildning.

For att fa koll pa hur detta omrade avbildas med f ska vi anvinda oss av
argumentprincipen. Problemet ar att vi inte har nagra kurvor att avbilda. Dérfor
kollar vi vad som hénder med Im 2z = 0 och Im 2z = 1.

Vi borjar med Im z = 0. Eftersom f har en poli z = 0 som ligger pa Imz =0
sa maste denna linje avbildas pa en linje. En linje bestdms av tva punkter pa

Imz=0, t.ex. z= —1 och z = 1. Dessa ger att
f(=1) =1+
och
f(1)y=1-—i.

Vi faststaller att f avbildar Im z = 0 pa Re z = 1. For att bestdmma hur Im z > 0
avbildas, sa tar vi en punkt med Imz > 0 och anvinder avbildningsprincipen,
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Tag t.ex. z = 4, da far vi att f(i) = 0, s& vi faststéller att f avbildar Imz > 0
pa Rez < 1. Lat oss nu kolla pa hur f avbildar Im z = 1. Funktionen f saknar
pol pa Im 2z = 1, darfér maste Im z avbildas pa en cirkel. En cirkel bestams av
tre punkter. Vi har att

f(=1+1)= %(1 +1)
f(i)=0

och

f(1+¢):%(1—¢)

diar —1 + 17,0 och 1+ ¢ ligger pa Im 2z = 1. Ur detta far man cirkelns ekvation,
vi far rékna lite sjélva ocksa, |z — 1/2| = 1/2. Men hur avbildas Im z < 1. Tag
en punkt med Imz < 1, t.ex. ¢/2, sa far vi att f(i/2) = —1, 88 z med Imz < 1
avbildas utanfor cirkeln |z — 1/2| = 1/2.

Alla utrdkningar ovan ger att omradet A avbildas via f till

{z€C:Rez<1, |z-1/2]>1/2}.

Rita en bild over vad som hander! O
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