Lasanvisningar
till
kapitel 1.1 — 2.2

Jag tankte bara kort berdtta hur strukturen hos dessa lasanvisningar kommer
vara innan vi kor gang pa allvar. Jag kommer i dessa ldsanvisningar sdga vad
jag anser ar viktigt for kursen, samt forsoka skapa lite mer forstaelse for de
olika begreppen i kursen. Lasanvisningarna kommer ocksa ligga i grund for de
foreldsningar som vi kommer ha pa de olika momenten. Lésanvisningarna kommer
dven vara en del av eran kurslitteratur, och jag forvintar mig att ni ldaser dem
noga och reflekterar 6ver dess innehall. Lasanvisningarna kommer att folja bokens
linjer med vissa tillskott; lite flera satser, definitioner och nagra annorlunda bevis,
satser och definitioner. De flesta av de tillskotten jag har valt att lagga till ger
en modern syn pa komplex analysen, och dessa kommer jag speciellt trycka pa
under kursens gang.

Lat oss nu borja:

1.1 Komplexa tals algebraiska struktur

Vi kommer hela tiden beteckna R som de reella talen, och C som de komplexa
talen, som vi under kursens gang kommer lara kéinna lite béattre. Det forsta avsnit-
tet i boken kommer vara, hoppas jag i alla fall, en ren repetition av de komplexa
talens algebraiska struktur. Boken gillar representera komplexa tal genom den sa
kallade rektangulédra formen, dvs pa formen x + yi, och jag tycker att man ska
se komplexa tal som en punkt i det komplexa talplanet. Det tals att papeka att
den rektanguéra formen ar bara ett siatt att representera ett komplext tal. Ett
annnat sitt ar den sa kallade polédra formen, som dyker upp i avsnitt 1.3 och 1.4,
och ett tredje siatt 4r genom en matrisrepresentation: om z = x + yi € C, sa kan
vi representera z genom en 2 X 2 matris, ndmligen

Z:{jyg]

Detta gér man genom att vilja laimplig bas i R?. Varfor blir detta ett komplext tal?
Prova att reda ut detta, genom att tillexempel multiplicera tva stycken komplexa
tal pa denna form. Vad ldrde vi oss av detta da? Jo, ett komplext tal ar en punkt
i planet som kan representeras pa ett flertal sétt.

En intressant egenskap som de komplexa talen har, i jamforelse med de reella
talen ar foljande:



Lemma 1.1. Om z € C sa existerar det en w € C sd att w? = z.

Beviset av detta lemma kan ni se som en litt 6vning, ett tips ar att ni later
2 = a+ bi och w = x + yi och helt enkelt 16ser ekvationen w? = z fér de reella
talen x och y. Om ni réknar rétt sa far ni ett ekvationssystem pa foljande form:

22—y’ =a
{ 2ey = b '
Som ni alla vet sa blir Lemma 1.1 svart att 16sa for de reella talen, for t.ex. sa
finns det inget reellt tal x si att 22 = —1.

Det finns fler olikheter mellan R och C. Man kan nadmligen inte prata om
ett positivt eller negativt komplext tal, utan det dr en egenskap som de reella
talen har. Detta &r en vildigt viktig del i forstaelsen av de komplexa talen, och
jag rekomenderar att ni forsoker gora uppgift 1.1.30 i boken som utreder detta
faktum.

Jag ska bara kort ndmna real och imaginédrdelen av ett komplext tal, som jag

egentligen bara gor for att papeka nagon egenskap hos dessa. Om z = a + bi ar
ett komplext tal, sa ar realdelen respektive imagindrdelen till z

sd z = Re(2) + Im(z)i. Funktionerna Re och Im har en linjéritetsegenskap, nam-
ligen
Re(z + w) = Re(z) + Re(w) , Im(z + w) = Im(z) + Im(w).

Men de uppfyller daremot inte en multiplikativ egenskap:

Re(zw) # Re(z) Re(w) , Im(zw) # Im(2) Im(w).

1.2 Punktrepresentationen av ett komplext tal

Detta avsnitt handlar egentligen om att man pa enklaste vis kan identifiera C med
R2. Detta faktum borde inte forvana er allt for mycket, eftersom man i elementira
kurser brukar ha denna syn. Rent konkret sa later man, om z = a 4+ bi € C, vara
punkten (a,b) € R% Men en punkt i R? kan ju representeras som en vektor, s&
vi kan borja prata om vinklar, langder med mera. En ldngd av en vektor (a,b) i
R? ges, via Pythagoras sats, av va? + b2, sa via varan identifikation med C, sa
kan vi definiera absolutbeloppet av z = a + bi genom

12| == Va? + b2

Eftersom detta dr lingden av en vektor i R?, sa #r det béttre att se, precis som i
det rella fallet, absolutbeloppet som avstandet fran z till origo. Pa detta vis sa ér



|z — w| helt enkelt avstandet fran z till w. Jamfor med det reella absloutbeloppet
som definieras genom
2] = { T , >0
’ —x , x<0

En valdigt viktig egenskap som det komplexa absolutbeloppet, som vi hidanefter
bara kommer bendmna med absolutbeloppet, har ar att &ven den uppfyller den
sa kallade triangelolikheten:

|z +w| < |z| + |w]|.

Denna har ni som uppgift att visa i uppgift 1.3.15. Foérsok att gora denna uppgift
pa tva satt; bade geometriskt och med mer handfast rdknande. Triangelolikheten
kan generaliseras pa foljande satt

n

%

Jj=1

n
<>zl
=1

Denna ar dock inte lika latt att visa. Slutligen ska jag ndmna en annan egenskap
hos absolutbeloppet:

2Z = |z)?,
som trots sin enkelhet kan vara en valdigt anvindbar likhet. Har ar z, forstas,
det komplexa konjugatet, dvs om z = x + 1y sa ar z = x — 1y.

1.3 Vektorer och polara former

Vi fortsitter med, genom detta avsnitt ocksd, att betrakta C som R?. Man borjar
nu allt mera se komplexa tal som vektorer, som element i R?. Detta gér man
bitvis for att kunna definiera en vinkel mellan vektorn i fraga och realaxeln, dvs
z-axeln. Denna vinkel kallas for argumentet for ett komplext tal. En véldigt
viktig anmarkning ar att argumentet inte ett tal utan en méngd, namligen om
z € Csaar

arg(z) :={0+2mn:neZ},

dér Z ar méngden av alla heltal, och 6 &r vinkeln mellan vektorn z och realaxeln.

Ezempel 1. Om z =141 sa &r
™
arg(z) = {Z +2mn:n € Z}

och inte
arg(z) =

N

Déremot sa kommer § € arg(z). O



Hoppas detta synsétt inte forvirrar alltfor mycket. Lat oss forvirra lite mera:
Om z € C och om vi har beriknat méngden arg(z), s kan vi forstas vélja att
restringera denna mangd till ett halvoppet intervall istallet, av langd t.ex 27. Da
man gor en sadan restriktion, sa kommer det for alla z € C finnas ett unikt 6
sa att arg(z) = 6. Ett val av ett sddant intervall, och observera att det verkligen
dr ett val man gor, brukar man kalla en gren av arg(z). Den speciella grenen
| — m, 7] kallas for principalgrenen och da vi kollar pa denna gren si brukar
vi skriva arg(z) som Arg(z), dar det versala A:et ar viktigt. Da brukar vi kalla
Arg for principalargumentet. Med detta synséttet i bakfickan sa kan vi via en
identifiering av R? med C ta oss fram till en vektorform fér komplexa tal, dvs
nagot som bestdms av en ldngd och en riktning. Denna representation kallas for
polar form och skrivs som

z=1x+yi=|z|(cosf +isinf) ,

dér 6 = Arg(z). Observera att cos @ +isin 6 dr en enhetsvektor, sd denna bestdm-
mer bara riktningen pa varan vektor z. Dérefter skalar vi denna enhetsvektor
med langden av z.

Slutligen vill jag bara papeka att ni bor gora uppgift 1.3.13, som utreder nagra
egenskaper hos Arg. Denna uppgift &r med sa att ni inte ska gora nagra enkla
misstag nér ni rdknar med principalargumentet.

1.4 Den komplexa exponentialen

Den komplexa exponentialen introduceras i detta avsnitt, och i skillnad med reell
analys sa defnierar man inte den komplexa exponentialen genom att lata e* = w
om och endast om z = logw. Man utgar istéillet fran vad man vill att den ska
uppfylla, ndmligen

(1) efeV = ez+w

de* _

(2) & =¢,
for alla z,w € C. Eftersom boken goér denna “approach” sa kan ni ldsa om hur
man gar vidare fran dessa tva ekvationer dar. I alla fall sa& kommer man fram till
att det &dr bést att definiera e* genom

e” = ¢e"(cosy + isiny) ,

dér z = 2 +yi € C. Utifran detta si ser man bland annat att e = cosy +isiny.
Nu kanske ni reagerar, eftersom vi sa att ett komplext tal z &r pa polar form om
z = |z|(cos@ + isinf), sa vi kan skriva varje komplext tal z, forutsatt att det
ar noll forstas, som z = |z|e?, diir § = Arg(z). Speciellt ger definitionen av den
komplexa exponentialen att

€] = le"e”| = |e”[|e¥| = e,

eftersom e* > 0.



1.5 Exponenter och rotter

Exponenter och rétter ar nagot som ni alla kidnner till fran tidigare kurser. Kom
ihag att ekvationer pa formen z* = 1 ger upphov till jimnt fordelade 16sningar
pa enhetscirkeln |z| = 1.

1.6 Topologi

Nu har vi kommit fram till ett avsnitt som ar véldigt viktigt att fa en bra kénsla
for. Vi kommer i detta avsnitt koncentrera oss pa de méangder vi kommer att
jobba med under sa gott som hela kursen, namligen 6ppna méangder. Topologiska
begrepp som 6ppna, slutna och sammanhéngande méngder kinner ni flesta redan
till fran tidigare analyskurser, men jag ténkte gora en hyfsad genomgang &nda.
Om ni inte visste det sa ar topologiska begrepp nagot som ar viktigt inom analy-
sen, eftersom de beskriver 6ppna méangder, och 6ppna méangder &r nagot som de
"Hesta” definitioner och satser bygger pa.

Sa vad ar en 6ppen méngd. Boken kor en nagot annorlunda definition av en
Ooppen mangd, dn vad jag kommer att gora. Jag kommer kort och gott séga att
en mangd U C C ar oppen om for varje z € U sa innehaller U en 6ppen boll
B(z,r) ={w € C: |z—w| < r}, dir r > 0. Denna definition kréver dock att man
vet den defintion som boken ger samt att man vet att bollen B(z,r) &r 6ppen.
Att B(z,r) ar 6ppen kan ni visa i uppgift 1.6.1, sa tills vidare s& far ni helt enkelt
képa att B(z,r) ar 6ppen. Observera att denna boll dr egentligen en disk, men
jag sager oftast boll. Observera vidare att en 6ppen méangd i R &r inte 6ppen i C,
eftersom alla 6ppna méngder i R 4r 6ppna intervall, och dessa innehaller ingen
boll i C. Vidare séa séger vi att en méngd S C C &r sluten om S¢:= C\ S ar
en Oppen mangd. Observera att denna definition &r en 6vning i boken, ndmligen
uppgift 1.6.13.

En annan viktig topologisk egenskap ar att vara bade 6ppen och samman-
héngande. Detta kallas ett omrade eller doman. En definition som ni sékert
kénner till &r att en méngd U C C ségs vara (topologiskt) sammanhingande
om det inte finns A C U och B C U 6ppna sé att ANB =0 och AUB = U.
Denna definition finns inte i boken, utan boken séger att en dppen mangd U C C
ar (polygontags)-sammanhingande om det till varje par av punkter sa finns
det ett polygontag helt i U som sammanbinder punkterna. Ett polygontag &r
helt enkelt en f6ljd av réta linjer med sammanbundna &ndpunkter.

Anmdrkning till definitionen av sammanhdngande.
Polygontagsdefinitionen kraver dppna mangder medan i den andra sa funkar det
med vilken méngd som helst. O]

FExempel 2. Ett typexempel pa ett en méngd som ar topologiskt sammanangande
men inte polygontags-sammanhéngande ar en halvcirkel. Denna dr en sluten och



topologiskt sammanhéngande méangd, men vi kan inte forbinda tva punkter pa
cirkelbagen med ett polygontag. O]

Déremot sa ér dessa tva sammanhédngande-definitioner samma sak pa éppna
méngder:

Sats 1.2. Lat U vara oppen i C. Da dr U polygontigs-sammanhdngande om och
endast om U dr topologiskt sammanhdangande.

Bewvis. Borja anta att U ar polygontags-sammanhangande. Antag vidare, for en
motségelse, att U inte dr topologiskt sammanhéngande. Da ar U = V U W déar
V, W é&r icke-tomma och 6ppna. Observera att V' och W é&r slutna. Lat z € V och
w € W. Enligt antagande sa finns det ett polygontag mellan z och w. Lat detta
polygontag ges av en kurva ~: [0,1] — U sa att v(0) = z och (1) = w, dvs en
kurva som bérjar i z och slutar i w. Lat

T={tel0,1]:~(t) € V}.

Observera att T' # (), eftersom 0 € T', och observera att T" ar begransad av 1. Lat
¢ vara den minsta 6vre begrénsningen till 7', dvs ¢ = sup 7. Da ar ¢ # 1, och per
definition av 6vre begransning sa finns det en f6ljd {¢,} med ¢ < ¢, < 1 sa att
v(t,) € W och t,, — c. Kontinuitet ger att

() = lim y(t) ,
sa eftersom W ar sluten sa foljer det att vy(c) € W.

P& samma sétt sa finns det en foljd {s,} med 0 < s, < ¢ s& att s, — ¢ och
v(sn) € V. Nu ger kontinuitet och slutenhet hos V att v(c) € V. Dessa bada
foljdargument ger var motséagelse, sa U ar topologiskt sammanhéngande.

Antag nu att U &r topologiskt sammanhéangande. Lat zy € U, och lat

V={:ecU:z~ 2},

dér ~ betyder att det finns ett polygontag mellan z och zy. Vi pastar att V ar
oppen, sa lat oss visa detta:

Antag att det finns ett polygontag fran zy till z; i U. Eftersom U &r 6ppen sa
finns det en boll B(z,7) C U. Om z € B(z,r) sa finns ett polygontag, en rét
linje i detta fall, fran z till z;. Alltsa finns det en &ven ett polygontag fran z till
zo via zq, sa V' ar verkligen 6ppen.

Vi pastar hdrnést att V' ar sluten. Antag déarfor att {z,} C V ar en foljd och
att z, — 2z € U. Vi maste visa att z € V. Eftersom U &r 6ppen sa finns det en
boll B(z,r) C U kring z med radie r. For nagot n sa kommer z, € B(z,r). Da
finns det en rét linje i B(z,r) fran z till z,, for det fixerade n:et ovan. Alltsa finns
det ett polygontag fran z till 2z, sé z € V.

Vi har nu visat att V' ar bade oppen och sluten, sa V' = U, vilket get att U
ar polygontags-sammmanhéngande. O]



Vi har nu kommit fram till bokens forsta "riktiga” sats, som grovt siger att
om f: D — R, dir D C R? dr ett omrade, uppfyller att dess partiella derivator
forsvinner sa maste f vara konstant. Dess bevis dr ganksa latt och bygger pa att
man kan byta ut réita linjer i polygontag som varken &r horisontella eller vertikala
mot en kedja av sma horisontella och vertikala linjer.

Slutligen sa gar boken igenom nagra fler topologiska begrepp:

Vi séger att en méngd S C C ar begransad om det finns en boll B(z,r) D S,
dér z € S och r > 0. Detta betyder alltsa att for alla z € S s& méste |z| < r.

Ibland vill man kolla pa randen till en méangd, ganska ofta faktiskt. Vi sager
att z dr en randpunkt till S C C om varje boll kring z innehaller atminstone
en punkt i S och en punkt utanfér S. Mangden av randpunkter till en méngd S
skriver vi som 05S.

1.7 Riemannsfaren och den stereografiska projek-
tionen

Den sa kallade Riemannsfiaren &dr inget annat &n det komplexa talplanet C med
en extra punkt som vi har format en sfar av. Den punkten som vi lagger till ar
00, och denna punkt later vi vara nordpolen pa sfaren. Vi identifierar denna sféar
med enhetssfiaren, dvs den med radie 1, och det dr enhetssfaren som vi brukar
kalla Riemannsfaren. Vi kommer beteckna det utvidgade komplexa talplanet med
Coo = CU{o0}. I Cy har vi foljande rékneregler:

® 1+ 00 =00
e 2-00 =00
® 00+ 00 =00
® 0000 =00
° é:O

Den stereografiska projektionen anvander vi for att identifiera punkter pa
Riemannsfaren med punkter i planet. Den fungerar pa féljande vis:

e Lat Riemannsfiren sta med sydpolen i origo i C.
e Tag en punkt p pa Riemannsfiren.
e Drag en rét linje genom nordpolen(N) och p.

e Den punkt som linjen skir C, dr vardet for den stereografiska projektionen.



Observera att nordpolen och oo € C., avbildas pa varandra via den stere-
ografiska projektionen.

Det forsta exemplet i detta avsnitt ar valdigt viktigt, och beskriver den inversa
stereografiska projektionen i koordinater. Hér ar en genomgang av exemplet:

Exempel 3. Lat 2z = x + yi. Identifiera C med R?, si z = (z,y). Eftersom Rie-
mannsfiren ligger i R? si kan vi via en identifiering mellan R? och R3 uppfatta
z som punkten (z,y,0). Linjen [ genom N = (0,0, 1) och z = (x,y,0) ges da av,
enligt en linjar algebra kurs,

(1,9, 23) =1(t) = N+t]\72 = (0,0, )+t(z,y,—1) = (tx,ty,1—t) —oo <t < 0.
Eftersom sfirens ekvation ges av 2% + x3 4+ 22 = 1 s& skir linjen sfiren precis da
l=at+as+as =22 +t2° + (1 —t)> =22 + 9> +1) — 2t + 1.

Denna ekvation dr samma sak som
tt(x* +y*+1)—2)=0,

2 2 s .
T T R Om ¢t = 0 sa hamnar vi via

linjen [ i nordpolen (0,0, 1). Annars sa far vi att

som har 16sningarna t = 0 eller ¢ =

2z 2Re(z) 2y 2Im(z) 2 |2P-1

T

= = To = = Trg — 1— = .
Z2+1 [2P+1 7 2 2241 [P+l 0 22+1 |22 +1

Detta bestammer alltsa en punkt pa Riemannsfaren om vi utgar fran en punkt

z =z + yt i det komplexa talplanet. O]

Ezxempel 4. Punkten z = 1 + ¢ korresponderar mot punkten

<2Re(1+i) 2Im(i + 1) |1—|—i|2—1> B (2 2 1)

T+i2+ 1 [1+iP+1 1+iP+1) \333

pa Riemannsféren. O

Om vi vill uttrycka den stereografiska projektionen i koordinater sa kan vi
anvanda exemplet ovan:

Ezempel 5. Lat (x1, z2, x3) vara en punkt pa Riemannsfaren. D& kan vi anvinda
oss av en linje genom N och (z1, 23, x3) ner till C. Denna ges da av

T T2
rT=—,y=—, t=1—a3,
YT °
s&
T i)
T = , Y= .
1—3}’3 Y 1—1’3
Detta ger en punkt z =z +yi i C. [



Ezempel 6. Lat oss anvinda den stereografiska projektionen pé punkten (2, 2, 1).
Vi far da enligt exemplet ovan att

sa z = 1 41 ar bilden av den stereografiska projektionen. Jamfor exempel 4. [

Jobba nu igenom exempel 2 i boken, vilkens forstaelse kommer vara viktigt
for oss senare under kursen.

Efter detta sa gor boken en utredning om avstand pa Riemannsfaren. Forsok
att fa en bra geometrisk bild av Riemannsfaren och detta avstand. Detta kommer
inte vara ett avstand pa sfiren, utan det Euklidiska avstandet i R?. Kan ni tinka
ut vad det kortaste avstandet pa sfaren &r, dvs om man transporteras pa ytan.
(Ledning: Jamfor uppgift 1.7.3).

2.1 Funktioner i en komplex variabel

Nu ér det dags att titta pa funktioner f: C — C. Det forsta betraktelseséttet man
gar igenom dr att man dnnu en gang ser C som R?, dvs vi skriver ett komplext
tal z pa formen x + yi. Pa detta vis sa kan vi dela upp varan funktion som

f(2) = flz +yi) = f(z,y) = ulz,y) +iv(v,y),

dér u och v &r reellvirda funktioner i tva reella variabler. Observera att grafen
till f: C — C, som man brukar beteckna med I'(f), &r ett 4-dimensionellt reellt
vektorrum.

Anmdrkning 1. Grafen definieras genom

I'(f) ={(z,w) e CxC: f(z) = w}.
O
Ezempel 7. Lét oss uttrycka funktionen f(z) = €3 pa formen f(z,y) = u(z,y) +
iv(z,y). For att gora detta, lat z = = + yi. Da ar
f(2) = f(x+yi) = fla,y) = @) = 323 — 3% (cos 3y + isin 3y) =

= % cos 3y + ie3” sin 3y.
O

Exempel 8. Lat z = x+ yi och betrakta funktionen f(x,y) = 2>+ y*+y—2+ix.
Vi ska skriva f i termer av z och Z. For att gora detta sa borjar vi att komma
ihag att
1
r =Re(z) = 5(2 +Z)



och

D& far vi att

flz,y) = (%(2—1—2))2—1— (%(Z—E))2+ <%(z—§)) 24 <%(z+§)) _ .

=z iz -2,
s f(z,y) = f(z) =|2|* +1iz — 2. O

Detta exempel ger oss en vig fran R? till C, och det ér ett mycket mer "kom-
plext” vis att skriva funktioner i termer av z och z, dvs se f: C — C som en
funktion i z och z. S& genom transformationerna z = £(z + z) och y = (2 — z)
kan vi uppfatta funktioner i x och y som funktioner i z och Z, som da kommer
ge samma information om funktionen i fraga. Eftersom vi haller pa med komplex
analys sa tycker jag att det ar béattre att fa en komplex syn pa det hela.

2.2 Kapitel 2.2 - Gransvarden och kontinuitet

Detta avsnitt borde vara vélkdnt for alla. Det enda som skiljer det komplexa
synsittet fran det reella ar att vi har en dimension extra. Lat oss repetera lite
anda.

Genom denna repetition kommer jag vara lite oprecis och lite slapp i beteck-
ningarna. Vi séger att en foljd {z,} konvergerar mot z, z, — z, om foljden
for eller senare ligger godtyckligt nédra z, dvs om det finns en boll kring z med
godtycklig liten radie sa att "svansen” pa foljden ligger helt i bollen. Konvergenta
foljder ar begrinsade, sa speciellt om z, — z sa ar

lim |w||z, — 2| = 0.
w—0

Detta kan vara anvindbart i vissa tillfallen. Observera att z, = x,, + yn,i — x+yi
om och endast om x,, — x och y, — y (se uppgift 2.2.3).

Kontinuitet for komplexa funktioner ar en direkt generalisering av den reella
kontinuiteten, sa det borde inte vara nagot problem att folja boken.
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