Lasanvisningar
till
kapitel 3.1 — 3.5

3.1 Polynom och rationella funktioner

I borjan av detta avsnittet sa gar boken igenom hur man faktoriserar polynom.
Jag utgar fran att ni vet hur man gor detta.

Lat nu p(z) = ap + a1z + -+ + a, 2" vara ett polynom av grad n. Vi kan da
skriva om p i termer av (z — w). Detta gor man genom att betrakta p({ + w)
varvid man far att

p(C+w) =do+diC+ -+ dnC".

Substituera nu tillbaka till z, dvs ( = z — w, sa far vi att
p(z) =do+di(z —w) + -+ dy(z —w)"

Det som kan vara lite krangligt, dvs kraver mycket utrdkningar, &r att hitta
koefficienterna dy, . .., d,. Vore det inte bra om man kunde hitta dessa pa nagot
lattare sétt. Som tur ar sa finns det ett latt siatt, namligen att observera att

p w) = dy
p(w) =d
p'(w) = 2d;

p™ (w) = nld,
Detta bestdammer d, ..., d,, sa vi far att
p(w) | p(w) P (w) n_ N~ P (w)
ple) = =5 T (2 w) e e (2 w) = o Emw)”

Alltsa far vi Taylorutvecklingen av p kring w.

Boken gar darefter igenom partialbraksuppdelning av rationella funktioner.
Detta borde vara redan ként for er sedan tidigare kurser, sa jag undviker dérfor
amnet. Den viktiga delen ar hur man "latt” kan berdkna de olika koeffcienterna i
ansatsen, dar man anviander att grader pa polynom minskar vid derivering. Lat
oss kolla pa ett enkelt exempel.



Exempel 1. Lat f(z) = —2—. Vi ska nu anviinda partialbraksuppdelning for

T G+
att skriva f som summan av tva termer. Vi gér ansatsen
A B
O z+1 + 2+ 1
Vi méaste nu bestdmma A och B. Vi har att
2z —2i
A= 1 ' = 1li = =1-—1
Jim (e +91(2) = Jim, 55 = g =1
och 5 5
Z J—
B =1 1 = i = =141
lim (24 1)f(2) = lim il Tia o th
s 1—i 144
—1 7
(z) = Tt aal

]

3.2 Den komplexa exponentialen, trigonometriska
och hyperboliska funktioner

En sak man bor observera, som ni sidkert gjorde i uppgift 1.4.11, ar att den
komplexa exponentialen inte ar injektiv, utan den ar periodisk med 27mi. Jam-
for detta faktum med den reella exponentialen, som faktiskt ar injektiv. Den-
na periodicitet utnyttjar man nu for att definiera de komplexa trigonometriska
funktionerna sin z och cos z. Ni kinner sidkert igen definitionen av de komplexa
trigonometriska funktionerna fran Eulers formel, som uttalar sig om den reella
motsvarigheten. Eftersom e* &r hel, s& kommer sin z och cos z ocksa vara hel,
eftersom de &r definierade utifran e®.

Ezempel 2. Vi ska visa att sin® z+cos? z = 1. Sétt f(z) = sin® z+cos? 2. Eftersom
sin z och cos z dr hel si dr dven sin® z och cos? z hel, vilket ger att f(z) dr hel.
Derivering ger att

f'(z) =2sinzcosz — 2cossinz =0,

sa eftersom C dr sammanhidngande och 6ppen sa betyder det att f ar konstant.
Eftersom f(0) = 1 sa betyder det att f(z) = 1 for alla z. Alltsa ér sin® z+cos? 2z =
1. [

3.3 Logaritmfunktionen

Den komplexa logaritmen definierar vi som den inversa funktionen till den kom-
plexa exponentialen, dvs

w=1logz om z=e¢e" z#0.
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Eftersom e* &r periodisk sa kommer &@ven logaritmen bygga pa argumentet:
logz:=In|z|+iargz =In|z| +iArgz+i2mn , n € Z,

dar In ar den reella logaritmen. Om vi nu véljer att restringera oss till en gren av
argumentet, t.ex. principalgrenen, sa kommer logaritmen sjéilvklart paverkas av
detta. I detta fall sa far vi

Logz :=1In|z| +iArgz

dér det versala L:et &r i analogi med A:et i Argz. Resten av avsnittet ger bara
en massa egenskaper hos principal-logaritmen. Speciellt viktigt &r att Logz ar
holomorf pa C\] — oo, 0]. Vidare har vi att

Sats 3.1. Varje gren av log z dr holomorf.
och
Sats 3.2. Det finns ingen gren av logz i C\ {0}.

Lat oss nu diskutera bokens terminologi angaende flervarda funktioner. Ob-
servera att en funktion per definition dr envird, men vad menar de da med en
flervird funktion. En funktion f: M — N, dar M, N ar méangder, kallas flervard
om for alla p € M sa ar f(p) en delméngd till N. Vi ser alltsd f: M — N som
en flervird funktion om f: M — P(N) dér P(NNV) ar potensméngden.

Nu nér vi har koll pa flervarda funktioner sa ar det dags att fa koll pa koll
pa grenar. Lat f: QQ — C, diar 2 C C, vara en flerviard funktion. En gren av
f ar en funktion F':  — C som &r kontinuerlig i 2 och sa att for varje z € Q
ar F'(z) € f(z). Alltsa ar en gren av en flervird funktion et kontinuerligt val av
funktionsvirden sa att funktionsvirdet i en viss punkt &ar ett av den flervarda
funktionens varden.

3.4 "Washers, wedges and walls”

Detta avsnitt gar ut pa att anvdnda att bade Log z och Argz ar harmoniska,
eller om vi tar nagon annan gren av logaritmen eller argumentet, for att hitta
harmoniska funktioner med forskrivna randvérden. Lat oss gora ett exempel.

Ezempel 3. Betrakta annulusen A = {z € C: 1 < |z — (1 +1)| < 2}. Vi ska hitta
en harmonisk funktion ¢(x,y) pa A sa att ¢ =0 pa |z — (1 +7)| =1 och ¢ =10
palz—(1+1i)| =2

Enligt foregaende avsnitt si vet vi att ALog|z — (1 4+ 4)| + B ar harmonisk.
Enligt vara forskrivna randdata sa maste vi ha att

ALogl+ B =0 och ALog2+ B =10,



10

TogZ" Detta ger att funktionen

som ger att B =0 och A =

Log |z — (1 + 1)

o(r.y) = 0(z) = 1020 =0

dr harmonisk sé att ¢ =0 pa |z — (14+4)|=1och ¢ =10pa |z—(1+1i)| =2. O

I ovrigt, lagg inte ned for mycket tid pa detta avsnitt, utan se det som en
tillimpning pa grenar och harmoniska funktioner.

3.5 Komplexa potenser och inversa trigonometriska
funktioner

Komplexa potenser dr nagot som definieras via den komplexa exponentialen och
den komplexa logaritmen. Detta betyder att man ibland maste vélja ratt gren for
att fa holomorficitet. Detta kan vara svart ibland sa lat oss gora ett exempel.

Ezxempel 4. Vi ska bestimma den stérsta 6ppna méingd € s& att (1 — 2z2)'/2 blir
holomorf. Per definition s ges Q av de z € C si att 1 — 22 ¢] — 00, 0], sa vi ska
bérja kolla vilka z som uppfyller att 1 — 2% €] — 00, 0]. Sétt z = z + yi, da far vi
att

1—22=1—2%+19° - 2zyi.

For att 1 — 2% €] — 00, 0] s méaste zy = 0, vilket ger tva fall:
Fall 1: (z =0)
Da har vi att
1—22=1+y*>1
Fall 2: (y =0)
Da har vi att
1—22=1-—2%,

sé 1 — 2% = 0 betyder att |z| > 1.

Om vi slar ihop fall 1 och 2 s& far vi att den storsta méngden sa att (1 — 22)%/2
blir holomorf &r

Q={zeC:|z|] <1 och/eller y=0}.
O]

Resten av avsnittet behandlar inverser till trigonometriska funktioner. Detta
behéver ni bara lésa kursivt.



