Lasanvisningar
till
kapitel 4.1 — 4.6

4.1 Konturer

Detta ar ett avsnitt om kurvor och hur man parametriserar kurvor, som borde
vara en repetition fran lagre kurser. Lat oss ga igenom lite dnda.

Definition 4.1. Ldt [a,b] C R vara ett kompakt intervall. En kurva i C dr en
kontinuerlig funktion ~: [a,b] — C.

Anmdrkning 1. Att v dr kontinuerlig betyder att den ar kontinuerlig pa |a,b[. O

Om 7 &r en kurva pa ett intervall [a, b] s& séger vi att v dr sluten om y(a) =
v(b). Ett enkelt exempel péa en sluten kurva ar en cirkel. Vidare sa siger vi att
en kurva v ar enkel om

Y fa|

ar injektiv. Ett exempel pa en enkel kurva &r alla kurvor som inte skir sig sjalv.
Kurvor som skir sig sjalv kan inte vara enkel, eftersom man far problem med
injektiviteten i skdrningspunkten.

Definition 4.2. En kurva ~: [a,b] — C kallas en C'-kurva, v € C'([a,b]), om
~ dr en kontinuerligt deriverbar funktion.

Definition 4.3. En kurva v: [a,b] — C kallas for en styckvis C'-kurva om det
finns en dndlig partition

a=a<a; <---<a,=5b
sa att for varje j =0,1,...,n—1 galler att

'Yl[aj,ajH] € Cl([aja aj+1])-

Anmdrkning 2. Det ar detta boken kallar fér en kontur. O

Om vi definierar summan av tva kurvor 7;: [a,b] — C och ~q: [b,c] — C

genom

o0 ={ 0Ly



s& ser vi att om v: [a,b] — C &r en styckvis Cl-kurva, s ér

Y= 7|[ao,a1} + o+ Wl[anfhan]'

Kan man lagga ihop kurvor sa kan man forstas dra ifran kurvor, och en negativ
kurva &r inget annat &n samma kurva fast at motsatt hall, dvs om ~: [a,b] — C
ar en kurva sa definierar vi (—v): [a,b] — C genom

(=1 () =(a+b—1)

som genomloper samma punkter fast i omvéand ordning.

Nagot som ar viktigt men vildigt enkelt och intuitivt dr Jordans kurvsats som
ger oss en orientering av kurvor. Jordans kurvsats séger att en sluten, styckvis C!-
kurva i C delar planet i tva omraden, ndmligen i det inre och det yttre. (Se bilden
pa sidan 159). Om det inre &r till vinster da man ror sig langs en kurva sa séger
vi att kurvan ar positivt orienterad, annars sa dr den negativt orienterad.

Slutligen sa gar boken igenom hur man méter léngden av en kurva, som borde
inte vara forvanande for nagon. Det ar namligen precis samma sak som ni har
lirt er under tidigare analyskurser. Léingden av en C'-kurva v: [a,b] — C ges av

1) = [ Wl

En viktig egenskap hos langdfunktionen &r att den dr oberoende av val av parametris-
ering av kurvan . (Langdfunktionen &r alltsa invariant definierad!) Lat oss visa
detta.

Proposition 4.4. Lt v, : [a,b] — C vara en parametrisering av en kurva, och
lat ¢: [c,d] — |a,b] vara en strikt vizande funktion sd att o(c) = a och ¢(d) = b.
Da ar v(t) = 71(e(t)): [¢,d] — C en annan parametrisering av samma kurva
som 7y, och

) = U(72).

Beuwis. 4 ;
t02) = [ hatolde = [ Pieo) Ol
enligt kedjeregeln. Eftersom ¢ &r vixande sa dr ¢'(t) > 0, vilket ger att

102) = [ (o)l 0.

Gor nu variabelsubstitutionen s = ¢(t), s ds = ¢'(¢)dt. Da blir de nya integra-
tionsgranserna ¢(c) = a och p(d) = b, sa

102) = [ Pi(s)lds = 1(3).



4.2 Konturintegraler

Integration definieras genom Riemannsummor, dvs via 6ver- och undersummor.
Detta ar ni vélbekannta med, sa jag ska inte plaga er med det. Déremot sa
ska jag dra en annan definition av integral. Lat f = u + iv vara en kontiunerlig
funktion [a, b] — C, dér u och v &r kontinuerliga funktioner pa [a, b]. Vi definierar
integralen 6ver [a, b] genom

/ab F(t)dt = /abu(t)dt +i /abv(t)dt.

Detta ligger i grund for definitionen av kurvintegraler:

Definition 4.5. Antag att f: U — C dr en kontinuerlig funktion definierad
pi en dppen mingd U C C. Lit vy: [a,b] — C wvara en styckvis C'-kurva med
v([a,b]) C U. Da definierar vi integralen av f lings med vy genom

/7 f= f f(2)dz = Z / ) (1)t

dira = ap < a1 < -+ < a, = b ar partitionen av [a,b] fran definitionen av en
styckvis Ct-kurva.

Anmdrkning 3. Man anvénder ibland beteckningen ¢ for att siga att det &r en
kurvintegral. O]

Denna defintion visar sig vara "vettig”, eftersom den &ar oberoende av val av
parametrisering av kurvan 7. Jag lamnar detta som en 6vningsuppgift (jAmfor
Proposition 4.4).

Exempel 1. Lat y(t) = €' vara en kurva definierad pé [0,27]. Om i deriverar v
s& far vi o/(t) = ie'. DA blir, enligt definition,

2 27
j{Edz = / e ieltdt = Z/ dt = 2m1.
¥ 0 0

Nu till ett exempel som &r valdigt viktigt, som speciellt kommer vara viktigt
for oss senare.

O

it

Exempel 2. Lat v(t) = € vara en kurva definierad pa [0, 27]. Da édr +/(t) = ie®,

s&
2 2
j{z”dz = / (") ie'dt = z/ et gt
v 0 0



Vi far da tva fall:
Fall 1: (n # —1)

Da ar )
(n+1)it 74T 1 )
%anz . { € } - <6<n+1>z2fr —e%) =0.
. (n+1)ifl, n+1

27
j{z”dz:i/ dt = 2mi.
¥ 0
2"dz = 0. yn# -l
2, n=—1.
-
]

Om v = v, +- - -+, r en styckvis C'-kurva, si definierar man att integralen
over ~ att vara samma sak som att integrera 6ver de olika delarna och lagga ihop
delresultaten, dvs

Fall 2: (n = —1)
Da ar

Alltsa ar

[/f(z)dz:Llf(z)dz—l—---jL/% f(z)dz.

Speciellt betyder detta att om vi vill berdkna integralen 6ver en kurva v som vi

genomloper n ganger, sa blir
/ f=n / I
ny ¥

dér n -y ar kurvan v som genomléps n ganger.

Anmdrkning 4. Om vi vill berdkna f(ﬂ) f sa ér detta samma sak som att berédkna

—$.f O
gl

Tva olikheter som ar anviandbara lite da och da ar

‘/fdz < [

och |f(2)] < M for alla z sd ar [ |f|dz < [ M. Viska nu anvinda dessa olikheter
for att visa foljande vélkénda sats:

Sats 4.6. Lat f: U — C, U C C dppen, vara en kontinuerlig funktion, och lat
vara en styckvis C'-kurva pd [a,b]. Antag att det existerar en konstant M > 0 sd
att |f(2)| < M for alla z pa . Da gdller

[yf(z)dz

<M -1(v).




Beuwis.

:L?MMﬂmﬂgfvw |ﬁ‘/u DIl (8)dt <

b
gM/wmw:Muw,

A F(2)dz

Foljd 4.7. Lat f: U — C vara en kontinuerlig funktion pa den éppna U C C,
och lat v vara en styckvis Ct-kurva. Dé giller

/f )dz

Ezempel 3. Lat oss visa att ‘ fﬂ/ %dz‘ < me da ~ &ar 6vre halvan av enhetscirkeln.

sa
<M -1(v).

]

< sup |f(2)]-1(7).

zev(t)

Vi ska anvianda oss av Sats 4.6. Vi borjar berdkna langden av ~:

:/ |7’(t)|dt:/ |¢e“|dt:/ dt = .
0 0 0

. o o . . . . . z o o .
Dérefter sa maste vi hitta en ovre grians for < pa 7. z pa v kan skrivas som

2z = e = cost +isint, si

z cost+isint

e

z

e

et

eftersom 0 < cost < 1. S& om vi sdtter M = e sa far vi att

/e—dz
4 2

< M -l(y) = me.

4.3 Oberoende av vag

Detta avsnitt har tva hojdpunkter. Den forsta &r en sa gott som integralkalkylens
huvudsats och den andra séger att vi kan integrera en funktion over vilken vég
som helst, om den bara har samma start och slutpunkt. Lat oss borja med den
forsta.



Sats 4.8. Antag att U C C ar en dppen mdngd och att «y: [a,b] — C dr en
styckvis C'-kurva sd att y([a,b]) CU. Om f € O(U) s gdller att

of
82
Bewis. Det ar tillrackligt att visa satsen for en del av kurvan v, sa vi antar att v ar

en C'-kurva. Vi borjar med att observera att f o~: [a,b] — C &r en C'-funktion.
Lat f oy = u+ . Da ger kedjeregeln att

(f o) (t) = F(v()Y(t) = u'(t) +iv'(t).
Detta ger att

]{ / f'y /ab /' (t)dt +z’/abv’(t)dt =

= u(b) —u(a) +i(v(b) —v(a)) = u(b) +iv(b) — (u(a) +i(v(a)) = F(7(b)) = f(v(a))-

= f(v(b)) = f(v(a)).

Lat oss kolla pa ett liatt exempel pa denna sats.

Exempel 4. Lat v vara enhetscirkeln e, 0 < ¢t < 27. DA dr /() = ie”. Om
f(z) = 5 sadr f'(z) = 2. Lat oss kolla pa hoger respektive vénsterledet i satsen:

2m ) ' 2t 1
VL= %f’(z)dz _ %zdz _/ eztieztdt_i/ o2t — e 217&]3 —0.
v Y 0 0 2

1 )
HL = f(y(2m)) = f(7(0)) = 5(e*™)* -
sa fw zdz = 0, men det visste vi redan. O

Foljd 4.9. Antag att U dr ett omrade i C och antag att f € O(U) med f'(z) =0
pa U. Da dr f konstant pa U.

Beuvis. Fizera zy € U. For z € U sa finns det en C'-kurva v: [0,1] — U si att
7(0) = 2z och (1) = z (Varfor?). Da ger foregaende sats att

F(z0) — F(2) = £(1(0)) — F(7(1)) = f f(z)dz = 74 0d= =0,

s& f(z0) = f(2). Men eftersom z var godtycklig sa ar f konstant. O
Nu till ndsta huvudresultat.

Sats 4.10. Antag att U C C dr ett omrade och f dr kontinuerlig pa U. Da dr
foljande ekvivalent



1. f har en primitiv funktion i U
2. fw f(2)dz =0 for alla slutna, enkla C*-kurvor v i U.

3. ﬁn f(z)dz = §72 f(2)dz dir i, 7ys dr styckvisa Ct-kurvor med samma start-
och dndpunkt.

Om ni kommer ihag satsen om konservativa vektorfalt fran nagon flervari-
abelkurs sa dr den analog med satsen ovan, den sdger ndmligen

Sats 4.11. Antag att U C R™ dr ett omrade och F dr ett kontinuerligt vektorfdilt
pa U. Da dr foljande ekvivalent

1. F ar konservativ pa U

2. fv F-dr =0 for alla slutna, enkla Ct-kurvor v i U.

3. f% F-dr = fw F -dr dir v1,7, dr styckvisa Ct-kurvor med samma start-
och dndpunkt.

Denna sats om konservativa vektorfélt ingar forstas inte i kursen, utan jag
tyckte det vore kul att analogin bara. En sak som man bor observera &r att
Sats 4.10 géller for kontinuerliga funktioner, sa den géller speciellt fér holomorfa
funktioner.

4.4 Cauchys integralsats

Vi ska i detta avsnitt jobba med nagot som kallas ett enkelt sammanhidngande
omrade, som ar sa gott som en mangd utan hal. For dessa omraden sa giller
Cauchys integralsats, som sédger att integralen av holomorfa funktioner 6ver, en-
kla, slutna C!-kurvor ér noll. Lat oss jobba oss fram till denna viktiga sats inom
komplexanalysen.

Definition 4.12. Lit Q C C vara ett omrdde, och ldt vy : [0,1] — Q och~: [0,1] —
Q vara kurvor. Antag att vo(0) = 71(0) = p och (1) = (1) = q. Vi sdger att
och v; dr homotopa i) om det finns en kontinuerlig funktion H : [0,1]x[0,1] —
Q sa att

1. H(0,) = (t)
2. H(1,t) = 1 (t)
3. H(s,0)=p
4 H(s,1) =g

for alla s,t € [0,1]. Funktionen H kallas for en homotopi av vy och 7.

7



En homotopi ar helt enkelt en kontinuelig deformering av ~, till ;, dvs kurvan
~o deformeras pa ett "bra” sétt till kurvan ;.

Definition 4.13. Ett omrdade Q2 C C ddr varje sluten kurva dr homotop med en
punkt kallas ett enkelt sammanhingande omrade.

For att ni ska fa en kinsla for dessa nya omraden sa rekommenderar jag att
ni gor foljande viktiga 6vning: Forsok rita exempel pa éppna mangder som &ar

e sammanhéngande men inte enkelt sammanhéngande

enkelt sammanhédngande men inte sammanhéngande

bade enkelt sammanhé&ngande och sammanhéngande
e varken sammanhéngande eller enkelt sammanhéngande

Nu undrar ni sdkert vad som dr sa bra med homotopa kurvor. Svaret pa denna
fraga &r att integralen 6ver homotopa kurvor blir samma sak:

Sats 4.14. Lat Q C C wvara ett omrdde och vy, v1 vara slutna, enkla C'-kurvor
som dr homotopa i 2. Om f € O(Q) sa dr

7{0 f(z)dz = ﬁl f(2)dz.

Bewis. Linka samman kurvorna 7o och v, med en enkel C!-kurva ~. D4 #r kurvan
5 =" +7 — 71 — 7 en sluten, enkel, styckvis C!-kurva. (Rita en bild!). Eftersom
f ar holomorf sa har f en primitiv funktion pa €2, sa

o:jéfzjiﬂj{f—;{lf—]{f=]§Of—]{lf,

sad f=¢ T O
En omedelbar konsekvens av denna sats ar

Sats 4.15. Cauchys integralsats
Lat Q) C C vara ett enkelt sammanhdngande omrade och antag att vy dr en sluten,
enkel Ct-kurva i Q. Da gdller

j{f(z)dz =0
for alla f € O(Q).



Bevis. Eftersom v &r homotop med en punkt {p} s& géller att

ﬁf: w0
0

Ezxempel 5. Lat oss betrakta integralen f‘z|:1 z"dz igen, fast den dr gangen med
hjélp av Cauchys integralsats. Vi vet att

2"dz = 0 n7 -l
1211 2t , n=—1

Lat oss kolla pa tre fall:

Fall 1: (n > 0)

Da ar z" holomorf pa C som é&r enkelt sammanhéngande, sa f|z\:1 2"dz = 0.
Fall 2: (n = —1)

Dé ér 2" = 1 holomorf pa C\ {0} men har ingen primitiv funktion pa C\ {0},
sa ),y 2"dz = 2mi.

Fall 3: (n < —1)

Da ér z" holomorf pa C\ {0} och har en primitiv funktion pa C\ {0}, s&
Jiajor #dz = 0. O

dz
z—a

Exempel 6. Lat oss berdkna fv dér « ar en cirkel med positiv orientering. Om

a ligger utanfor v sa &ar ﬁ holomorf i v, sd Cauchys integralsats ger att

d
/ SE—"
,YZ—CL

Antag nu att a ligger innanfor +. Deformera nu -~ till en cirkel runt a med
radie 1, dvs |z — a| = 1. Da far vi enligt homotopisatsen att

/dz :/ e :/ Li¢ = 2mi
7270 Jmam 2 a Jig=i 6

enligt foregaende exempel. Alltsa ar

/ dz { 0 , om ac€ Ext(y)
y

zZ—a

)

T 2m , om aeInt(y)

dér Int(y) ar det inre av y och Ext(y) ar det yttre av . O
Det &r speciellt viktigt med detta exempel for att berdkna vissa kurvintegraler.

dz
|=4 m . Eftersom

1 _1
(z—=2(z—1) 2—-1 z-2

Ezempel 7. Lat oss berikna f|z




sa blir

/|z|:4% - /|Z:4 (Zd_zl) +/|Z|:4 (Zd_zz) = 2mi + 2mi = 4mi

enligt exemplet ovan. O

4.5 Cauchys integralformel och dess konsekvenser

Cauchys integralformel &dr kanske den mest viktiga satsen inom denna kurs. Den
sdger att vi kan uttrycka en holomorf funktion som en integral av sig sjalv. Ett
sadant resultat finns inte inom den reella analysen, som kanske gor komplexanal-
ysen sa speciell. Har kommer en formulering och ett bevis.

Sats 4.16. Cauchys integralformel
Antag att U C C dr dppen och att f € O(U). Lit zp € U och r > 0 vara sadan
att B(zo,7) C U. Da gdller for varje z € B(zo,7) alt

o /()
f2) = 5 /| R

Anmdrkning 5. Blanda inte ihop Cauchys integralsats och Cauchys integral-
formel. O

Bevis. Vi gor ett gammalt trick inom matematiken:

[ My KO-
| |z—z0|=r

z—z0|=r C -z C -z
|z—z0|=r C -z |z—z0|=r C -z
Eftersom z € B(zp, ) och eftersom f(z) inte dr en funktion av (, s& far vi att

/ OB f(z)/l L ac = (=)2ni.

z—zo|=r C -z z—zo|=r C -z

d¢ =

Alltsa far vi att
f©Q . . f(©) — f(z)

/|Z_ZO|_T = Zd( = f(2)2mi + /Z_zo_r (s dc.

f(O=f(=)

z—zo|l=r (—z
till en cirkel |z — zp| = . Kalla den nya cirkeln for ~.. Vi vill nu visa att

. fQ—f) . _
hm[{a (=2 d¢ = 0.

e—0t

Om vi visar att f| d¢ = 0 sa &r vi klara. Deformera nu |z — zo| = r

10



Satt M = supte[o 1] \f 1:(t)) — f(2)|. Da galler att
M M2
/ e dC / i dC < ) = ™ = Mor.
E - Z E |€ - 6

Eftersom f € O(U), sa éar den speciellt kontlunerlig, s

/% f(Cg:f(Z)dC' _

. fQ—f) . _
llm/E c d¢ =0,

e—0t —Z

lim M =0 och lim

e—0t e—0t

Detta ger att

sa satsen foljer. O

Detta gor det mojligt att berdkna visa integraler &nnu lattare, som féljande
exempel visar.

Exempel 8. Lat oss berakna f,y é dér v ar kurvan |z 4+ 1| = 2. Vi borjar med
att skriva om integranden:

22 22

4—22 (2—2)242)

Funktionen f(z) =

sa Cauchys integralformel ger att

1(=2) = 2mi 55— )de

22
2—z

Y

s&
G (O )
/74_22_ 7Z_i_QdZ—f(_Q)%”—2_—(_2)~27TZ—27m.

[]

Utifran detta exempel sa ser vi vilken kraft denna sats har. Men kan &ven
berdkna derivator med hjalp av integraler. Detta brukar kallas fér Cauchys inte-
gralformler for derivator och har utseendet:

|
M) - M o,
f (Z) 2mi /|; 2o|=" (C - Z)n+1 C
En slags omvandning till Cauchys integralsats &r den sa kallade Moreras sats:

Sats 4.17. (Moreras sats)
Om f ar kontinuerlig pa ett omrade 2 C C och om

/fdz—()

for alla slutna, enkla, styckvisa C*-kurvor v i Q, dd dr f € O().

Bevis. Att f har en primitiv funktion F' vet vi enligt Sats 4.10. F' ar holomorf,
sa det foljder att £ = f ar holomorf, eftersom alla derivatorna av en holomorf
funktion &r holomorfa. O

11



4.6 Begansningar for holomorfa funktioner

Detta avsnitt innehaller manga satser med namn; Cauchyuppskattningar, Liou-
villes sats, och maximumprincipen. (Avsnittet innehaller algebrans fundamental-
sats ocksa, men den kénner ni redan till).

Sats 4.18. (Cauchyuppskattningar)
Lat f: U — C wvara holomorf pa en oppen mdingd U C C. Lat p € U och antag
att B(p,r) C U, r > 0. Sitt M = sup, g | f(2)]. Da gdller

ME!

‘f(k)(p” < T

fork=1,2,3,....

Beviset ar latt och bygger bara pa Cauchys integralformel for derivator och
uppskattningen for kurvintegraler med langden av kurvan och M. Lat oss gora
ett exempel.

Ezempel 9. Lat f € O(C) uppfylla att |f(z)| < el for alla z € C. Vi ska visa
att | £ (0)| < 70. Cauchyuppskattningen ger att

AM

|FD(0)] < gl

dér M = sup, g5 | (2)]. Vibehover bara ha ett r > 0 sa lat oss ta r = 1. Detta

ger att
le?
19 (0)] < 1‘1 = 24e < 70.

]

Liouvilles sats siger att en begransad hel funktion ar konstant, dvs det finns
inga icke-konstanta holomorfa funktioner pa C som ar begrénsade.

Sats 4.19. (Liouvilles sats)
En begrinsad hel funktion dr konstant.

Bevis. Antag att f € O(C) sa att |f(z)| < C, for nagot C' > 0. Fixera ett p € C,
och lat » > 0. Anvénd Cauchyuppskattningen med k& = 1:

|
Fo <

rl r

Eftersom denna olikhet géller for alla r > 0 sa maste f'(p) = 0. Men eftersom p
var godtyckligt, sa dr f' = 0 pa C. Men da vet vi att f maste vara konstant. [J

12



Vad ska nu detta vara bra for? Jo, man t.ex. visa at om f dr en hel icke-
konstant funktion s& finns det for varje zop € C en punkt z; € C sa att |f(z1)| >
|f(20)|. (Forsok att visa detta).Observera vidare att man anvénder Liouvilles sats
for att visa algebrans fundamentalsats.

Nésta viktiga resultat 4r maximumprincipen, i tva olika versioner. For beviset
av satsen sa behdver vi att holomorfa funktioner har en medelvirdesegenskarp:

Om f € O(Q) och B(z,7) C Q sé ar

21
f(z0) = %/0 f(zo + 7€) db.

Sats 4.20. (Maximumprincipen (version 1))
Om Q dr ett omrdade, f € O(Q) och |f| har ett lokalt mazximum i Q sd maste f
vara konstant i €).

Anmdrkning 6. Ett lokalt maximum betyder att for alla p € Q sa giller att
If(p)] > |f(2)] for alla z € . .

Beuvis. Lat oss forst bevisa resultatet i fallet av boll B(z, R). Antag att B(z, R) ar
sadan att [ f(2)| = sup,ep(. g |f(w)]. Tag ett 0 < r < R. Medelvirdesegenskapen
for holomorfa funktioner ger att

1 2 ] 1 2m ] 1 27
=gz [ reas] < 5o [T1rsrean < - [T isteian -

s
2m
= f(2)l5
Alltsa har vi likhet hela viagen, sa speciellt har vi att
1 2w » 1 2m
— |0 = — do
5 | Gl = o [ i

0= / ()] = 1=+ re))db.

Eftersom | f(2)| —|f(z+71€e?)| > 0, s& ger det att | f(2)| — |f(z +re?)] = 0 for alla
6. Pa grund av att detta dr sant for alla r < R sa betyder det att | f| &r konstant
pa B(z, R) och eftersom f &r holomorf sa betyder det att f &r konstant.

Lat oss nu visa satsen i fallet av ett omrade. Antag att |f| antar sitt maximum
iz € (), och antag for en motségelse att | f| inte &r konstant pa €. Da finns det en
punkt w € Q s att |f(w)| < |f(2)] (se ovan). Lat v vara ett polygontag mellan
z och w; v(0) = z och y(1) = w. Lat

T =inf{t € [0,1] : [f(v()] < [f(2)]}-
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Detta betyder att |f(y(t))| = |f(z)] om ¢t € [0,T], men det finns punkter ¢ >
T (godtyckligt niara T') dar vi har olikhet. Tag nu en boll B(y(T),r) C .
Foregaende argument ger att |f| ar konstant pa B(y(T),r), vilket motséger def-
initionen av T, sa |f| maste vara konstant, s f méaste vara konstant, eftersom f
ar holomorf. ]

Sats 4.21. (Maximumprincipen (version 2))
Om § dr ett begrinsat omrade, f € O(2) och f dr kontinuerlig pa ), sd antar
|f| sitt mazimum pa OS).

Anmdrkning 7. Det dr denna sats som man brukar anvinda, sa kom ihag denna.

]

Ezempel 10. Lat oss beriikna maximum for |e*’| pa enhetsdisken. Eftersom en-
hetsdisken dr ett begrinsad omrade och e** dr holomorf pa enhetsdisken, samt
e*” &r kontinuerlig pa B(0,1). Nu ger maximumprincipen att |e**| antar sitt max-
imum pa |z| = 1. Satt darefter z = €. D& ar

|6(€it)2| _ |€e2it cos2t+isin2t| — ecos21t <e 7

:|€

eftersom 0 < cos 2t < 1. Detta maximum antar den for z = +£1. O
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