Lasanvisningar
till
kapitel 5.1 — 5.8

5.1 Foljder och serier

Detta avsnitt ar repetition, och jag hoppas att ni snart kan snappa upp det som
star dari. Speciellt viktigt ar det att komma ihag vad en geometrisk serie ar, och
vad likformig konvergens ér.

5.2 Taylorserier

Taylorserier ar nagot ni ar bekannt med sedan era reellanalyskurser. Hojdpunkten
i detta avsnitt siger att holomorfa funktioner har en Taylorutveckling. Men lat
oss borja lite lungt.

Om f: R — R &r en C*™ funktion, da har f en formell serieutveckling

>
§=0

for fixt p € R. Det som kanske bor noteras ar att det inte dr nagon garanti att
denna serie konvergerar for nagot = forutom x = p. Om serien konvergerar for
nagot x # p sa kan vi inte séga att serien ar lika med f(z).

) .
j!(p) (z —p)’

Exempel 1. Lat f: R — R vara definierad genom

eV 40

Vi har att f & C*°(R) med 0 = f'(0) = f”(0) = ---. Alltsa ar Taylorserien av f
kring p = 0 lika med
0+ 0z + 02>+ - .

Denna ar konvergent for alla x och summan ar identiskt lika med noll. Men
f(z) = 0 endast om x = 0. O

Efter denna utvikning lat oss kasta oss in i Taylors sats.



Sats 5.1. (Taylors sats)
Om f € O(B(z0, R)) sa har f:s Taylorserie

O fk) (4
> ! k;(l 0)(2 — )"
k=0 '

konvergensradie dtminstone R. Vidare sd konvergerar Taylorserien mot f(z) for
varje z € B(zp, R).

Bevis. Vi ska forst visa att Taylorserien konvergerar likformigt pa B(zg,r) om
0 <7 < R. Tag dérfor ett » < p < R och lat ~ vara cirkeln runt zy med radie p,
s& v ar enkel, sluten, positivt orienterad C!-kurva. Da ger Cauchys integralformel

" Q)
16) = 5 | $5a¢

om |z — 29| < r. Vi ska borja med att skriva om integranden. Vi har att

1 1 1

(—z G-z 1-22

20

och eftersom vi integrerar de { som ligger pa ~ har vi att
|z — 20| <7 < p=1C— 2]
Z— 20

¢— 20

Nu kan vi anvinda oss av en geometrisk serie, dvs att

i Z— 2 k_ 1
(—2) 11—

k=0 (=20

< 1.

Detta ger att

k
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Sétt nu M = sup|,_ <, |f(2)|. Da &r M < oo. Lat
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Vi har nu skrivit om integranden som

= f(Q)

Eftersom @ < 1 sa ar

S5
o P P

en konvergent geometrisk serie. Nu ger Weierstrass M-test att

> /()

konvergerar likformigt pa B(zo, p).
Vi far nu att

)_vac—zdc_m/yzf’f Jde = Zm/ _zok—H OIS

eftersom serien konvergerar likformigt. Vidare sa far vi att

Z—Zo Z—Zo f(¢) o _
Z 2m/ k“ Qdc = Z k' 2mi / (( — zo) de =
B 20)*
= Z Tf (20)
k=0 )

enligt Cauchys integralformel for derivator. Detta ger att

. f(k)
=D ! 1{;(120) (2 — 20)"
k=0 ’

Forsok nu rékna lite 6vningar for att fa en kénsla for det hela. Beviset for

Taylors sats édr viktigt, eftersom det innehaller sa manga delar av kursen.

5.3 Potensserier

I borjan av detta avsnitt repeterar vi lite om potensserier och likformigt kontin-
uerliga funktioner, och en viktig sats som siger att om vi har likformig konvergens
sa far vi flytta in "lim” innanfor integralen. Detta ar allt gammal skapmat, sa det

forsta riktiga resultatet i detta avsnitt ar
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Sats 5.2. Lit Q C C wvara enkelt sammanhdingande och antag att f, € O(Q).
Antag vidare att f, — f likformigt pa Q. Da dr f holomorf pa 2.

Forsok visa denna sats innan ni kollar pa bokens bevis. Ni an folja foljande
steg:

e Dra slutsatsen att f ar kontinuerlig (varfor?)

Betrakta lim f7 fn-

Vad vet du om fw f.

Dra slutsatsen att f7 f=0.

Anviand Moreras sats.

5.4 Konvergensteori

Denna teori borde ni kinna till, annars ar det dags att ldsa detta avsnitt or-
dentligt. Lagg marke till att vi redan, i beviset av Taylor sats, anvant Weierstrass
M-test. Jag lamnar detaljerna till er sjélva.

5.5 Laurentserier

Taylorserier gav oss en mojlighet att uttrycka holomorfa funktioner i en potensserie.
I detta avsnitt vill vi uttrycka en holomorf funktion med singulariteter, dvs dér
den inte ar definierad, i en potensserie.

Lat 0 <7y < p1 < p2 <rg < +00 och lat z, € C. Sétt

A={ze€C:r <|z— 2| <7ma2}

och
B={ze€C:p <|z— 2] <p}.

Antag att f € O(A). Da ar

f(Z) = Z (Z _bjzo>j + Za](z - ZO)] )

dér serierna ar absolutkonvergenta och konvergerar likformigt pa méngder av
typen B. Serieutveckligen kallas for Laurentserieutvecklingen av f pa A kring z.

Om v #r en enkel, sluten, positivt orienterad styckvis Cl-kurva. D& ges koef-
ficienterna i Laurentserieutvecklingen av

_ 1 f(©) o
CLJ—Q—m ’ymdc j—0,1,2,



och

/f _ZojldC j_17273
27rz

Observation 1. Observera att beviset av denna sats ar liknande av beviset av
Taylors sats. L

Anmdrkning 1. Det &r lockande att skriva

som i Taylorutvecklingen, med det vore fel ty fU)(zy) behéver nodvindigtvis ej
vara valdefinierat. O

Observation 2. Om f € O(B(zp,12)), da blir Laurentserieutvecklingen precis
Taylorutvecklingen av f kring z. O]

Anmdrkning 2. Laurentserieutvecklingen &dr entyigt bestdmd enligt en sats i bo-
ken, och detta faktum anvinder man bland anant i utrakningar. O

Lat oss gora nagra exempel. Innan ni kollar pa dessa, se till att ni har koll pa
geometriska serier.

Exempel 2. Lat
Ay ={z€C:|z| >1} och Ay ={2€C:0<|z| <1}

och
1

Da ar f € O(Ay) och f € O(Ay). Lat oss Laurentserieutveckla f i de olika
omradena. For det forsta har vi att

=iy s s () -2 ()

Jj=2

dér vi anvinde en geometrisk serie, eftersom H < 1 ar precis samma sak som

|z| > 1 (dvs vi befinner oss i omradet A;.) S denna serie konvergerar pa A;.
Lat oss nu hitta en Laurentserieutveckling pa Ay for f. Vi har att

1 11 1, 1 ;
R e R e D SR DEg

dér vi har anvént oss av en geometrisk serie, eftersom |z| < 1. Sa serien konverg-
erar pa As. O]




Ezempel 3. Lat oss Laurentserieutveckla f(z) = 1 omradet

1
2244243
A={zeC:1<|z| <3}

Vi har att
IR 1 11 11
2+4z+3  (2+1)(2+3) 2z2+1 2243

om Vi anvéinder partialbraksuppdelning.

Termen ? ar holomorf pa |z| > 1. Vi har, om vi anvénder en geometrisk
serie, att
1 1 1 o -
241 oz 1- ( Tz Z Z z3+1
j=0 7=0
som konvergerar for |z| > 1
Vidare sa ér termen —~ holomorf pa |z| < 3. Vi har att
1 1 1 1 — NG & L
= — - —z = — Z(—l)J <—> == Z<—1)] B .
z+1 3 1-— (—5) 3 s 3 s 3+
Aven hir har vi anvént oss av en geometrisk serie. De bada fallen ovan ger nu att
1 1 1 1 1
flz2) =5 D) =52 55 +1
2241 2z+43 2j:0 2 33
som &ar Laurentserieutvecklingen av f i omradet A. O

5.6 Nollstallen och singulariteter

Nollstallen antar jag att ni har lite koll pa. En viktig observation, som &r en
foljd i boken, ar att en holomorf funktion har isolerade nollstéllen. Singulariteter
ar, precis som vi har namnt forrut, punkter dar en funktion inte ar definierad.
Man kan daremot ha olika typer av singulariteter, och man anvénder sig av Lau-
rentserieutvecklingar av holomorfa funktioner for att klassificera de olika typerna
av singulariteter. Mer precist har vi:

Definition 5.3. Lit U C C vara éppen och antag att B(zy,r) C U, r > 0. Om
f €O\ A{z}) sd sdger vi att f har en isolerad singularitet i z.

Eftersom f € O(B(zo,7) \ {20}) s& har f foljande Laurentserieutveckling

[e.9]

fz) = elz— =)

j=—o0

atminstone pa B(zo,7) \ {20}. Vi ska anviinda oss av koefficienterna c; till denna
Laurentserieutveckling for att klassificera de olika singulariteterna.
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1. Om ¢; = 0 for alla j < 0 sa sdger vi att f har en havbar singularitet i
20-

2. Om det finns ett k € N, £ > 1, sa att ¢ # 0 och ¢; = 0 for alla j < —k, sa
sdger vi att f har en pol i 2y av ordning k.

3. Om ¢; # 0 for odndligt manga negativa j, da séger vi att f har en vésentlig
singularitet i zj.

Anmdrkning 3. Koefficienten c_; kallas for f:s residue i punkten z,. Detta kom-
mer bli mer klart i kapitel 6. O

Lat oss ga igenom dessa olika typer av singulariteter.

e Antag att f har en havbar singularitet i z,. Detta ar faktiskt ingen sin-
gularitet, utan man héver verkligen den. Da ar Laurentserieutvecklingen
> ci(z — 2)? inget annat &n Taylorutvecklingen for f som dr holomorf
i B(zo,7) forutsatt vi definierar f(z9) = ¢o. Vidare s& har vi att f ar be-
griansad i nagon omgivning B(zp,r) \ {z0}. En annan viktig egenskap hos
hévbara singulariteter ar att

lim f(2)

zZ—20

existerar och ar dndlig. Vidare sa ar

lim (z — 29) f(2) = 0.

2—20

Vi sammanfattar att z dr en havbar singularitet f6r f omm | f| &r begridnsad
néra zo omm lim, ., f(z) existerar och dr dndlig omm vi kan omdefinera f
sa att f blir holomorf i zj.

e Antag nu att f har en pol av ordning k. D& har vi att
lim |f(z)] = oc.

zZ—20

Vidare sa kan vi skriva f som

__9(2)
f(Z) - (Z—Zo)k
dér g &r en holomorf funktion med g(z9) # 0. Detta betyder speciellt att
1/f kommer ha ett nollstélle i zp av ordning k. Vidare sa har vi att
lim (2 — 20)"™ f(2) = 0

z—20

och att
lim (2 — 20)" f(2)

Z—20

existerar och ar andlig.



e Lat oss slutligen diskutera vésentliga singulariteter. Dessa punkter &r kon-
stiga punkter, och gransvirdet lim, .., f(z) existerar inte, vare sig det blir
andligt eller odndligt. Vidare sa har vi Picards sats som séger att f(z) antar
alla komplexa tal i en omgivning till 2z, med ett mojligt undantag. Detta
betyder, med topologiska termer, att virdeméngden for f ar tat i C.

Ezxempel 4. Betrakta funktionen
_Jocosz ,2#0
f) = { 0  ,z=0"
Daér f € O(C\ {0}). Laurentserieutvecklingen av f kring zy ar

s =3 C

|
pa méngden 0 < |z|. Per defintion sa har f en havbar singularitet i zp = 0. [
Ezempel 5. Funktionen f(z) = e~'/* har en visentlig singularitet i zp = 0. I

varje omgivning B(0,r)\ {0} s& antar denna funktion alla komplexa vérden utom

0. [l

Ezempel 6. Betrakta funktionen f(z) = 6151. Vi ser att f har en isolerad singu-
laritet i z = 0. Vidare har vi att

lim 2% f(2) = 0.

z—0

Eftersom lim, o zf(2) existerar inte s& har f en pol av ordning 2. H

5.7 Punkten i oandligheten

I detta avsnitt sa gar boken igenom Riemannsfiren igen. Den hir gangen sa kollar
vi pa singulariteter for funktioner i co, och det man gor ar helt enkelt att man
kollar pa f (i) och avgor vilken typ av singularitet den har da.

5.8 Analytisk fortsattning

Téank om vi har en funktion f som &r holomorf pa ett omrade 2. Om vi da kan
hitta en holomorf funktion F' pa @', dar Q' NQ # () s& att F|g = f, s& sager vi att
F dr en analytisk fortsdttning av f. Vi har féljande viktiga sats om analytiska
fortsattningar.

Sats 5.4. Om f € O(), Q1 C C ett omrade, har en analytisk fortsattning till
ett omrade Qq, da finns det en entydig ' € O(Q U ) sd att Flg, = f.

Léas detta avsnitt lite kursivt, men forsok att rita bilder 6ver de olika resul-
taten.



