Lasanvisningar
till
kapitel 6.1 — 6.7

6.1 Residuesatsen

Hela kapitel 6 handlar om att berdkna olika typer av integraler pa sa gott som
samma vis. Om ni kommmer ihag fran forra avsnittet om Laurentserieutvecklin-
gar, sa kallas koefficienten ¢y i 3772 ¢j(z — 2)’ for residuen i z. Eftersom
koefficienten i en Laurentserieutveckling definieras genom en integral sa kan vi
anvianda residuer till att berékna integraler. Men varfor just koefficienten c¢_1?
Lat oss motivera detta intresse av residuer.

LAt v vara en enkel, sluten, positivt orienterad styckvis C'-kurva kring origo.

Da ar
/n 0 ,n#—1
2" = .
N 2m ., n=-—1

Antag nu att f ar en holomorf funktion med en singularitet i origo. Da har f en
Laurentserieutveckling i nagon annulus A kring 0; f(z) = Z;’;_OO ¢;z/. Denna
konvergerar likformigt pa v, forutsatt v ligger helt i A och innehaller origo. Da

ar
/f:/ Z cjzjdzz Z cj/zjdz:27ric_1.
v j K

7]:—00 j:—OO

Alltsa &r koefficienten c¢_; viktig, och det leder till foljande definition. (Denna
definition har ni sett férrut, i alla fall mer eller mindre, men jag ténkte vara mera
precis hér).

Definition 6.1. Lat f vara en funktion med en isolerad singularitet i punkten
z0- D kallas koefficienten c_y i f:s Laurentserieutveckling » 22 c;j(z — 20)? for
f:s residue ¢ punkten zy. Detta skriver vi som

Res(f,z0) eller Res(z).

Observation 1. Enligt definition sa har vi att

Res(f, ) = —— /| RLCE
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da r > 0 ar tillrackligt litet. O



Vi kan é@ven gora nagra fler fundamentala observationer:

1. Om f har en hévbar singularitet i zo s& &r Res(f, z9) = 0 enligt Cauchys
integralsats.

2. Om f har en pol av ordning k i 2y sa géller att

R S L
f(Z)_(z—zo)’ch (z — 2) +J§OC]Z %)’

Detta ger att
(z—20)ff(2) =cp + -+ c1(z—20) "+ (2 — 20) f1(2)

dir fi(2) = 3272, ¢j(2 — 2)’. Derivera nu (k — 1) ganger, da far vi

dk—l L k—1

W(Z —20)"f(z) = (k= 1)ley + = 1( — 20) f1(2).
Lat nu z — zy. Da blir

dk:—l L
ZILHJO W(z —20)"f(2) = (k—1)lc_y + 0.

Alltsa om f har en pol av ordning £ i 2y sa géller att

1 dkfl

Res(f,z9) = = ZILI1;10 = (2 — 20)*f(2).

Ezempel 1. Funktionen f(z) = Z% har en pol av ordning 2 i z = 0. Detta ger att

1 d d
lim =lim —1=0.
(2—1)! 20 dZZ =)= ) dz

Res(f,0) =

O

5 som har en pol av ordning 2 i

Ezempel 2. Betrakta funktionen f(z) = R

z=0.Da ar

1 d d 2° d 2\’
— lim — lim ——— = lim — | =
Res(f,0) = gy I 22 f(z) = liny dz (s — 1)} =20dz ((ez—l))
2 2
, z d =z , 2 (e* —1) — ze? 3
—lim3(——— ) —— =% —3lim3 . — =2
) ((ez — 1)> dz (e — 1) ) ((ez — 1)> (e* —1)2 2
For att inse detta, kolla pa Taylorutvecklingen av e?. ]



Om vi har flera singulariteter som ligger innanfér en kurva, kan vi da anvianda
oss av residuer for att berdkna en integral? Svaret ar ja, och besvaras av Cauchys
residuesats.

Sats 6.2. (Cauchys residuesats)

Lat Q C C wvara ett enkelt sammanhingande omrade och f € O(Q) forutom i
de isolerade singulariteterna zi, ..., z,. Antag att v dr en sluten, enkel, positivt
orienterad styckvis Cl-kurva i Q och att zy, ..., z, ligger inuti . Dd gdller

/f(z)dz = QWiiRes(f, 2;).

Bewvis. Vi ska anvianda induktion 6ver antalet singulariteter.

Om n =0:

Da ar f holomorf i ett enkelt sammanhéngande omrade som innehéaller ~. Da ger
Cauchys integralsats att

VL= /f(z)dz — 0.

Vidare sa har vi att HL = 0 sa det stammer i fallet n = 0, dvs inga singulariteter.

Antag nu att satsen ar sann for (n — 1) stycken singulariteter. Lat € > 0 vara
sa litet s& att |z — z,| < ¢ ej innehaller nagon av zi,...,Z, ;. Tag darfor tva
punkter p; och py pa |z — z,| = €. Forbind p; och ps med kurvan « i punkterna
q1 respektive ¢o. Kalla dessa 7, respektive v,. Lat C vara 6vre delen av cirkeln
|z — z,| = e fran p; till ps, och 1at Cy vara undre delen av cirkeln |z — z,| = ¢.
Vidare lat v3 vara den del av v som gar fran ¢; til go och lat 4 vara den del av
v som forbinder ¢, med q1, s& v = v3 + 74. (Rita en bild 6ver detta!) Bilda nu

T=B—1=C—mt+tn—-Citmntmn

som #r en sluten, enkel, positivt orienterad styckvis C'-kurva. D& har vi att

/Wf— /Z_Zn' = 27m'nz_1Res(f, 2;).

j=1
Alltsa ar .
/f(z)dz = 27rz'ZRes(f, 2;)
vy j=1
sa satsen ar sann for n stycken singulariteter. O

Exempel 3. Vi ska berakna I = fv ;;’fz(izl)) dz dar v ar en “snall” kurva som in-

nehaller 0 och 1. Cauchys residuesats ger att

I = 27i(Res(0) + Res(1)).



Vi har att z = 1 ar en enkel pol, ty cosm # 0, sa

Res(1) = lim cos(r)

=—1.
z—1 22

Vidare sa dr z = 0 en pol av ordning 2, ty cos0 # 0, sa

. d fcos(mz)\ . —mwsin(rz)(z —1) —cos(mz) 0-—1
Res(0) = lim 2~ (ﬁ) = Iy _1) Syt

Detta ger att
I =27i(—1—-1) = —4mi.

6.2 Trigonometriska integraler 6ver [0, 27]

Vi ska i detta avsnitt berdkna integraler pa formen f027r U(cos 6, sin 0)df med hjalp
av Cauchys residuesats. Antag att funktionen U ovan &r en rationell funktion i
cos B, sin § med reella koefficienter som &ar andlig pa [0, 27]. Lat ~v: [0,27] — C
vara en kurva som ges av () = ¢. Observera att e~ = ﬁ for 0 € [0, 2.
Kom nu ihag Eulers formler:

eif | =it ot _ o—if

cos = —— | sinf = ,
2 21

1 1 . 1 1
Cosﬁ—i(z—i-;) , sm€—2—i(z—;)

dir z € v([0,27]). Gér nu substitutionen df = % sa far vi

12

o , 1 1\ 1 1 ,
U(cos,sin0)df = /U —|z+-),=|2——) | fracdziz.
0 ~ 2 z) 2 z

Och nu ar vi i ett ladge dér vi kan anvinda Cauchys residuesats. Lat oss kolla pa
ett exempel.

Exempel 4. Lat a € R, a # —1, och betrakta

/27r do
I= :
o 14+a®>—2acosd

Vi ska berikna I. Lat z = ¢ for 0 € [0,27] och 1at v vara enhetscirkeln kring
origo. Da ar

Da géller att

dz = i df = izdb.



Gor nu variabelsubstitution i 1. Da far vi, om vi anvénder cos = % (z + %),

[—/ 1 @_/ idz
L1+ -2(z+ )iz ) (z—a)(az - 1)

Vi ser nu att integranden har enkla poler i 2 = a och z = % Residuen i dessa
punkter ar

Res(a) = lim ! ~ = !

zaaa(z—a) a? —1

och

Vi maste nu kolla pa olika fall for a:
Om 0 < a < 1, da ligger a innanfoér v och 1/a utanfor. Detta ger att

1 27
I =2mi = i
m(aQ—l) 1—a?

Om a > 1, da ligger a utanfor v och 1/a innanfér. Detta ger att

) 1 2
I:27m(1_a2) :a2—1'

]

6.3 Obestamda integraler av speciella funktioner
over | — 0o, 0|

Vi ska forsoka berdkna ffooo f(z)dr genom att anvinda komplex analys. Detta
gor vi genom att helt enkelt lata f(z) vara den reella funktionen f(z) fast i
den komplexa variabeln z, s& t.ex. om f(z) = 2% + 1 sd ar f(z) = 2% + 1. Lat
Ip = [-R, R] och lat Cr = Re®, for 0 < § < m. Séitt yg = Cr+Ig. Lat nu R > 0
vara tillrdckigt stort s& att f(z):s isolerade singulariteter med I'm(z) > 0 ligger
innanfor vg. Da vet vi att

/ f(z)dz = g f(z)dz + i f(z)dz

och enligt Cauchys residuesats sa har vi

/ f(2)dz = 2mi iRes(f, 2)
YR j=1



dér zq,..., 2, dr f:s isolerade singulariteter sa att Im(z;) > 0. Vi far da att
QWiZRes(f, 2;) = f(z)dz+ [ f(2)d=.
j_l CR IR
Lat nu R — oo, sa vi betraktar
270 ZRes(f, zj) = 1%1_{1;0 ; f(z)dz + }%EEO i f(2)dz.
Jj=1 R R

Eftersom vi befinner oss pa realaxeln i integralen 6ver /g sa kan vi ga tillbaka till
den reella funktionen, dvs

2WZ;Res<f>zj>= du [ p@dz+ Jim | (@)

Om nu ffooo f(x)dx existerar och &r andlig, s& brukar vi kalla detta for princi-
palvardet och skriver

0 R
p.V. /OO f(x)dx = I%glgo » f(z)dx.

Observation 2. Exemplet i boken om att p.v. ffooo xdr = 0 ar viktigt, eftersom
ffooo xdz inte existerar. 0

Sa om [* f(x)dx existerar och &r dndlig sa far vi att

27riZRes(f, 2;) = 1%1_120/0 f(z)dz +p.v. /_OO f(z)dz.

Alltsd om vi kan visa att limpg . fCR f(2)dz = 0 sa skulle vi ha berdknat
p.v. [7° f(x)dz. Lyckligtvis sa finns det ett lemma som hjélper till hér:

Lemma 6.3. Om f(z) = P(z)/Q(z), ddr P och Q dr polynom sd att
grad(Q)) > 2+ grad(P)
da dr

lim f(z)dz = 0.

R—o0 Cr

Ezxempel 5. Lat oss berdkna integralen

00 2
1:/ S —
|
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Ni far sjélva kolla att I ar konvergent, sa

R 2
I=1m [ ——
R—oo [_p o +1

dz.

2

Lat oss nu ga over till den komplexa funktionen f(z) = _#5. Observera att

grad(Q) > 2 + grad(P) s& lemmat ovan ger att

lim f(z)dz=0,
R—o00 Cr

dir Cp &r halvcirkeln Re”, 0 < 6 < . Eftersom ekvationen z* + 1 = 0 har
16sningarna, z; = e™/* 3mi/4 mi/4 och 2y = €™/ s& 2 och 2 ligger
innanfor vz = Cr + Ig. Detta betyder att

, 29 = € , 23 = €

I =27i(Res(z1) + Res(z2)).

Vi har att ) .
z
R =k —
es(2) 42,?; 4z,
for k = 1,2, 3,4. Detta betyder att
211 - : T
=" 6—7r2/4 + 6—37rz/4 ————
4 ( V2

O

Denna metod blir ofta lattare &n den gamla metoden med integralkalkylens
huvudsats.

Anmdrkning 1. Metoden som har beskrivits i detta avsnitt fungerar inte om
singulariteterna ligger pa I'm(z) = 0, utan detta ska vi fa ldra oss i senare avsnitt.
O

6.4 Obestamda integraler av trigonometriska funk-
tioner

Vi ska fortsidtta med att berdkna principalviardet for integraler pa formen

/_Oo o) cos(mx)dx och /_Oo o) sin(ma)dx |

dér P och @) &ar polynom. For att berdkna dessa integraler sa anvinder vi samma
metod som i féregaende avsnitt. Det man observerar ar att

Re(e") = cost , Im(e") =sint,



sa

/chosmx (/ Qimd>
/ a Sm ma)d (/ Ql mdx)

Konstruktionen med kurvan v = Cr+ Ir kan man anvianda &ven hér, och Jordans
lemma hjélper en pa traven:

och

Lemma 6.4. (Jordans lemma)
Om m > 0 och P och Q) dr polynom sa att

grad(Q) > 1+ grad(P)
da dr

lim / Meimzdz =0,
R—oo Jo, Q(2)

dar Cr dar en halvcirkel med radie R.

Exempel 6. Vi ska berdkna p. v. ffooo éfﬂx dzx. Satt

ZSeiz 3612

A e R CE e

sa har f poler i +i. Eftersom
grad((2? +1)?) > 1 + grad(z")

sa kan vi anvanda oss av Jordans lemma, sa

2361,2
. dz=0
/CR @1z

ddr Cg ar en halvcirkel i 6vre halvplanet. Eftersom 7 &r den enda polen i Gvre
halvplanet, sa ger Cauchys residuesats att

o] 3 o
p.v./ %dm = Im(2mi Res(7)).

Om man berdknar residuen sa far man Res(i) = i, vilket betyder att

* rsinx 1 T
V. ——dr =1 21 - — | = —.
pV/_Oo @17 T m(m 46) 5



6.5 Speciella konturer

Detta avsnitt handlar om hur man berdknar integraler med singulariteter pa den
reella axeln. Det man gor &r att man lédgger en halvcirkel med godtyckligt liten
radie runt singulariteten och dérefter sa anvinder man Cauchys residuesats. For
att berdkna integralen liangs denna halvcirkel, eller nagon cirkelbage, kring en
singularitet anviander man féljande lemma:

Lemma 6.5. Om f har en enkel pol i z = ¢ och T, dr en cirkelbage kring c
definierad genom c +re, 0, < 0 < 0y, da gdller att

r—0t

lim f(z)dz =i(02 — 01) Res(f, c).
T,

Dessa metoder lar man sig ldttast om man raknar lite. Darfor ger jag ett
exempel.

o0 621:5

Ezempel 7. Léat oss berdkna [ = p.v. [ dzx. Vi har att Jordans lemma ger

—o0 z+1
0SS
2iz
lim dz = 0.
R—o00 CR z _'_

Vidare sa ger lemmat fran detta avsnitt att
21z

lim

r—0+ S, % +

1dz = —miRes(—1) ,

dar S, ar en halvcirkel kring singulariteten z = —1. Eftersom
e2iz o
Res(—1) = 1i 1) - =e
es(—1) Zirzll(z—l— ) il

sa far vi att

I = wie .

6.6 Integraler av flervarda funktioner

Aven i detta avsnitt sa beriknar vi integraler, fast nu ar integranden en flerviird
funktion. Jag tycker att ni ska ga igenom detta avsnitt och rikna nagra uppgifter.
Jag kommer hir bara ga igenom ett exempel sa jag hoppas det ar tillrackligt.

Ezempel 8. Vi ska berikna [ j;;(fjg dx for p,q > 0. Séatt g(z) = qu%(iz). Da géller
att Re(Log(z)) = In|z|. D& dr Log(z) holomorf pa C\| — 0o, 0]. Observera att g

har en enkel pol i iq. Da ar

In(pg) ==
2qt 4q

Res(g,1iq) =

Ne}



Observera att vi inte behover nagot belopp pa pq da vi tar den naturliga logarit-
men, eftersom bade p och ¢ ar icke-negativa. Lat 0 < r < ¢ < R och lat S, vara en
halvcirkel kring origo med godtyckligt liten radie r i 6vre halvplanet, och lat Cg
vara en halvcirkel kring origo med stor radie R. Lat v = Cr+[—R, r|+ S, +[r, R].
Da ger Cauchys residuesats att

5.
min(pg) 7

g(z)dz = 2mi Res(g,1q) = .
[ o (g.i0) = P T

/ /R log(p
¢+ 22

som gar mot [ L‘;ipz dz dd R — oo och r — 0. Vidare har vi att

- L " Log(— Ry, j
[0 [ e [ Lo [,
¢+ z r @+ (=2) . Ptz

som gar mot
> 1 o 1
0o ¢tz 0o ¢+

da R — oo och r — 0.
Vi gor nu ett variabelbyte, som ger att

™ Log(Re") . _ ., /7r In|R|+10 . _ . InR+m7
= _ v d@ = RN v d@ S N
/cR ! /0 ¢+ Rz 1€ o ¢*+ R2e*? R0 < g

Vi har att

da R — oo. Jag lamnar at er att visa att ‘fsr g‘ — 0 da r — 0T. Detta ger att

Log(pz > Log(pz ee 1
/g—>/ gp2 / —2g(p2)dz+m'/ 3 2dz
>+ z 0o ¢tz 0o ¢°+z

dd R — oo och » — 0T. S& vi far att

1 2 L *
7r“(M)Jr7”_2/ %8(P7) . | & / dz.
0 0

q 2q q* + 22 q* + 22

Om vi jamfor real och imaginédrdel sa far vi att

/ * In(pe) , _ mln(pg)

¢+ a? 2q
* 1 s
———dr = —.

/0 ¢* + z? 2q

10

och



6.7 Argumentprincipen och Rouches sats

Meromorfa funktioner ar holomorfa funktioner med poler. Med dessa sa kan vi
med hjalp av nollstéllen och poler berdkna en viss typ av integraler. Mer precist
har vi:

Sats 6.6. (Argumentprincipen)

Lat f: Q — C vara en meromorf funktion, ddr Q2 dr ett enkelt sammanhdngande
omride i C. Lt v vara en sluten, enkel, positivt orienterad styckvis C'-kurva.
Antag att f saknar poler och nollstdllen pa ~v. Da gdller att

1[G
2mi )., f(2)

ddr N,(f) dr summan av ordningen av poler innanfér ~y och No(f) dr summan
av ordningen av nollstdallena innanfor .

dZ:NO(f)_Np(f)7

Denna sats ska vi anvénda till att visa Rouches sats som uttalar sig om noll-
stéllen for funktioner.

Sats 6.7. (Rouches sats)
Lat Q2 C C vara ett enkelt sammanhdngande omride och lat f € O(2). Antag att

[F(2)] < lg(2)]

pd en enkel, sluten styckvis Ct-kurva v i Q. Da mdste f och g ha samma antal
nollstdllen innanfor v (riknat med multiplicitet).

Beuvis. Ség att g = f + h, dar |h| < |f| pa 7. Detta ger att f # 0 pa 7. Betrakta
homotopin Fi(z) = F(t,z) = f(z) + th(z), 0 <t < 1, som overfor f till g. Pa v
har vi att

|Fy| = [ f] = tlh] = |f] = |h] > 0.

Lat N(t) vara antalet nollstéllen till F} i det inre av . D& ger argumentprincipen
att | Fi(2)
z
Nt)=— | +-d=
) =5 /y Fi2)"

Eftersom N ar definierad av en integral av en kontinuerlig funktion, sa maste N
vara kontinuerlig. Vidare sa antar N bara heltalsvirden (den rdknar ju antall).
Dérfor maste N(0) = N (1) vilket betyder att antalet nollstillen hos Fy = f &r
samma som antalet nollstéllen hos F} = g. O]

Rouches sats séger att vi kan gora “sma” holomorfa storningar och dven ha
lika manga nollstallen.

11



Exempel 9. Vi ska undersoka hur ménga nollstéillen f(z) = 2% +2 +e7* har i det
hogra halvplanet. Lat g(z) = 2% +2 och h(z) = 7. Da dr g,h € O(C). Lat v
vara den slutna kurva som gar i en halvcirkel Cy fran iR till —¢R och déarefter
linjen lg fran iR till —iR. Da géller att

9(2)| = |22+ 2| > |z —2=R* -2

da R* > 2 pa Cg, och

h(2)] = le™7] = <1
pa Cg. Pa linjen g sa géller att

lg(iy)| = (iy)® + 2] = VyS +4 > 2

och
|h(iy)| = le™] = 1.
Alltsa &r |g(2)| > |h(2)| pa 7.

Vi kollar nu pa hur méanga nollstéllen g har innanfér ~. Loser vi g(z) = 0 sa
ser vi att den har 2 stycken nollstéllen innanfor v om R > 2'/2. Da ger Rouches
sats att g och f har samma antal nollstéllen innanfor v. Eftersom R > 23 &r
godtycklig sa foljer det att f har tva nollstéllen i hogra halvplanet. O]

Exempel 10. Betrakta p(z) = 23+ 3z — 1. Vi pastar att p har alla sina nollstéllen
i B(0,2). Vi ser att p har exakt tre nollstéllen enligt algebrans fundamentalsats.
Lat r(z) = som har alla sina nollstéllen i origo, sa speciellt i B(0,2). Pa
0B(0,2) sa ar ]r( )| = 8. Vidare sa ar ¢(z) = 3z — 1 en liten storning av r(z). Pa
0B(0,2) sa &r

lg(z)| =132 —1] <3-2+1 < |r(2)].
Rouches sats ger att r och p har lika manga nollstéllen i B(0, 2). O

Exempel 11. Lat f € O(B(0,1+4¢)), e > 0. Antag att f(0) = 3 och att | f(2)| > 7
da |z| = 1. Vi pastar att f har ett nollstélle i B(0,1). Lat h(z) = —3. Vi har
att |f(z)] > |h(z)| pa 0B(0,1) sa har f och g = f + h lika méanga nollstéllen i
B(0,1). Men ¢(0) = f(0) + h(0) = 0 s& f maste ha ett nollstédlle i B(0,1). O

Rouches sats ger i sin tur foljande sats

Sats 6.8. (Oppna avbildningssatsen )
En holomorf, icke-konstant funktion dr 6ppen, dvs bilden av 6ppna mdngder dr

oppna.

Bevis. Antag att f € O(Q), dér Q ar ett omrade i C. Tag V' C Q 6ppen. Vi ska
visa att f(V) dr 6ppen. Eftersom V' &r 6ppen sa finns det en boll B(a,r) C V
dér a € V. Enligt identitetssatsen sa finns det ett r sa att B(a,r) dr en sadan
boll, och sa att om vi definierar

=inf{|f(2) — f(a)| : 2 € 9B(a,r)}

12



s dr m > 0. Detta &r inget annat &n avstandet fran f(a) till f(0B(a,r)). Tag en
w € B(f(a),m) och sitt g(z) = f(z) — w. Vi ska nu anviinda Rouches sats:

Satt go(z) = f(z) — f(a). Denna har minst ett nollstélle i B(a, ). Sitt g1(z) =
f(a) —w som da &r konstant. Foér z € 0B(a,r) &r nu

190(2)| = [f(2) = f(a)| = m > |f(a) —w] = [g:(2)]

och dérfor har go + g; = ¢ samma antal nollstéllen i B(a,r) som gg, dvs minst
1. Vad betyder nu detta? Jo, for vart godtyckliga val av w € B(f(a),m) sa
finns ett zy € B(a,r) sa att 0 = g(z9) = f(20) — w, s& f(z) = w. Darfor
ar B(f(a),m) C f(B(a,r)) C f(V), s& f(V) innehaller en boll, sa f(V) &r
oppen. ]
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