Lasanvisningar
till
kapitel 7.1 — 7.4

7.1 Invarians av Laplaceekvationen

Om f € O(Q), Q2 C C ett omrade, ar bijektiv med holomorf invers sé siger vi att f
ar biholomorf. Detta avsnitt handlar om att harmoniska funktioner ar invarianta
under biholomorfa avbildningar. Lat oss se varfor: Lat ¢ vara harmonisk i €2 och
betrakta Q = f~1(Q) dir f € O(Q) ar bijektiv. Lat ¢ = ¢ o f~1. Vi pastar nu
att ¢ ar harmonisk pa Q. Vi har att
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eftersom f~! dr holomorf. (Hur vet vi det?). Vidare har vi att
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eftersom ¢ ar harmonisk och (f~1) dr holomorf. Allts& &r Ap = 0.
I 6vrigt sa las detta avsnitt kursivt.

7.2 Geometriska betraktelser

Léas detta avsnitt forsiktigt. Har introduceras sa kallade konforma avbildningarm,
dvs avbildningar som bevarar vinklar mellan tva kurvor i en speciell punkt. Detta
betyder att om v och 75 mots i en punkt z, sa ar vinkeln mellan dessa lika med
vinkeln mellan f o, och f o7y i punkten f(z). Koncentrera er inte pa bevis
i detta avsnitt, utan ideér. Avslutningsvis sa bor man kinna till, utan bevis,
foljande sats:

Sats 7.1. Om Q och Q ér enkelt sammanhangande omraden som inte ar lika med

C, sa finns en biholomorf avbildning f: €2 — €.

Kom ihag att detta bara ar en existenssats, sa vi vet inte hur denna avbildning
ser ut!



7.3 Mbodbiusavbildningar (7.3-7.4)

Vi tar nu hand om bade avsnitt 7.3 och 7.4 som avslutar kursen. Vi ska borja
med att ga igenom nagra typer av avbildningar.

e Translation: Detta &r en funktion f(z) = z+¢, ¢ € C. En translation flyttar
ett objekt ¢ "steg”.

e Rotation: Funktionen f(2) = ¢?z, § € R, roterar ett objekt med 0 radianer
moturs.

e Skalning: f(z) = pz, p € R, p > 0, 6r en skalningsfunktion, s& den férmin-
skar eller forstorar objekt. Speciellt har vi att om w = f(z), for wy, ws i
w-planet

(w1 —ws| = |f(21) = f(22)| = |pz1 — p2za| = plz1 — 2.

e Affina avbildningar: Detta dr en avbildning péa formen f(z) = az + b. Vi
kan skriva f som en komposition

f=1/fsofaofi
dar f; ar en rotation, fy en skalning, och f3 en translation.

e Inversion: f(z) = 1. Lis om detta i boken.

Dessa olika typer av avbildningar ar viktiga for sa kallade Mobiusavbildningar,
sa det ar dags att definiera dessa:

Definition 7.2. En Mdbiusavbildning dr en funktion f: C — C som definieras

genom
_az+ b

ez +4d

f(z)
ddr a,b,c,d € C med ad — bc # 0.

Anmdrkning 1. Villkoret ad — bc # 0 betyder att determinanten

a b
c d
ska vara nollskild. O
Observation 1. e Om ¢ =0, da ar ad # 0 och
a b
f(Z) = 82 + EZ

ar en affin avbildning.



e Om ¢ #0, da har f(z) en poliz=—2.

e Om a # 0, da har f(2) ett nollstélle i z = —2.
[

Affina avbildningar kan vi betrakta som avbildningar C,, — C,, med oo —
0o. Da blir dessa avbildningar bijektiva. Om vi betraktar inversionsavbildningen
som en avbildning C,, — C, med 0 — oo och co — 0 sa blir &ven denna bijektiv.
Vad hinder da om vi betraktar Mobiusavbildningar som avbildningar pa C..? Jo,
de blir ocksa bijektiva, och om ¢ # 0 sa —% — 00 och oo — 2. Vidare sa ges dess

derivata av

a b
c d
fz) = (cz+ d)?
och f:s invers av
e =
cz—a
Observation 2. Notera att f~1 ocksd dr en Mobiusavbildning med oo —g och
2 = o0. O

Vi har foljande viktiga sats om Mobiusavbildningar:
Sats 7.3. Lat f vara en Mobiusavbildning. Da gdller att

1. f kan uttryckas som en sammansdttning av en dndlig foljd av translationer,
rotationer, skalningar och inversioner.

2. f: Cy — C4 dr bijektiva.
3. f avbildar mangden {linjer, cirklar} pd sig sjdlv.

Slutsats (3) i satsen ovan betyder speciellt att en linje kan avbildas pé en cirkel
och vice versa. For Mobiusavbildningar har vi en annan viktig sats, namligen:

Sats 7.4. (Avbildningsprincipen

Lit f vara en Mébiusavbildning och ldt v vara en enkel styckvis C'-kurva i Cu.
Da ar C\ vy = Q,UQy en disjunkt union av tva omraden. Vidare si dr v* = f(y)
en kurva i Co och C\ ~v* = f(21) U f().

Anmdrkning 2. Rita en bild av avbildningsprincipen. O]

Nu till nagra exempel.

Exempel 1. Betrakta f(z) = zf} Detta ar en Mdbiusavbildning eftersom

=—1-1=-24#0.
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Vi har att 41 5
z
= =1 .
f(z) z—1 +z—1

Lat fi(z) =z —1, fa(z) = 1, f3(2) = 2z och fy(2) = z+ 1. Da ér

f(2) = fao fz0 fao fi(2).

Lat oss kolla hur f avbildar |z| = 1. Forst sa translaterar f; cirkeln. Efter detta
sa blir cirkeln en linje via inversionen. Dérefter sa forlanger vi linjen med f3 och
slutligen sé translaterar vi linjen igen. Allts& avbildar f cirkeln |z| = 1 pa en linje.
Efterso en linje bestdms av tva punkter sa tar vi tva punkter pa enhetscirkeln
och avbildar dessa med f:

r+1
=1
1—1

71—

och
—-1~0.

Den enda linjen som gar genom 0 och ¢ &r Re(z) = 0. S& bilden av |z| = 1 under
f ar Re(z) = 0.

Lat oss kolla med avbildningsprincipen vart det inre av |z| = 1 och det yttre
hamnar. Tag darfér en punkt innanfor, t.ex. z = 0. Denna avbildas av f till
—1, sa vi drar slutsatsen att allt innanfor cirkeln avbildas till vinstra halvplanet
(Re(z) < 0), och avbildar allt utanfér cirkeln till hogra halvplanet (Re(z) > 0).
(Tag en annan punkt och testal) ]

Ezempel 2. Vi ska beskriva bilden av A = {z € C : 0 < Imz < 1} under
avbildningen f(z) = . Eftersom
1 —
1 0

— i £0

sa dr f en Mobiusavbildning.

For att fa koll pa hur detta omrade avbildas med f ska vi anvinda oss av
argumentprincipen. Problemet ar att vi inte har nagra kurvor att avbilda. Dérfor
kollar vi vad som hénder med Im 2z = 0 och Im 2z = 1.

Vi borjar med Im z = 0. Eftersom f har en poli z = 0 som ligger pa Imz =0
sa maste denna linje avbildas pa en linje. En linje bestdms av tva punkter pa

Imz=0, t.ex. z= —1 och z = 1. Dessa ger att
f(=1) =1+
och
f(1)y=1-—i.

Vi faststaller att f avbildar Im z = 0 pa Re z = 1. For att bestdmma hur Im z > 0
avbildas, sa tar vi en punkt med Imz > 0 och anvinder avbildningsprincipen,
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Tag t.ex. z = 4, da far vi att f(i) = 0, s& vi faststéller att f avbildar Imz > 0
pa Rez < 1. Lat oss nu kolla pa hur f avbildar Im z = 1. Funktionen f saknar
pol pa Im 2z = 1, darfér maste Im z avbildas pa en cirkel. En cirkel bestams av
tre punkter. Vi har att

f(=1+1)= %(1 +1)
f(i)=0

och

f(1+¢):%(1—¢)

diar —1 + 17,0 och 1+ ¢ ligger pa Im 2z = 1. Ur detta far man cirkelns ekvation,
vi far rékna lite sjélva ocksa, |z — 1/2| = 1/2. Men hur avbildas Im z < 1. Tag
en punkt med Imz < 1, t.ex. ¢/2, sa far vi att f(i/2) = —1, 88 z med Imz < 1
avbildas utanfor cirkeln |z — 1/2| = 1/2.

Alla utrdkningar ovan ger att omradet A avbildas via f till

{z€C:Rez<1, |z-1/2]>1/2}.

Rita en bild over vad som hander! O



