Underrum

Definition: En icke-tom delmingd W C R” sigs vara ett
underrum till R” om féljande egenskaper galler:

(1) Omue WochveW,sdu+veW,
(2) Om o€ W och k e R, sd ki € W.

Anmirkning: Varje underrum W till R” innehaller 0

Bevis: W40 = IWeW=0=0-we W.



Exempel 1  Avgdr om foljande mangder ar underrum till R?.

a) S1={0}
Svar: Jal (1) 04+0=0, (2 k-0=0

b) 52={<g) ‘XER}

Svar: Jal

.- S3
p
1 )
p
Phd X

Svar: Nejl  ty 0 ¢ S; 51






En linje i R™ 3r en mingd av vektorerna
Lo+ tvy, teR,

dar v, vi ar givna vektorer med v; # 0.



Ett plan i R” & en mangd av vektorerna
TiVo+ sV +twn, s, tEeR,

dar vy, Vi, v, ar givna vektorer och Vi, v, ej parallella.



Sats:
(1) Varje linje genom origo ar ett underrum till R”

(2) Varje plan genom origo ar ett underrum till R”

Bevis (1): En sadan linje skrivs
0:0+th =tih, teR.
> (£,
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— det finns tal t;, tr sddana att ' = 14, V= H}
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= det finns ett tal tp sddant att & = tgvi,

= ki = (ktp) s € L. O
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underrum till R? underrum till R3

{0} {0}
linjer genom origo | linjer genom origo
plan genom origo
R? R3

Senare ska vi se att det finns inga andra underrum
till R? och R3.



Exempel 2 L3t
X X
51:{ y ’y:x—kz}, 52:{ y ‘y:x‘z}
V4 V4

Ar Si, Sy underrum till R3 eller inte? Ge ett argument.

LGsning
X 1 0
51:{ X+ z X,ZGR}:{X 11 +z|1 x,ZER}
z 0 1

Det visar att S; ar ett plan genom origo. Alltsd r S; ett underrum.

S &r inte ett underrum ty

1 0 1 0 1
0],10)€Somen |0+ |0 =]0]| &5
0 1 0 1 1



Exempel 3 (forts. av Exempel 3 i Kapitel 5) Egenrummen
V4, Vs dr underrum till R3:

-2
Vi = {t 1 ‘t € R} ar en linje genom origo,

1

s, te R} ar ett plan genom origo.



Sats: Lat A vara en n x n-matris och X ett egenvarde till A. D& ar
V) ett underrum till R".

Bevis:
> V,\#@ty66 V.

» Lat e V), ke R.
= A(kd) = k(AD) "= k(Ad) = \(ki)
— ki € V). Il

Sats: Losningsmangden av ett linjart ekvationssystem ar ett
underrum om och endast om systemet ar homogent.



Linjara kombinationer

Lst ,...,V, € R".

En vektor v € R" ségs vara en linjar kombination av vq,..., Vv, om
man kan uttrycka den som

V=kii+...+ kv,

med lampliga tal kq,..., k.

Exempel 4 Lat

1 6 9 4
vi=| 2 |, =|4]|,v=|2|,w=]|—-1
-1 2 7 8

Ar V en linjarkombination av v;, v5? Hur dr det med w?



Losning v &r en linjarkombination av v, v, om vi kan hitta tal
ki, ko sddana att

9 1 6 ki +6ky = 9

2l =k | 2 | +k |4 <= 2ki + 4k, = 2

7 -1 2 —ki+2ky = 7
Gausseliminationen ger k; = —3, ko = 2. Alltsd ar v en

linjarkombination av vy, v», ndmligen
V= -3+ 2.
Om vi genomfér samma argument for w erhéller vi ett linjart

ekvationssystem vilket saknar |6sningar. Alltsd dr w inte en
linjarkombination av vq, .



Mangden av alla linjarkombinationer av v, ..., v, kallas for det
linjdra holjet av v, ..., v, och betecknas med

span(vi, ..., V).

Exempel 5
a) Lat v #0.
span(V) = {kv]k € R},
linjen genom origo parallell med V.
b) Lat v, w vara icke-parallella.
span(V, w) = {kv + {w|k,l € R},

planet genom origo med riktningsvektorer v, w.



Egenskaper:
(1) span(vi,...,V,) ar ett underrum till R".
(2) vi,...,v, €span(vi,..., V).

(3) Det finns inget mindre underrum till R” som
innehaller v, ..., v,

Exempel 6 span(7, 7,7+ 7) = span(7,7) = xy-planet i R3.
Observera att detta exempel visar att

Anmarkning:
(1) Olika vektorer kan ha samma linjdra holjet.

(2) n vektorer spanner inte alltid hela R".



Linjart oberoende
Observera att
0O-n+...+0-v, =0,
d.v.s. att 0 alltid kan skrivas som linjirkombination av v, ..., V.
Denna linjarkombinationen kallas for trivial.

Vi siger att 0 ar en icke-trivial linjarkombination av v, ..., v, om
det finns kq,..., k,, som inte alla &r = 0, s&dana att

6: kvi+...+ kv,.

Exempel 7
a) 0 ar en icke-trivial linjarkombination av 7, 7, 7— 7, exempelvis
galler0=1-7+(-1)- 7+ (-1)- (7—7)

b) 0 ar inte en icke-trivial linjarkombination av 7, 7 eftersom

1 0 k
O=ki+lr=k|0|+¢|1]=]¢ — k=(=0
0 0 0



Vektorerna vi, ..., V, sdgs vara linjart oberoende om 0 bara kan

skrivas som den triviala linjarkombinationen av vy, ..., v,.
Vektorerna vi, ..., V, sdgs vara linjart beroende om 0 3r en
icke-trivial linjarkombination av vi, ..., V,.

Exempel 7 (forts.)
a) 7, J, ¥— 7 ar inte linjart oberoende

b) 7, 7 ar linjart oberoende



1 0 1
. S 121 o |1 , |3
Exempel 8 Givna v = s 2= o | 373
4 -1 3
Ar Vi, W, V3 linjirt oberoende?
Losning Vi ar intresserade av |6sningarna till
kivi + kovo + kavz = 0 eller
k1 + k3 =0
(*) 2ki+ ko +3ks = 0
3ki + 3k;3 =0
4kiy —ko+3ks = 0

Gausselimination ger ky = —t, ko = —t, ks =t med t € R.
Systemet (%) har alltsé oandligt manga I6sningar som innebar att
Vi, Vb, V3 inte ar linjart oberoende.



Anmarkning: Frdgan om r vektorer vq,..., Vv, i R" dr linjart
oberoende kan dversattas till fragan hur manga lésningar det
motsvarande linjdra ekvationssystem

ki +... kv, =0

i variablerna ki, ..., k, har. Detta &r ett system med r obekanta
och n ekvationer.

Eftersom systemet ar homogent f&r vi tva alternativ:

(1) Om systemet har odndligt mé&nga |6sningar ar
vektorerna linjart beroende.

(2) Om systemet har en unik 16sning ar vektorerna linjart
oberoende.

| fallet r = n galler:

(1) < det(,...,v;) =0,
(2) < det(v4,..., V) #0



Exempel 9  For vilka virden p3 a &r

a _1
. 1 . 2 .
1=1 21, V= a , V3=
1 _1
~1 >
linjart beroende?
Losning
1 1
| 2
det (\71,\72,\73) = det —? a —s
1
-2 —2 4
3 1
= B -Za-=
4° 4
1o
= (a+3)(a—1),
2
och vektorerna &r linjart beroende for a = —5, a=1.

2

NI NI=



Om vi i R" betraktar fler an n vektorer, s3 far vi ett homogent
system med fler obekanta dn ekvationer! Ett sddant system har
alltid oandligt manga |6sningar. Alltsa giller:

Sats: | R” ar fler an n vektorer linjart beroende.

Sats: Om nollvektorn &r bland vektorerna vi, ..., v, (r > 1) ar de
linjart beroende.

Bevis: Antag v; = 0. D3 giller

0=1-¥+0-¥h+...+0-V, O



Geometrisk interpretation:

i R2: ¥, v» beroende
< V4, V¥ parallella
< det(\71, \72) =0

y y

e x x

linjart beroende linjart oberoende

Anmarkning: tre vektorer ¥y, V5, 5 i R? ar alltid linjart beroende.



i R3: ¥, » beroende
<= 4, V> parallella
— Vi1 X =0

i R3: ¥, vh, V3 beroende
<= V1, Vb, V3 ligger i samma plan
<~ det(\71, Vo, \73) =0

linjart beroende linjart oberoende



Observera: Om V4, ..., V, ar linjart beroende s8 innebdr det att en av
vektorerna kan uttryckas som en linjar kombination av dem andra.

Sats: Om V kan uttryckas som linjir kombination av vj, ..., V,
s8 galler
span(Va, ..., V,, V) =span(¥4,..., V).
Sats: Om v, ..., V,_1,V, ar linjart oberoende s& &r Vi, ..., v, 1 linjart
oberoende.

Observera att omviandningen inte giller: T. ex. dr 7, 7' linjart oberoende
men 7, 7,7+ 7 ar det inte.

Kontraposition: Om vy, ..., V,_1,V, ar linjart beroende s& ar
Vi,...,Ver1 linjirt beroende. Observera att ovanstiende exemplet
igen visar att omvandningen inte géller.



Baser och dimension
L&t V vara ett underrum till R"”. Vektorerna Vi, ..., V, sdgs vara en
bas for V om

(1) span(\71, crey ‘7r) =V,

(2) Vi,...,V, ar linjart oberoende.

Anmarkning: (1) betyder att man kan uttrycka varje vektor v som
en linjar kombination av Vi, ..., V,. (2) betyder att man kan gora
det bara p3 ett enda sitt:
vV = kvi+...+ kv,
= MVi+...+hV,
— (ki — )i+ ...+ (ky — b))V, =0

Viy..sVr

Iinjéirto:be;oende (k]_ B hl) - = (kr o hr) — 0
— ki =h1,... k. = h,



Sats: For ett givet underrum finns det alltid en bas. Alla baser har
samma antal element.

Exempel 11

a) Standardenhetsvektorerna €1, ..., &, utgdr en bas for R".

b) Basen fér {0} bestsr av inga element, d.v.s. den tomma
mangden () utgdr en bas for {0}.

c) Linjen {tV | t € R}, dir v # 0, har V som bas.

d) Planet {tV + sw | t,s € R}, dar V,w # 0 ar icke-parallella,
har V, w som bas.



Definition: For ett givet underrum V ar dimensionen
av V definierad som antal vektorer av en godtycklig bas.

Vi skriver: dim V.

Exempel 11 (forts.)

a) dimR"” = n.

b) dim{0} = 0.
c) En linje har dimension 1.
)

d) Ett plan har dimension 2.

X
Exempel 12 Fér V = { y
0

X,y € R} giller dim V = 2.



Exempel 13  Hitta en bas till planet 7:2x — y +3z = 0.

Losning  Eftersom

2 1
2x—y+3z=0 <= z=—-x+=y

3 3
ar varje vektor i planet p& formen

X 1 0
y =x| 0 |+y|1l
2 1 2 1
—3X T3y ~3 3

- v

=1 =

d.v.s. att planet spanns av vy, v». Vidare 3r vy, v linjart
oberoende, ty icke-parallella. Alltsa utgdr V4, v» en bas for .



Sats L&t V vara ett underrum till R” med dim V = d. D3 utgor
d linjart oberoende vektorer i V alltid en bas for V.

Exempel 14 Utgdr v = <;) Vh = <_11> en bas for R??

Losning  Enligt satsen behdver vi bara visa att v, v ar linjart
oberoende. Det ar fallet eftersom de ar icke-parallella.



Hur hittar man en bas fér span(v, ..., ,)?

» Om vy, ..., V, ar linjirt oberoende utgér de en bas for
span(va, ..., V).
» Om V4, ..., V, inte &r linjart oberoende kan en av vektorerna skrivas

som en linjar kombination av dem andra. Denna vektor kan kastas
ut ur listan av vektorerna utan att forandra det linjara holjet.

Borja om proceduren med den férkortade listan och repetera den
tills de resterande vektorerna ar linjart oberoende.

Tvartom kan en lista vi,..., Vv, av linjirt oberoende vektorer i ett
underrum V utvidgas till en bas for V

> Om span(iy,...,V,) =V & V,...,V, en bas for V.

> Annars adderar man en vektor vV € V\span(v, ..., V) till listan.

Borja om proceduren med den férlangrade listan och repetera den
tills vektorerna spanner V.



Exempel 15 Bestdm en bas for span(ii, v», v3) dar

1 2 -1
_’1 = 6 ) \72 = 4 ) ‘73 = 2
4 -1 5

Lésning  Eftersom det(vy, b, 3) = 0 &r v, vk, V4 inte linjart
oberoende.

For att skriva en av vektorerna som en linjar kombination av dem andra
etraktar vi det (homogena) linjara ekvationssystemet
kivi + koo + k3va = 0 eller

ki +2ko — k3 =0
6ki +4ko +2ks = 0
4ky — ko +5ks = 0
som har den allmanna |6sningen ky = —t, ko = t, ks = t, d.v.s.

—tV] +tvo + tz = 0
for alla t € R. | synnerhet kan v3 skrivas som en linjar kombination av
Vi, Vo och vi far
span(Vi, i, V3) = span(v, i)
Eftersom vy, , inte dr parallella & dem linjart oberoende och utgor
ddrmed en bas fér span(i4, i%, ¥13).



-1
Exempel 16 Samma uppgift med v; = | —2
1
2

Losning  Observera att vi, v», v3 fortfarande ar linjart beroende.

| det hir fallet har det linjira ekvationssystemet ky vy + ko + k3iy = 0
den allminna l6sningen ky = 2t, ko = t, k3 = 0, alltsa

2ty + tvo + 03 = 0

for alla t € R.

| det héar fallet kan v3 inte skrivas som en linjar kombination av v, V5. |
stallet ser vi att v5 ar en multipel av v;.

Samma argument som i Exempel 15 ger att vj, v3 utgdr en bas for
span(\71, \72, \73)



Sats: Lat V, W vara underrum till R". Det giller

a) VCW — dimV <dimW.
by VEW = dimV <dimW.

Bevisidén ar att utvidga basen for V till en bas for W!

Sats: L3t V vara ett underrum till R” med dim V = d och

Vi,...,Vg € V. D3 ar foljande pastdenden ekvivalenta:
a) Vi,...,Vy ar linjirt oberoende,
b) Vi,..., Vg utgdr en bas for V,
&) span(7i, ..., %) = V.,
Bevis: a)==-b): Betrakta W = span(vi,...,Vy) C V. Eftersom

vektorerna ar linjart oberoende &r dim W = d = dim V och satsen
ovan ger W = V. b)=c): Klart. c)=a): Eftersom dimV =d
kan vi inte kasta ut en av vektorerna.



Exempel 3 (forts.) )
dimV; =1, bas: 1

1

-1 0
dimV, =2, bas: 01,11

1 0

Observera att vi kan utvidga basen fér V5 till en bas for R3 egnom
att lagga till basvektorn for V;.

Det kan dock hdnda att egenrummen till en n x n-matris A inte
innehaller tillrdckligt manga egenvektorer for att f& fram en bas till
hela R". Till exempel har

(6 2)

bara egenvirdet A = 2 med V, = span(?).



Sats L&t A vara en n X n-matris med n olika egenvarden
Alyeey Ane

a) Vi, =span{Vj} dar j ar en egenvektor till );

(Egenrummen &r alltsd endimensionella).

b) {V,..., Vh} utgdr en bas till R".

Sats Om A dr en symmetrisk n X n-matris kan man alltid hitta
en bas till R"” som bestar av egenvektorer till A sddan att
basvektorerna ar ortogonala mot varandra.



Till slut bevisar vi pastaendet om samtliga underrum til R? och R3.
Tex. i R3:

Om W 2 {0} s& existerar vV # 0, vV € W.
= W innehéller linjen £: tV, t € R.

Om W 2 £ s3 existerar w € W\/.
= W innehsller planet m som spidns av v, w.

Om W 2 7 s& existerar 7 € W\T.
= det(d, V,w) #0
= {u, v, w} linjart oberoende

= {d,V,w} bas till R3 O



