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1 Forelasning 1: Inledning till partiella differ-
entialekvationer

1.1 Partiella differentialekvationer

En differentialekvation ar en ekvation som innerhaller en funktion w(zy,...,x,)
och dndligt manga av deras partiella derivator. Om u = u(x) &r en envariabel-
funktion sa kallas ekvationen for ordindr. Om u beror pa flera variabler sa kallas
ekvationen for partiell.

Exempel for partiella differentialekvationer:
(1) ugy + uyy = 0 (Laplaceekvation),
(2) wge — uy = 0 (Vagekvation),
(3) Uyw +uyy =g, g = g(z,y) en given funktion (Poissonekvation),
(4) wp — 6uuy + Uge, = 0 (Korteweg-deVries-ekvation),
(5) w = uyy — uu, (Burgers ekvation).

En linjar differentialekvation ar en differentialekvation 7' = 0 déar 7" kan skrivas
som en summa av en given funktion g(z1,...,x,) och uttryck av formen

a(xy,...,x,) x (partiell derivata av u),

t.ex. XY?Uyqy eller (z + y)u. Ovan dr (1-3) linjara men (4-5) ar icke-linjéra.

En linjar ekvation kallas for homogen om g(x1,...,xz,) = 0, annars kallas den for
imhomogen.

I exemplet ovan dr (1-2) homogena, (3) dr inhomogen (om g(z,y) inte ar kon-
stant 0).

Ovning: Klassificera foljande ekvationer: gy —uz,—(u?/24Uzz) e = 0 (Boussinesq),
u; — itu, (Mizohata), uy — uz, — g = 0 (virmeledning).

En funktion u &r en l0osning till en differentialekvation pa ett omrade D om
alla derivator som forekommer i ekvationen &r definierade pa D och uppfyller
differentialekvationen. For att undvika patologiska fall &r det fornunftigt att
kriva till och med att u dr C*-glatt! dir k ar ekvationens grad.

évning: Visa att
a) u(x,y) = In\/22 + 2 16ser Laplaceekvationen pa R*\{(0,0)}.

IForkortningen C* menar att de partiella derivatorna upp till grad k &r kontinuerliga.




b) t422/2 och e~/ /(2/7t) 16ser virmeledningsekvationen. P4 vilka méngder
galler det?

1.2 Klassiska ekvationer och problem i tva variabler

Vi presenterar ekvationerna utan fysikalisk harledning.

1.2.1 Vagekvationen pa hela axeln

Vi vill 16sa
Ugg — U = 0 (1)

med u foreskriven for ¢ = 0. Vi ska se att det ar mojligt att foreskriva bade u
och dess tidsderivata u; langs ¢t = 0. Vi soker alltsa en 16sning v = u(t, ) till (1)
som uppfyller begynnelsevillkoren

u(z,0) = ug(x), u(z,0) = vo(x),

med givna funktioner ug(x), vo(z).

Steg 1: Varje 16sning till (1) kan skrivas som u(x,t) = f(z +1t) + g(x — t).

(5+5) (5 5)u=0 )

Vi betraktar variabelbytet

Skriv om (1) som

& = x+t,
n = w—t,
som ar ekvivalent med
r o= $(E+n),
t = (€=,

och héarleder

0 ox 0 ot 0 1
06~ ofor ocor 2
0 oxr 0 ot 0 1
o~ omox Tonot 2



Med (2) inser vi att (1) ar ekvivalent med

2
0“u _0
9En

For en 1osning u ar g—:; oberoende av &, d.v.s.

ou
3_77 = h(n).

vad som medfér (om lésningen ar global) att
1
o) = ulsn =0+ [ hs)ds = 1) +aln) = fla+0)+ 9o =1

Steg 2: d’Alemberts 16sningsformel. For att uppfylla begynnelsevillkoren maste
vi arrangera att

() +g(x) = uolx), (3)
f') —g'(x) = wolx). (4)

Integration av (4) ger

ﬂw—m@=c+/ZM@w, (5)

dér a och C ér relaterade enligt C' = f(a) — g(a).

Losningen till det linjéra ekvationssystemet (3), (5) ar

fl@) = %(uo(x)—i-/azvo(s)ds—i-C),

o(z) = %(uo(m)—i—/jvo(s)ds—C’).

Oberoende av valet for a far vi
u(w,t) = fla+1)+glr—1)

_ %(uo(x—t)+uo(x+t)+/

r—1t

T+t
vo(s) ds) . (6)
Var konstruktion ger foljande

Sats 1.1 Om ug € C*(R) och vy € C*(R) sd definierar (6) en C*-glatt losning pd
hela planet R?. For givna begynnelsevillkor ug och vy dr losningen unik.



Anmarkning 1.2 Satsen innebér att det betraktade problemet ar rdatt stallt
(correctly posed):

e En l6sning exiterar (existens).
e Losningen dr entydig (entydighet).

e Losningen beror kontinuerligt av givna data (stabilitet).

Vi ndmnar nagra klassiska exempel for rétt stallda problem.

1.2.2 Varmeledningsekvation

Vi betraktar varmeledningsekvationen
Up = Ugy, >0

med bynnelsevillkoret
u(z,0) =ug, = €R.

Om ug ligger i ett lampligt funktionsrum &ar problemet ratt stallt och 16sningen
kan beraknas enligt

1 Ne—(@'—2)2/t g7
ug(z e 7" dz’.
\/47rt/R 0< )

Observera att u(z,t) inte ar definierad for ¢ < 0.

u(z,t) =

1.2.3 Laplaceekvation

Lat D vara ett begrinsat omrade i R? med glatt rand 0D (d.v.s. att 0D &r
forening av andligt manga glatta slutna kurvor. Vi betrakta foljande randvar-
desproblem (Dirichletproblem):

U (2, Y) + uyy(z,y) = 0, (x,y) € D, (7)
U(:L’,y) = Uo(l’,y), (xay) € aD. (8>

(7) kallas for Laplaceekvationen, (8) for Dirichletrandvillkoret. Dirichletprob-
lemet &r 16sbart om det finns, for varje kontinuerlig funktion ug(z,y) definierad

pa 0D, en funktion u(z,y) som ar glatt pa D, kontinuerlig pa D = D U 9D och
uppfyller (7) och (8).



1.3 Klassifikation av linjara differentialekvationer

Betrakta en andragradsekvation
AUgy + 2bUgy + Clyy + du, +euy + fu =g

med en obekant funktion u = u(z,y), en given funktion g = g(z,y) och reella
koefficienter a, b, ..., f. Diskriminanten ar uttrycket

A =b* — ab.

Ekvationen kallas for
1. elliptisk om A < 0,
2. hyperbolisk om A > 0,
3. parabolisk om A = 0.

I synnerheten ar Laplaceekvationen elliptisk, vagekvationen hyperbolisk och var-
meledningsekvationen parabolisk.

Sats 1.3 For en ekvation med konstanta reella koefficienter finns alltid ett linjart

koordinatbyte sadant att den kvatratiska delen av den transformerade ekvationen
blir lika med:

1. Ugy + Uyy, om A <0,
2. Ugg — Uyy, om A >0,
3. Ugy, om A = 0.

En ekvation med variabla koefficienter kan byta typen. T.ex. &r uy, + x3u,, = 0
elliptisk for > 0, hyperbolisk for > 0 och parabolisk ldngs y-axeln {z = 0}.



2 Forelasning 2: Fouriermetoden

2.1 Superpositionsprincipen
En homogen linjar PDE skriver vi kort som Lu =0 (t.ex. £ = A).

Sats 2.1 Om uq, us loser ekvationen Lu = 0 sa dar Auy + Buo ocksa en losning
for alla tal A, B.

For konkrethets skull bevisar vi det for varmeledgningsekvationen wu,, — u; = 0,
_ 0? a.

d.V.S. E =32 i

E(Aul—i-BuQ) = (Aul—l—BuQ)m—(Aul—FBuQ)t = A((ul)m;—(Ul)t)—FB((UQ);m—(UQ)t) =0

och satsen foljer.

évning 2.2 Visa att u; + Aus ar en losning till den inhomogena ekvationen
Lu = g om u; loser den och wuy loser den motsvarande homogena ekvationen

Lu=0

2.2 Fourierserier

Vi vill approximera en funktion u(z) pa ett dndligt intervall [0, L]. Fourierkoef-
ficienterna definieras som

2 [t 2
ay, = Z/o u(z) cos ngxdx,n:O,l,Z,...,

2 [* 2
by, = z/o u(z) sin ngwdx,nzl,Q,....

Under relativt milda forutsattningar konvergerar

1 > 2nwx > . 2nmx
5@@ + ;ancos 7 + ;bnsm

L

mot u. Alternativt kan man framstéalla u genom sinusserien

o0

. hnmx
E CnSIHT,

n=1

dar koefficienter ¢, berdknas enligt

1 [* 2 [F
Cn:Z/Lﬂ(x)sin?dazzz/o u(x)sin?dx, n=12,....
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Hér ar @ den udda utvidgningen av u till intervallet [—L, L].

Det kan hdnda att Fourierserien inte konvergerar i alla z (till exempel i sprangstéllen).
Den exakta teorin ar mycket subtil.

2.2.1 Vaiarmeledgningsekvationen pa intervallet

Vi vill losa varmeledgningsekvationen

Ugpe — U = 0 9)
med begynnelsevarden
u(z,0) = ug(), (10)
och randvarden
u(0,t) = u(L,t) =0, t > 0. (11)

For att fa enklare formler betraktar vi L = 1.

Steg 1: Losningar i produktform. For l6sningar pa formen u(x,t) = X (z)7'(t)
blir (9)

KXol = XT;,H
som vi kan skriva (i punkter dar X # 0 eller T' # 0)
Xew T
X T

Eftersom den ena sidan ar oberoende av ¢ och den andra av x ar bada lika med
samma konstant C. Vi far

X,e = CX, (12)
T, = CT. (13)

Steg 2: Loésning av (12-13). For C' = 0 far vi lésningar ax + b varav bara
nollésningen uppfyller randvillkoren. For C' > 0 far vi a cosh(v/Cx)+bsinh(v/Cx)

och randvillkoren igen ger a = b = 0.

For C' < 0 lésningarna ar a cos(v/—Cx) 4 bsin(v/—Cz). Randvillkoret for x = 0
ger a = 0. Randvillkoret i x = 1 implicerar att C = —(7n)? n =1,2,..., och vi
far som relevanta losningar sin(nmx).

For T behover vi bara 1oser T, = —(mn)2T och far T'(t) = a e~ ™)t

Steg 3: Losningsmetod for (9-15). Skrev g som en sinusserie

oo
Z Cp Sin(nmx).
n=1

8



Den sokta losningen ar

Z ¢y sin(naz) e, (14)

n=1

Ovning 2.3 Hirled en lésningmetod for problemet (9), (10) med konstanta
randvarden

u(0,t) = A, u(l,t) =B, t > 0. (15)
Tips: Anvand en 16sning av formen ax + b.
2.2.2 Egenskaper av (14)

Losningen (14) &r definierad under milda forutséttningar, t.ex. om wuq ar styckvis
kontinuerlig och uppfyller

1
/o |up| dz = M < 0. (16)

I sa fall galler att ¢, < 2M och konvergensen

o0
ug = Z cp sin(nmx).
n=1

galler i nista varje z € [0,1].

—(nm)?t

(16) =

cpsin(nmx) e

vad som medfor:

a) Losningen ar C* pa (0,1) x 0, 00 dven om ug bara r styckvis kontinuerlig.
Det menar ocksa att varmeledningsekvationen med omvéand tid inte ar ett
ratt stallt problem.

b) For t — oo beter u(z,t) sig asymptotiskt som ¢; sin(rz) e ™"
2.2.3 Den inhomogena varmeledningsekvationen
Nu vill vi losa
Uz — up = h(x,t) (17)
med begynnelsevarden
u(z,0) = uo(x), (18)



och randvarden
u(0,t) =u(l,t) =0, t > 0. (19)

Antag att
u(@,t) = an(t) ¢u(x), ¢n(x) = sin(nmz),

loser problemet och skrev
h(z,t) =) ba(t) dn(x).
n=1

(17) blir
> 9 da, B

Jamforelse av koefficienter =

da,
% + (TMT)QCLn = _bm n =, 17 2? SR (2())

I det homogena fallet, d.v.s. b, = 0, ar e~ (MMt e 16sning. For kvoten av losningen
till (20) och e~ ("’ giller

d
a <an e(nw)2t) _ _bn e(nﬂ)2t'

Integralkalkylens huvudsats =

t
an(t) e — . (0) = —/ by (7) €T dr
0

eller
2 t 2
() = 4 (0) e~ — / ba(r) e~ g (21)
0

Formeln bestdmmer a,(t) for alla t > 0 eftersom (18) ger

a,(0) = 2/0 uop(z) sin (nmx) dz. (22)

Tillsammans ger (21) och (22) en metod for att konstruera 16sningen.
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2.3 Sammanfattning

Losningsmetoderna in denna foreldasning beror pa serieutvecklingar, ndrmare be-
stamt pa mojligheten att hitta till varje fornunftig funktion u(z) en sinusutveck-
ling. Vi ska anvénda ett analogt tillvigagangssétt for funktioner u(z,y) som &r
definierade pa ett omrade D C R2.

Sasom ovan ska vi hitta en familj funktioner ¢, (z,y) som racker for att framstélla
varje fornunftig funktion u(z,y) som en serie

[e.9]

=t bulx,y).

n=0

Vi ska hitta ¢, (x,y) som losningar av differentialekvationer som dessutom upp-
fyller lampliga randvillkor.

Vi har inte séarskilt betonat att framstallningen som sinusserie ar entydig eftersom
det ar valkant fran Fourierteori. I allmdnheten kraver denna aspekt en detaljerad
behandling.

11



3 Forelasning 3

3.1 Randvardesproblem till Helmholtzekvationen

Helmholtzekvationen ar
AU(r) + k*¥(r) = 0. (23)

Vi ska betrakta den for ett begriansat omrade D C R? och krava pa randen S ett
av foljande randvillkor

U(r) = 0 (Dirichletvillkor) (24)
V¥(r)-i = 0 (Neumannvillkor). (25)

Vi antar att S ar glatt och betecknar med fi den yttre normalvektorn pa S med
langd 1.

Sats 3.1 Om V(r) uppfyller
A¥(r) +A¥(r) =0

for en konstant \ och ett av villkoren 24 eller 25 sa gdller A > 0.

Bevis: Vi ska visa att vart och ett av villkoren (24) och (25) ger
/ VAV dedy = —/ VU - VV dzdy (26)
D D
Satsen ar en direkt konsekvens ty
0> —/ VU - VU dedy = / VAV dedy = —A/ V|2 dxdy.
D D D

Eftersom [, |¥]? dzdy > 0 foljer A > 0.

For att inse (26) tillimpar vi Greens sats
/de+Qdy = // (Qz — Py) dzdy,
s D
som ger for P = -9V, Q) =¥V,
/(—\I/\I/y dr + ¥V, dy)
s
- // (T, 0, + VU, + U, 0, + U,,) dody
D

_ // VU . VU dxdy + // VAWV dxdy. (27)
D D

12



Om ¥ =0 pa S forsvinner [(—VW, dx 4+ ¥, dy) och (26) foljer.

For att utnyttja Neumannvillkoret parametriserar vi .S genom baglangden o. Vi
tar alltsa en parametrisering (z(t), y(t)) sa att hastighetsvektorn (&(¢), ¢(t)) pekar
i positiv rikting och har langd 1. Sedan galler

A(z(t),y(t) = (y(t), —2(t))
och darmed

/ UVVU -ndo = /(—\IJ\I/y de + WV, dy).
S S

Alltsa foljer (26) fran (27). O

Anmarkning 3.2 Sats 3.1 ar en positivitetsegenskap av —A eftersom —AV =
AV kan uppfattas som en egenvardesekvation. Satsen sager att egenvardena A ar
icke-negativa.

3.2 Helmholtzekvation pa skivan och Besselfunktioner

Eftersom vart huvudmal &r att 16sa (23) pa skivor &r det naturligt att anvénda
polara koordinater.

3.2.1 A i polara koordinater

For polara koordinater r, ¢ galler

T =7rcoso, y=rsine

d 0Ox 0 Gyg

— T 5 —cos¢>£+sin¢g
or  Ordz  Ordy ox dy

h
" 2—@g—i—@£——rsingbﬁ—ﬂ"cosgzﬁ2
dp  0p0xr 060y ox y

I matrisnotation
% B cos ¢ sin ¢
36 ) \ —rsing rcos¢

Rl
i
Jy
9 cos ¢ —%singf) 9
- () -(a8 ) (L)

Nu visar en direkt rakning
U Y 19 oV 10°0

92 "9y ror or P og
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3.2.2 Egenfunktioner

I polara koordinater skrivs Helmholtzekvationen

19 0¥ 10°0
;5 E—F?W—i_lﬂqj 0. (28)

For att ¥ = U(r, ¢) ar en funktion pa (en del av) planet maste
U(r,¢) = W(r,¢ + 2mm))

galla for alla heltal m.
Produktansatsen V(r, ¢) = R(r)®(¢) leder till

R 1R 1 "
4+ 4 E2=0
R + r R * r2 O
eller R” B o
T‘ E + TE 7‘2]{52 = —6 (29)
med vinkelvillkoret
O(r,¢) = O(r, ¢+ 2mm), m € Z. (30)

Bada sidor av (29) liknar en konstant v. Tillsammans ger ®” = v® och (30) att
v =-n?med n € Z och

®(¢p) = Acos(ng) + Bsin(ng).
For R far vi Besselekvationen
Rl + 1R, + (k*r* —n*)R, = 0.

Enligt hérledningen betraktar vi den for » > 0 och n € Z. Om R,(r) ar en
16sning sa loser

R, cos(ng), Ry, sin(no) (31)

Helmholtzekvationen (28). Eftersom R, (r) i allménheten bara dr definierad for
r > 0 kan det hinda att 16sningen (31) inte &r definierad i origo. Darfor kréver
vi dessutom att R, (r) tillater en kontinuerlig utvidgning i r = 0.

Studiet av Besselekvationen forenklas? genom koordinatbytet x = kr som ger
2?R'+ 2R + (2* —=n*)R=0 (32)

Som en ordindr andragradsekvation har (32) en allmén l6sning beror pa tva
parametrar. Man vet att en enparameterfamilj AJ, bara tillater kontinuerlig

284 blir vi av med spektralparametern k fran (23).
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utvidging i » = 0. Sadana funktioner kallas ocksa Besselfunktioner av forsta
slaget.

For att hitta ett element J,, i familjen borjar vi med ansatsen
T\ 21 e T\J
= (3) 2 3)

och far 4
B ad (—1)7 T\ 2n+j B
Jn(a:)—zj!(n+j>!(2) n=012.. ..

7=0
Vi sammanfattar de viktigaste egenskaperna:
e Efter kontinuerlig utvidgning géller Jy(0) =1, J1(0) = J2(0) =... =0.

e J, har odndligt manga positiva nollstéllen
O<jn1 <jn2<

som alla ar olika.

e Vi har

Om vi kréver Dirichletvillkoret ¥(1, ¢) = 0 far vi féljande 16sningar till (28):
ULl (r,¢) = Ju(jusr)cos(ng), n=0,1...,s=1,2,..., (33)
UI(r ¢) = Ju(jnsr)sin(ng), n=1,2,...,s=1,2,.... (34)

Alltsa far tva linjart oberoende funktioner W/ och WII till egenvirdena k = jys,
n > 1. For egenviardena k = jos, s =0, 1, ..., far vi en funktion Jy(josr).
Observera att Wl och U!I motsvarar samma egenvirde jys.

Vi sdger att tva reella funktioner u(z,y), v(z,y) pa skivan {z? + y* < 1} ar
ortogonala om ff$2+y2<1 u(x, y)v(z,y) dedy = 0.

Sats 3.3 Twa olika funktioner i (33), (34) dr ortogonala.

Bevis: Om ¥, och ¥, ar tva av dessa funktioner som motsvarar olika egenvéarden
Jj1 # jo berdknar vi

x2+y2<1 r24y2<1 z24+y2<1

15



= // \IflA\IIQ d&?d’y = jg // ‘111\112 dl’dy,
r24+y2<1 z24+y2<1

vad som ger [[ U, Wy dody = 0. Dessutom

2+y2<1

1 2p
// \I/fw\lffé drdy = / (Jn(jnsr))2 r dr/ cos(ng) sin(ng) d¢ = 0,
r24+y2<1 0 0

vad som avslutar beviset.

3.2.3 Egensvangingar av ett membran

Vi betraktar
AU — Uy = Ugy + Uyy — Uy =0, 2?4yt <1, (35)

med randvillkor
u(z,y,t) =0, 2*+y* =1 (36)

I poléara koordinater blir det
u(l,¢,t) =0

och vi far tva extravillkor for periodicitet och kontinuitet i origo:
u(r, ¢, t) = u(r, ¢+ 2m,t), u(r,¢,t) < oco.
Separationsansatsen u(r, ¢,t) = W(r,¢)T'(t) i (35)

AV _ T e
v T

Andra delen Ty, = —k*T ger

T(t) = Acos(kt) + Bsin(kt)
Som i (37) leder ansatsen ¥(r, ¢) = R(r)®(¢) till 16sningar

R, (Acos(ng) + Bsin(ng))
diar n € Z och R,, 16ser Besselekvationen

R+ R, + (K*r* —n*)R, = 0.

Eftersom R,, ar begransad nara r = 0 ar den en Besselfunktion av forsta slaget
CJ,(kr). Slutligen menar R, (1) = 0 att k£ maste tillhora J,:s nollstéllen

jn1<jn2<----

Totalt har vi hittat losningarna

Jn(jnf’r)Vinl <n¢)Vin2 (jnﬁw (37)

dar viny, ving ar cos eller sin.
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3.2.4 Serieutveckling

For en funktion u = u(z,y) definierad pa skivan x? + y* < 1 betraktar vi prob-
lemet att framstalla v genom en serie

DD Wl > 0> b WL (38)
n=0 s=1 n=1 s=1
Funktionalanalys lar oss att detta kan goras (for fornunftiga funktioner u) om
funktionerna W’ &r parvis ortogonala (se sats 3.3) och bildar en fullstéindig bas
till ett lampligt Hilbertrum. For bakgrunden om Hilbertrumteori och fullstadighet
av systemet {W WY hinvisar vi till kapitel 4 och avsnitt 5.9 i kursboken.

ns? S

Alltsa ar en entydig framstéllning (38) mojlig. Koefficienterna a,, b, ges genom

ffa:2+y2<1 U(l’, y)qj{zs(ajv y) dl‘dy
ff12+y2<1 |\Ij£s(m7 y) |2 d[L‘dy

I ffm2+y2<1 u(z, y)UlL(z, y) dedy (40)
ff12+y2<1 |\I/£é($, y) |2 dl‘dy
Anmairkning 3.4 a) Serieutveckling som ovan dr en generalisering av framstéllning
med avseende pa ortogonaler baser {vy,...,v.} av R¥. T sa fall definieras ortog-
onalitet med avseende pa skalarprodukten u - v. For en godtycklig vektor géller

ans

(39)

k
V- Uy V- Uy
v = E apv, med a,, = =

Up * Un ||Un||2

n=1

I vara formler spelar

(u, v) = / / et g) dedy

rollen av skalarprodukten.

b) Sinusutvecklingen i avsnitt 2.2 &r ett exempel for utveckling genom fullstandiga
ortogonalbaser.

3.2.5 Begynnelsevardesproblem

Nu vill vi 16sa (35) med randvillkor (36) och foreskrivna varden u(zx,y,0) =
uo(z,y) och u(z,y,0) = vo(x,y). For enkelhets skull antar vi vy = 0.
Som i foregaende avsnitt skriver vi

uo(2,y) = f: i Qs s + i f: bos WL,

n=0 s=1 n=1 s=1
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Eftersom vy = 0 anvénder vi bara cos(n¢)-termer och far 19sningen

i i ans\I/,Iw cos(ng) + Z Z bns\IJH cos(na).

n=0 s=1 n=1 s=1
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4 Forelasning 4: Fundamentallosningar

4.1 Elektrostatik

Vart mal ar att 1osa den 3-dimensionella Poissonekvationen
Au:uwx+uyy+uzz :g([E,y,Z) (41)

En fysikalisk tolkning &r att g(z,y,z) ar en laddning och w den motsvarande
potentialen.

For en isolerad laddning e i origo genererar kraftfaltet

e

E=E() = 3t
med r = (z,y.2), r = |r| = /22 4+ y? + z2. En potential till E & Newtonpoten-
tialen

G=Gr) ="

r
Man kollar ndmligen utan problem att

E=-VG.

Naturligtvis finns en 1-parameterfamilj potentialer G(r) + C. Bland dem ar G
den unika potentialen med

G(r) — 0, om r — oc.

Om laddningen sitter i punkten ry far man faltet

e
m(r — I'(]) = E(I‘ — ro)

och potentialen
e

= G(r —ry).
lr — rof ( 0)

For att inse att punktladdningar och deras potentialer uppfyller (41) behover vi
funktioner som representerar punktladdningar.

4.2 Impulsfunktioner

Impulsfunktioner &ar inte vanliga funktioner som ar definierade genom funktionsvérden
i alla punkter i R3. Vi konstruerar standardimpulsfunktionen (eller Diracfunk-
tionen) § som gransvérdet av

3
T(r)={ =& om r < €,
0 omr>e



Observera att vi har

/ / / r)dedydz = 1
R3

for alla € > 0. Eftersom vi deriverar egenskaper av  som gransvarde av egen-

skaper av T, far vi
/// d(r) dedydz = 1.
R3

/ / /R 5 r) dzdydz = (0)

for varje kontinuerlig funktion ¢(r

Allméannare vi far

Vi definierar impulsfunktionen 5r0 med enhetsimpuls i (r)y som gransvirdet av

T.(r —rg) och far
/ / / o (1) (x) ddydz = (xy).
R3

For impulsfunktionen ad,, med styrka a galler

///]R wol dxdydz—a///w v (1) o(r) dzdydz = p(xo).

Réakningar med Diracfunktioner genomfor man enligt foljande princip: En kon-
tinuerlig funktion f(r) &r kind om vi kdnner vardena

/ / 3 F(r)p(r) dedydz

for alla testfunktioner ¢(r), d.v.s. for alla glatta funktioner som férsvinner utanfor
en tillrackligt stor boll. Analogt kan man betrakta d-funktionen som den gener-
aliserade funktion som ger ¢(0) som evaluering for en testfunktion.

Nu uttrycker vi rakneoperationer genom integration efter multiplikation med test-
funktioner. Ett exempel ar z-derivatan: For en C'-funktion f géller

///R3 dxdydz-/ dy/ dz(/ —()w(r)dx) (42)
:/_Zdy/_Rdz(—/_Rf(r)g—i ) //Rsf ) dodyds

dar R > 0 &r sa stort att ¢ forsvinner utanfor {|z| < R} x {|y| < R} {|z| < R}.
Analogt far vi for d-funktionen

///Rg r) dzdydz = ///R3 8x r) dedydz = —¢,(0)

Alltsa ar @ den generaliserade funktion som ger ——‘5(0) som evaluering for en
testfunktlon ©.
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4.3 Newtonpotentialen

Sats 4.1 Newtonpotentialen Go(r) = = uppfyller

47rr

AGy = —6. (43)
Forst tolkar vi (43): For en C*-funktion u och en testfunktion ¢ géller

/// Au g drdydz = /// uAp drdydz. (44)
R3 RS

Detta foljer fran (42) och analoga identiteter for a% och %. Enligt (44) betyder

(43) att vi har
= /// Go Ay drdydz = lim /// Go Ap dxdydz
R3 €l0 |r|>e

for varje testfunktion ¢.

Bevis av Sats 4.1: For en fixerad testfunktion ¢ véaljer vi R > 0 sa stort att ¢
forsvinner utanfor {|r| < R}. For 0 < e < R giller

/// Go Ap drdydz
[r|>e
= /// Go Ay dxdydz — /// AGypdxdydz
e<|r|<R <|r|<R

= /// div (GoVy — ¢V Gy) dadydz
e<|r|<R

_ // Gow-ndS—// OV Gy - ndS
|r|=e |r|=¢

= [.—1II.

Tredje likheten foljer fran Gauss’ divergenssats och n ar den normalvektor pa
sfaren {|r| = €} som har ldngd 1 och pekar mot origo.

Eftersom

// GoVy-ndS = o /// div(V) dxdydz = —/// Ap drdydz
|r|=e e |r|<e Ir|<e
4_ 3
|Ap| dedydz < —me’ max |Ayp|
Ir|<e 3 R3

far vi I, — 0 for € | 0.
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Vi beraknar

1 1 r 1
VGo = VM I L VGo-n= (_47rr3) v (_;) 42’

Eftersom area({r = 1}) = + och ¢ ar kontinuerlig
I, ds = d
T 4z //r| pdS = 4r //|r 1 5 —¢(0).

4.4 Poissonekvationen i hela rummet

Vi antar att g(z,y, 2) ar en C?-funktion som forsvinner utanfor en tillrickligt stor
boll. Vi vill 16sa Poissonekvationen

Au(z,y,2) = g(2,y,2) (45)
med en funktion u(z,y, z) sadan att
u(z,y,z) >0 om r = |(z,y,2)|] = 00 (46)

For tva funktioner f(r) och h(r) definierar vi faltningen

(f # B)(r / / [ 1)t = vy o'y - / / [ 1= n) s

Observera att
(g*0)(r /// O(r — 1) dx'dy'dz' = g(r)
R3

Faltning av (43) ger
g(r) = (g+0)(r) = =(g* AGy)(r) = —=A(g * Go)(r).

Har foljer sista likheten fran

(f “oe) @ = 570 (@7

och analoga identiteter for = och 2. Hogerledet i (47) ér

// fI' 1 +(€’O’O)_r)_h(r_r)dx’dg/dz’
]Rd

lg% - // g f(r +(6,0,0) — ') — h(r — 1)) do'dy'd=’
- g{ge((f*h)( F(60,0)) — (f <))
s,
- =Ly

Sammanfattat har bevisat en del av foljande
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Sats 4.2 Om g(x,y,2) dr en C?-funktion som forsvinner utanfor en tillrickligt
stor boll sd dr faltningen —g * G C?-glatt och uppfyller (45) och (46).

Bevis: Det stannar att kolla (46). Eftersom g¢(z,y,2) forsvinner utanfér en
tillrackligt stor boll Br(0) géller

K= max |g(z,y,2)|= max |g(z,y,2)| <oo
(z,y,2)€R3 (z,y,2)€BR(0)

For |(x,y,2)| > R far vi

K
—g*Go(z,y,2)| < — 0
= 9xGolvw,2)l < Com ST= R

om |(x,y, z)| — oo vad som medfor (46) O

4.5 Poissonekvationen pa bollen

Pa enhetsbollen
B=A{r:|r| <1}

med rand
S={r:|r| =1}
betraktar vi Poissonekvationen
Au(z,y,2) = g(v,y,2), (v,y,2) € B (48)
med randvillkoret
U(l’,y,Z) IUO(SL',y,Z), (3773/72) € S (49>

I det homogena fallet g(x,y, z) = 0 kan 16sningen uttryckas genom integralformeln

u(r) = / /S Pe,x Yuo(r) dr’ (50)

med Poissonkarnan e
1 1—|r
Pror)=——"—.
(x,r) 47 v/ —r|?

I det inhomogena fallet antar vi att g(z,y, z) ar C*-glatt i en omgivning {r < 1+¢}
av BUS. Efter multiplikation med en lamplig funktion kan vi dessvidare anta
att g(x,y, z) forsvinner for r > 1 4+ €. Sats 4.2 ger en funktion v(z,y, z) som
uppfyller

Av(z,y,z) = g(z,y, 2)
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pa hela rummet. For att korrigera randvillkoren 16ser vi problemet

Aw(z,y,z) =0 om (z,y,2) €B
W(Qf,y, Z) = UO(xaya Z) - U(Ilf,y, Z) om (xaya Z) S

m.h.a. (50) och far 16sningen till (48), (49) som
u(z,y, 2) = v(z,y,2) + w(z,y,2).

Anmairkning 4.3 Problemet (48), (49) &r inte bara lésbart for bollar. Redan
for begrinsade omraden med glatt rand blir beviset betydligt svarare eftersom
en explicit 16sning till det homogena problemet som (50) saknas.
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5 Forelasning 5: Variationskalkyl

5.1 Brachistochronproblemet

Ar 1696 betraktade Johan Bernoulli foljande problem: en partikel med massa m
glider friktionsfritt fran en punkt A = (a, 1) till en punkt B = (b,y;) inom det
vertikala z, y-planet. Vi antar att tyngdkraften verkar i riktningen av y-axeln
(den pekar alltsa nedat!), att a < b, yo < y; och att partikeln startar fran vila.
Problemet &r att hitta den deriverbara kurva y(z) sadan att partikeln behéver
den kortaste mojliga tiden.

Kurvans baglangdselement &r

= \/de

och dess hastighet ar

_ ds
v = E
Eftersom energin
mu?
PR

ar konstant och lika med —mgyy for x = 0 vi far

= — =mg(y — )

och falltiden fran A till B blir

/TBdt /B ds 1 /b\/T(y/)?d
= = — = T
Ty AU \/% a vY — Yo

Vi kan anta yo = 0 och har att hitta kurvan y(z) sadan att integralen

- [

blir minimal.

5.2 Variationsproblem

For en C2-funktion F = F(z,q,p) betraktar vi integralen

IszF@Mmy@Mx
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som en funktional pa mangden C!([a,b]), d.v.s. som en avbildning
I:C'(Ja,b])) — R
y — I[y].

Malet ar att hitta extremalfunktioner, d.v.s. funktioner som minimerar eller
maximerar [[y]. Ofta ldgger vi till randvillkor som

y(a) =yo, y(b) =y (51)

i brachistochronproblemet.

5.3 Euler-Lagrange-ekvationen

For en given funktion y = y(x) betraktar vi en 1-parameter-variation

y(z, @) = y(x) + an(z) (52)

dar vi uppfattar n(z) € C*([a, b]) som en storning. Om randvillkoret (51) géller
kraver vi att

n(a) =0, n(b) = 0. (53)
Om y extremerar I[y] sa &r a = 0 ett lokalt extremum av funktionen a
I[y(z) + an(x)] och for dess derivata galler

d

dal,_, Iy(z) + an(z)] = 0. (54)
En stationdr funktion &r en funktion y sadan att (53) géller for alla storningar 7.

Anmarkning 5.1 Vi har sett att varje extremalfunktion &ar stationar. Omvénd-
ningen galler inte. Situationen ar analog till kritiska punkter av en funktion. De
kan ocksa vara sadelpunkter.

Vid forsta 6gonkastet verkar det vara mycket komplicerat att verifiera (54) for
alla tillatna storningar ty de variera inom ett vektorrum av oédndlig dimension.
Anda visar foljande sats att det réacker att kolla en differentialekvation som inte
beror pa n!

Sats 5.2 Vi betraktar en funktional I[y] med randvillkoren (51). Dd dr en C*-
funktion y = y(x) stationdr om och endast om Euler-Lagrange-ekvationen

d
Fq(l‘7yay/) - @Fp(xai%y,) =0 (55)
galler.
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Hogersidan av (55) ar en funktion i . Andra termen blir

LRy, y(a), 4/ ()

= Fu(z,y(@),y'(2)) + ¥ (2) Fpg(z, y(2),y'(2)) + y" (@) Fyp(@, y(2), ¥ (2)).
Ett utforligare sitt att skriva (55) ar alltsa
F,—F,—yF,,—y"F,,=0.
Den ar en ordinar andragradsdifferentialekvation.

Anmarkning 5.3 Ilitteraturen betecknar man ofta de oberoende variablerna av
F med z, y och y'. Det betyder att man anvinder y och 3’ bade som oberoende
variabler i I’ och som symboler for en okand funktion och dess derivata. T.ex. blir
Euler-Lagrange-ekvationen till

d
Fy — EFyl - 0

Senare ska vi ocksa anvanda denna forkortning.

Bevis av sats 5.2: For en storning 7 med (53) ger partiell integration

= (@) + anfa)
- = / F(z,y(z) + an(z),y' () + o (z)) de

F(z,y(z) + an(z), y'(x) + on'(x)) da

_ /bi
Bl a daa:O

b
= / (Fy(z,y, 9y )n+ Fplx,y,y')n) do

’ / d /
= / (Fq($7y7y)_ﬁFp(l‘?yay))ndaj

Om y(x) uppfyller (55) sa férsvinner %}azo Iy(z) + an(z)] for varje n. Om y(z)
ar stationér foljer (55) fran variationskalkylens huvudlemma.

Lemma 5.4 Om f(x) dr kontinuerlig pa |a,b] och

b
| st ds =0
galler for varje funktion n € C*(|a,b]) med n(a) = n(b) =0 sd ar f konstant 0.
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Bevis: Om f(z9) # 01ien xy € (a,b) sa finns € > 0 sadant att a < zg — € <
xo+ € < boch f(x) inte byter tecken i (zg — €,z + €). Om en funktion n(z) >0
ar positiv i zg och 0 utanfor (xg — €, ¢ + €) sa foljer

b
[ s ds 2o

Beviset ar klart. O

5.4 Forsta integraler

I manga tilliampningar (som brachistochronen) beror F' inte explicit pa z, d.v.s.

F=F(q,p).

I sa fall ar
E(p,q) = F(p,q) — pF,(p, q)

en forsta integral av Euler-Lagrange-ekvationen, d.v.s. att

%(F (1, v) =¥ Fo(y, %))

= Y Fy.y) +y"EWwy) =y Fu ) — ) Foyy) = ¥y Fp(y. y)
d
=y (Fq(y, )= 5. y’))
=0
géller for varje 16sning y = y(x).
For att bestdmma den allménna losningen far vi foljande strategi:

a) Skriv om E(y,y') = c for att fa
dy _ ., _
=¥ =fy0).
b) Fran dz = dy/f(y) far vi en ekvation

a::/dx:/dy/f(y,c)+d

som vi loser for y. Observera att vi far tva integrationskonstanter ¢, d.

Exempel 5.5 For brachistochronen far vi

142 e ]
Flq,p) = . , E(q,p) = . Va@+p) Va0 +p2)
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Fran E(u,u') = ¢ far viy = 2y och

1
2 (1+(y')?

d 1 d
g T gy
dx 2y 1 _q

yd
c\/_y_Jri/ TdT.

/\/ﬁ‘d /\/1—7 2

Substitutionen 7 = sin?#, dr = 2sin 6 cos § = sin 20 ger

/ T dT:2/Smecos@sin@d@zQ/sirP@dG
1—17 cos

in 2
:/(1—c0320)d0:6’—sm f

sin 26
az—cz (9— 5 )—i—d

T sin 0 1—00829
y==>%5= 2 902

c c
Med A = 55, ¢ = 20 far vi
x=A(p—sing)+d, y=A(1l — cos ¢),

vad som ar brachistochronens standardframstallning.

= zcz=d+

+d

Alltsa far vi

och

5.5 Generaliseringar
5.5.1 Flera envariabelfunktioner

For en funktion
F(I7QIJ"‘)QN7PI )pN>

soker vi stationira funktioner y(z) = (y1(x),...,yn(7)) med virden i RY till
funktionalen

Iie . yn] = / Fla,y(@), .., yn(@), 4 (@), ...yl (z)) da.

Om y:s virden i a och b ar foreskrivna visar man som forut att y(x) ar stationér
om och endast om systemet

d
qu(xayay,) - %ij(xvyay/) =0

galler for j =1,... N och a < x < b.
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5.5.2 Flera oberoende variabler

For en funktion
F(x,y,q,p1,p2)

soker vi stationédra funktioner u(z,y) till funktionalen

Iu] = // F(x,y,u,uy, u,) dedy
D

dar D ar ett begransat omrade i R? med glatt rand S. Om w:s randvarde pa S ar
foreskrivna sa ar u stationdr om och endast om den partiella differentialekvationen

F,— —F, (z,y,u,uy, uy) — —Fp, (2, y, u, uy, uy) =0

ox oy
giller for (z,y) € D. Utforligare blir t.ex. andra termen

o

8ZE pP1 (ZE, y7ua umauy) = Fxpl(l‘yya uyuxvuy) + uxqul(:L‘7ya uyuxvuy)

+ ux‘TFPlPl (:C7 Y, U, Ug, uy) + uwprlpg (-T7 Y, Uy Uy, 'U,y).

Euler-Lagrange-ekvationen ar ett medel att harleda fysikaliskt relevanta differen-
tialekvationer.

Exempel 5.6 For

1
F = F(plap?) = 5 (p% +p§) ) Fp1 = D1, sz = P2
blir
F, =0, (‘9_pr1 (@, Y, w, Ug, Uy) = Ugy, 8—pr2(x,y,u,uz,uy) = Uyy.

Alltsa ar Euler-Lagrange-ekvationen ekvivalent med Laplaceekvationen

Ugg + Uyy = 0.
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