MTO059G Egmont Porten
Hallfasthetsldra med partiella differentialekvationer

Inlamningsuppgifter I

1. Visa att
a) In+/22 + y? l6ser Laplaceekvationen pa R*\{(0,0)}.
b) \/% 16ser Laplaceekvationen pa R3*\{(0,0)},

224 y2 422

c) t+22/2 och e=**/(4) /(2\/7t) 16ser virmeledningsekvationen for ¢ > 0.

2. Vi betraktar den homogena vagekvationen

Hu = up —uy =0 (1)
pa hela planet R2.
a) Bestdm funktionen U(x,t) som d’Alemberts formel ger f6r begynnelsevirdena

[ 1 om |z| <1,
Uo(x)—{ 0 om |z| > 1.

och begynnelsehastigheten Vy(x) = 0. Bekréafta att U bara antar édndligt manga
varden och skissera virdemangderna. Beskriv virdeméngderna ocksa i koordina-
terna{ =z +t, n=x—1.

b) Lat u(z,t) vara en C%-glatt 16sning av (1) och op(x,t) en C3-glatt funktion som
forsvinner utanfor en kvadrat

Qr = {|z[ < R, [t| < R}.

Bevisa att
// u(z,t) Dy(z,t) dedy = 0. (2)
R2

Tips: Partiell integration m.a.p. x och .

Anméirkning: I foreldsning 5 ska vi bevisa omvindningen: Om (2) géller for
alla p(z,t) som forsvinner utanfor en tillrdckligt stor kvadrat @, s& uppfyller u
vagekvationen. Alltsa dr (2) ett ekvivalent séitt att verifiera (1). Fordelen av (2)
ar att den ocksa kan kollas for funktioner u som inte dr C.

c) Bevisa att U(z,t) uppfyller (2) for varje C2-glatt funktion o(x,t) som forsvin-
ner utanfor en tillrackligt stor kvadrat @,.

Tips: En mojlighet ar att skriva U pa formen ¢(&) + h(n) och att att berdkna
integralen efter variabelbyte till £, n. I alla fall borde man ta hé&nsyn till U:s
viardemangder.

Lycka till!



