MTO059G Egmont Porten
Hallfasthetsldra med partiella differentialekvationer

Inlamningsuppgifter 11

1. Lat

vara den 6ppna bollen med centrum i (Z,y, 2) och radie r > 0.

a) I foreldsningen diskuteras integralformeln f6r harmoniska funktioner pa en-
hetsbollen B;(0) C R®. Hur forenklas formeln om vi skriver u(0) som integral?
Hérled en motsvarande formel for bollen B,.(0) med godtycklig radie och slutligen
for bollar B, (Z, 9, 2) med godtycklig radie och godtyckligt centrum.

Tips: Funktionsvirdet ar bollens centrum &r integralen 6ver bollens rand de-
viderad med randens yta. Man kan tolka det som funktionens medelvirde pa
randen.

b) Lat u vara harmonisk i B, .(%,9, 2). Visa att

~

min u(z,y,2) <u(z,y,2) < max u(z,y, z)

($7y7z)eaB7(i7yA72) (x7y7z)eaB7(£7g72)

c) Lat u vara som i (b) och antag dessutom att

W g,2) = - omax @y 2)

Visa att u &r konstant pa B,(Z,7, 2).
d) Lat u vara harmonisk pd D = B,(%,9,2) och kontinuerlig pa avslutningen
D =DU0dD. Visa att

min _ u(z,y,2) <u(r,y,2) < max wu(z,y,z)

(w,y,2)€0D (z,y,2)€0D
galler for alla (2/,y/, 2') € B,(,9, 2).

Tips: For att fa en motségelse antar vi att uppskattningen inte géller. Betrakta
forst fallet att det finn en punkt (z/,y/, 2’) sadan att
u(@',y',2) > max wu(w,y,2).
@y, 2) > max u(zy,2)
Lat (zo,y0,20) € B.(%,7,2) vara en punkt dir funktionsvirdet u(z,y,z) blir
maximalt. Visa m.h.a. (c) att w dr konstant pa varje boll i D med centrum i

(20, Yo, 20). Hérled existensen av en punkt pa randen déar u &r lika med w(zo, yo, 20)-
Varfor ar det en motsagelse?

Forklara kort vad man gér om det finns en punkt med

uw(x',y', ) < (x,y%%gap u(z,y, 2).



2. a) Bestdm Eulerekvationen for
F(z,p) =a"p*, n=12,...,
och hitta de stationdra funktionerna.
b) Bestam forsta integralen E(q,p) = F(q,p) — pF,(q,p) for
F(q,p) = qv1—p?

och tillimpar metoden fran foreldsning 5, s. 13-14, for att berdkna de stationéra
funktionerna.

Tips: I (b) hjilper inversa trigonometriska substitutioner. Information hittar
man i Adams, Essex: Calculus, avsnitt 6.3.

Lycka till!



