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1 Differentialkalkyl

1.1 Punkter i R?, R?

Y2

Yyr T

Y 1~

Enligt Pytagoras’ lag ar

\/(1’2 —21)% + (Y1 = 12)?

avstandet mellan (z1,y;) =
P1 och (.132,3/2) = PQ.

Lo — X1



Méngderna

De(zo,90) = {(z,9) € R*: /(& —20)* + (y = 90)* < €}
(Plow) = (o) B V=P =P < )

kallas den 6ppna (slutna) skivan med centrum (zg, yo) och radie € (e > 0).

Med |(z,y)| betecknas avstandet y/z? + y? mellan (x,y) och origo.

R3: o
($o, Yo, Zo)
20T ’
|
|
|
| Yo
| ,
Ly
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ToFA---4------- 1
avstand
. \/(331 —29)?2+ (1 — y2)? + (21 — 22)?
For e > 0,

Bi(zo.n,z0) = {(@.9,2) €R': V/lw a0l + (y— o + (- — ) < ¢}
(Bwown ) = {(e,9.2) € R : Vo =2 + (y— )’ + 2 — 20/ < &},

det 6ppna (slutna) klotet kring (x¢, 30, z0) med radie e.

En mingd U C R? (R?) kallas éppen om det finns, fér varje punkt P € U, en
oppen skiva (klot) kring P (med positiv radie) som dr en delméngd av U.



Exempel:

a) D(wo,yo) &r Gppen.

NS

Dc(z0,yo) ar inte Oppen, ty det inte finns en skiva f6r punkterna (z,y) med
2 .2
T+ Yyt =€

b) {y > 0} &r 6ppen.

{y > 0} &r inte Oppen, ty det inte finns en skiva for punkterna (z,0).

¢) Den tomma méngden () &r 6ppen.

1.2 Funktioner av flera variabler

Definition: En funktion f(z,y) ar en avbildning som avbilder varje punkt (x, y)
av en viss mangd D(f) pa ett unikt tal f(x,y). Mangden D(f) kallas f:s defini-
tionsméangd.



Exempel:

a) f(z,y) =2y, D(f)=R2 *

Grafen z = 2y 2 0
ar ett plan i R3.

b) f(z,y) = 2> + ¢ D(f) = R

QGrafen ar en
rotations-
paraboloid.

c) flz,y) =v9—a?—y>
Uttrycket under roten blir negativt om 22 + y? > 9, d.v.s. /22 + 42 > 3.

Alltsa ar
D(f) =A{(z,y) e R® : /a2 + 42 = |(z,y)| <3},

den slutna skivan av radie 3 kring origo.

Nivakurvan till niva C' dr méngden f(z,y) = C (i andra ord {(z,y) € D(f) :
fx,y) = C}).



I ovanstaende exempel:

a) 2y = C' < y = (/2. Nivakurvan ar en linje som &r parallell med z-axeln och
skir y-axeln i C/2.

b) 22+ 4> =C < /22 + 32 =+/C (om C > 0)). Fér C > 0 ér nivakurvan en
krets med centrum i origo och radie C'.

For C < 0 ar nivakurvan tom.

c) /9 — x? — y? = C har ingen 16sning om C' < 0. Om C' > 0 &r det ekvivalent
till 22 +y? = 9 — C?. Det ér bara 16sbart om C < 3.

Om 0 < C < 3 #r nivakurvan /22 + y2 = /9 — C?, alltsa kretsen kring
origo med radie v/9 — C?. Annars ar nivakurvan tom.

Forresten kan vi ocksa rita grafen till f(x,y) = /9 — 22 —y?. Om vi sétter
z = f(x,y), s& giller 2% + 3> + 22 = 9. Alltsa ligger (z,y, 2) pa randen av klotet
VaZ+y? 4+ 22 < 3.




1.3 Kontinuitet

1 variabel: f(z) kontinuerlig om f:s graf inte har nagra sprangstéllen

Y )
ol T~—_o
x x
kontinuerlig ej kontinuerlig

Nérmare taget ar f(z) kontinuerlig i zg om lim f(x) = f(zo).
T—rT0

2 variabler: Lat f vara definierad pa en 6ppen méngd D(f) C R? och (zg,yo) €
D(f). f(z,y) ségs vara kontinuerlig i (zo, yo) om lim  f(z,y) = f(xo,%0)-

(#,y)=(20,y0)

(x,y) — (z0,y0) betyder att
xr — x9 och y — yo géller

samtidigt.
g ;o% y@




Exempel:

a) f(x,y) = —xy? ar kontinuerlig i varje (zg, o) € R

ty:
lim (—23?) = — lim x lim 3>
(z,y)—(z0,y0) T—=TO  YHYo
= —$oy(2)

Ovning: Rita grafen!

P4 ett liknande sétt bevisar man att alla polynom i tvé variabler (t.ex. 4a?y? —
3zy + y* — 7) ér kontinuerliga pa hela planet.

1, <0 z
L(o, 0,1)
enkelt: f kontinuerlig i alla /
0, Yo, 0
(x,y) sddana att 29 #0 = —— -------- Z _.E %> Yo, )ﬁ

Vi visar att f(z,y) ar diskontinuerlig i varje punkt (0,y0): Vi later (z,y)
strava mot (0, yo) pa ett sdrskilt siatt, ndmligen

{x—)O— (eller z 1 0)
Y=Y

hI(I]l f(x,y0) =0 h%l 0# 1= f(0,y9) = f diskontinuerlig i (0, yo).
x—0— z—0—



1.4 Partiella derivator

2

Hur snabbt véxer f(z,y) = 2°sin(y) i -riktning i punkten (2, Z)?

e Vi haller y konstant = 7 y
och betraktar g(z) = f(z, %) = 2. 2.1
)5
e Derivera g(z)ix=2: ¢'(2) = 4. * ®

Vi kan skriva resultatet som grénsvérde

g(2+h) —g(2)

/ o .
g'(2) = lim
h#0

_ y JRERD SO

h£0

Analogt kan vi ocksé derivera i y-riktning. D& betraktar vi h(y) = f(2,y) =
4sin(y) och far h'(5) = 4cos(5) = 0.

Ovan har vi bestamt partiella derivator i en sérskild punkt. Nu later vi f(z,y)
vara en funktion med 6ppen definitionsméangd D(f) och deriverar for varje (z,y) €

D(f).

a ) h’? - J- U?

h#0
" . Of : . . . : .
I stéllet for 2 den partiella derivatan med avseende pa x, skriver vi ocksa
x
fx(xv y) eller fl (l’, y) (Adams)

For g—f skriver vi ocksa f,(z,y) eller fo(z,y).
)



De flesta partiella derivatorna kan berdknas m.h.a. foljande regel.

Regel: For att bestamma , behandla y som en konstant och derivera med

o

avseende pa x!

Exempel: f(z,y) = exp(z® + y?) + v.

0
a—i(:r,y) = 2zexp(z® +y?),

9,0y = 2z exp(z”® +y°) + 1.

I tre variabler haller vi bade y och z fasta for att bestimma —

ox’

Exempel: f(z,y) = 2%y32 — v’z + 2.

0

8—£(I,y, z) = 2xy’z— o7
%<x7yv Z) = 3I2y22 - Qxyu
of

&(:c,y,z) = 2%+ 1.

1.5 Hogre derivator

Lat f(x,y) vara definierad pa en éppen méngd D(f). Om % existerar ocksa i

varje (x,y) € D(f), sa kan vi soka de partiella derivatorna till %. De betecknas

2 () 21,

dx \ox ) — 0a?
o (of\  O*f B

Analogt infor vi f,, och f,,.



Exempel: f(z,y) = x?sin(y), D(f) = R% Vi far ? = 2xsin(y) som &r
x

definierad pa R2. Alltsa

o (o0f :

I (%) = 2sin(y), ay

Analogt f, = 22 cos(y), fuy = 22 cos(y), fyy = —2*sin(y).

(20 et

Nu forvantar man sig att f,, = f,, ar en allmén regel, men man maste vara lite
forsiktig.

Sats: of of f of
A 9r 95 9J
ntag att Ox’ Oy’ 0xdy’ OyOx
U C R2. Da giller

existerar och ar kontinuerliga pa en 6ppen mangd

o*f B 0*f
Oydx ~ 0xOy
ialla (z,y) € U.
Vi kan fortsédtter och definiera fyye, foey, -..av tredje och hogre ordningen.

Ovanstaende sats generaliseras.

Sats:
Antag att alla partiella derivator upp till ordning n &ar kontinuerliga pa en 6ppen
mingd U C R2 Da spelar ordningsféljden av derivatorna ingen roll.

Exempel:

a) For n = 3 ger satsen fiuy = foye = fyaa-

b) Ett polynom é&r en éndlig summa av termer az"y™, t.ex. z%y® — vy + 2% — 3.
For polynom ér alla partiella derivator kontinuerliga pa R? och satsen géller.

10



1.6 Kedjeregeln
Lat U C R? vara oppen, f : U — R en funktion med kontinuerliga derivator

fz, fy pa U och lat (u(t),v(t)), a < t < b vara en kurva i U med kontinuerlig
hastighetsvektor (u/(t),v'(t)).

(ult), v(y)) /

~—

Alltsa ar g(t) = f((u(t),v(t)) en funktion fran (a,b) till R.

Kedjeregln: ¢(¢) har en kontinuerlig derivata som berdknas enligt

Vi kallar Vf = (f,, f,) gradienten av f. Vf = Vf(z,y) dr en funktion som
avbildar varje punkt (z,y) pa vektorn (f.(z,y), fy(z,v)).

-

Om h(t) = (u/(t),'(t)) betecknar hastighetsvektorn, si blir (K)

(1) = S F(ult),v(6)) =V (u(0), o(0) - (1),

Exempel: Vi betraktar f(z,y) = 2%y och (u(t),v(t)) = (¢,2t) = t(1,2). Efter-
som Vf(x,y) = (2xy, 22) och h(t) = (1,2) far vi

L p(ult). o) = VI (2.2) - (1,2) = (42, - (1,2) = 02

11



1.7 Riktningsderivator

Lat v = (vy,v2) vara en vektor. Vi vill bestdmma tillskottet av f(z,y) om vi
16per med konstant hastighet ¥ genom en punkt (zg,yo). Alltsé 16per vi langs
(xo + tvy, yo + tve) och tillskottet ar

d
—_ t:Of(l’o + t’Ul, Yo + tUQ)

= V/[(zo,y) - (v1,v2) = Vf(20,%) U

Vi kallar

f:s riktningsderivata i punkten (z,y) och riktningen .

Exempel: For f(z,y) 2y och riktning ¥ = (1,2) dr riktningsderivatan

Diany f(z,1) — (2,29 - (1,2) = 22y + 2%).

Geometrisk tolkning av V f:

Vi antar f, f,, f, kontinuerliga och véljer (x¢,yo) sadan att V f(xo,y0) # (0,0).
Vi betraktar alla riktningsvektorer ¥ med lingd 1 (d.v.s v? +v3 = 1).

Man kan visa att V f(zo, yo) har samma
riktning som den enhetsvektor ¢ for

vilken Dy blir storst. \ Y f (0, o)

12



Vidare kan man bevisa att nivakurvan
genom (zg, o) ar "glatt" och att gradi-

enten ar vinkelrdt mot nivakurvan.

f(a?,y) = f(xo,yo)

nivakurvor

vr)

Exempel: f(z,y) = (z +y)* = 2> + 22y + y*, Vf(z,y) = 2(z + y,2 + ).

(2,2)

y=-—x

y=—-x—1 y=—x+1

13



2 Extrema

2.1 Linjar approximation

1 variabel:

zo+h
fao+h) = flao)+ / f(t)dt

Zo

xo+h zo+h
= flwo) + / £(z0) + / () = f(o)) dt

Zo zo

= flzo) + f(xo) B+ Ei(h)
——

-~

linjar approximation fel

1
i) .ZU()"—h T

_

h
Med x = xg + h far vi som linjar approximation
f(@) ~ f(zo) + f'(x0) - (x — 70)

For felet Ey(h) galler till och med Ei(h)/h — 0 for h — 0. (Det &r mer &n
Ey(h) — 0 for h — 0!)

14



2 variabler:
Antag att f, f,, f, dr kontinuerliga néra (xo, yo).
linjar approximation

flwo+h,yo +k) = jf(xo, Yo) + fo(x0,y0)h + fy (o, yo)lg"‘El(h, k)

eller

f(z,y) = f(@o,y0) + folmo,y0)(® — 20) + [y (20, y0) (¥ — v0) + Er(x — 20,y — yo)

med x =x9+ h, y =yo + k.

. 2= fl@wo,yo) + f i(fy()(’:c@/()o,);f)(_y?)lfo)
2= f(z,y) ’
(:co,.yo) (x()? " f(xo’ yO))

e Grafen av den linjara approximationen &r tangentplanet till grafen z =
f(z,y) i punkten (xq, yo).

o For felet géller
E(h, k)

NEw

— 0, h,k — 0.

Lite kortare skrivs den linjara approximationen som

f(xo,y0) + Vf(zo,90) - (x — 20,y — ¥0)-

15



Exempel: Approximera f(z,y) = z* + y*i (0,0) och (—1,1).

Vf(xz,y) = 2(x,y). Den linjara approximationen i (0,0) &ar konstant 0, och i
(—1,1) far vi

2, (2)(r—x) + 2 (y—w)
f(=11) fa(—1,1) fy(_l’l)

2.2 Maxima, minima

En punkt (zg,y0) € D(f) kallas lokalt maximum om det finns ett € > 0 sadant
att f(z,y) < f(zo,yo) giller for alla (z,y) € D(f) som uppfyller /x2 + y2 < e.

(x0,90) € D(f) ér ett globalt maximum om f(z,y) < f(zo,y0) géller for alla
(z,y) € D(f).

Exempel:
a) f(z,y) = —2? — y* har ett globalt maximum i (0,0).

b) f(z,y) = (z+2)(x +1)(z — 1)(x — 2) har i (0,y) lokala maxima som inte &r
globala.

z=(x+2)(z+1)(x—1)(z—2)

Analogt definierar man minima. Ett extremum &r en punkt som &r ett maximum
eller ett minimum.

Vara resultat om linjar approximation ger ett forsta kriterium for lokala extrema.

16



Sats: Antag att f, f, och f, &r kontinuerliga pa en &ppen méngd U. Om
(x0,Y0) € U &r ett lokalt extremum sa géller

V f(xo,y0) = (fx(xo,yo)afy($0,y0>) = (0,0).

Satsen hjélper att hitta kandidater for extrema.

Exempel: Var kan f(x,y) ha extrema for
a) f(z,y) =3x? —xy + 3y*.

Eftersom f,(x,y) = 6z —vy, f,(z,y) = 6y —z giller V f(x,y) = (0,0) precis
i (0,0). (Senare: (0,0) &r minimum.)

b) fz,y) =2 -y

folw,y) = 2z, fy(z,y) = =2y och Vf(z,y) = (0,0) <= (z,y) = (0,0).
Men (0,0) &r inte ett lokalt extremum eftersom f(x,y) blir bade positiv
och negativ néra (0,0).

En punkt som uppfyller Vf(z,y) = (0,0) kallas for kritisk punkt. En kritisk
punkt som inte dr ett lokalt extremum kallas sadelpunkt (t.ex. (0,0) i foregdende
exempel).

Sista satsen kan ocksa anviandas for att utesluta extrema.

Exempel: Har f(x,y) = e + y? lokala extrema?

Eftersom f,(x,y) = e* aldrig blir noll kommer V f(x,y) inte heller att bli noll.
Det visar att f har inga extrema.

17



2.3 Kvadratisk approximation

kvadr. appr.

1 variabel: Y

f(x) = f'(x0) (7 — 20)
+5." (o) (x — x0)?
om x ~ .

Zo T
linjar appr.
2 variabler:

f(x,y) = f(wo,y0) + falzo,v0) (@ — x0) + fy(z0,90) (¥ — Yo)
+%fm($07 Yo)(z — xo)Q + fxy(xm Yo)(z — 20)(y — yo) + %fyy(%, Yo)(y — y0)2
+E2(x7y>

Anmairkning: Den kvadratiska approximationen ar palitlig om alla derivator
upp till ordning 2 &r kontinuerliga néra (xg, o). Da géller

E2(x7y)
(z —10)% + (y — %0)?

— OJ (I‘,y) - (5’307%)-

2.4 Tillrackliga villkor for lokala extrema

Antag
e f, fu, ..., [y kontinuerliga pa en 6ppen U C R?.

e [ punkten (z,yo) € U géller V f(zo,y0) = (0,0)
(d.v.s. (zg,yo) kritisk punkt av f).

18



Alltsa foljer néra (xg,yo) att f(x,y) = f(xo,y0) + Q(z,y) dar

Qr,y) = M@ — 3)* + Jay(Z0, yo)(x — 20) (Y — Yo)

fyy(xm yO)
+nlZos) ,

- 90)2-

Vi infér Hessematrisen H = H (x,yo) = (ﬁngio, ?;0; ?cygo,zo;)
zy\+0, YO yy\L0, Y0

Fall 1: det(H) > 0 och for(xo,y0) >0
= (0, o) lokalt minimum

W

(xo, Yo, f (o, yo))

(9307 Yo, f(f)?o, yo))

Fall 2: det(H) > 0 och for(xo,y0) <O
= (20, o) lokalt maximum

Fall 3: det(H) <0
= (o, Yo) sadelpunkt

Néra (zo,yo) finns bade punkter

(x,y) med f(x,y) < f(2o,y0) och
(.T, y) med f<x>y) > f(x07y0)-
(ﬁoa Yo, f(%, yo))

Fall 4: Om det(H) = 0 kan (zo,yo) vara ett extremum eller en sadelpunkt

19



Anmairkning: I fall 1 &r (xg, o) till och med ett starkt lokalt minimum, d.v.s.
att f(z,y) > f(xo,y0) géller for alla (z,y) som é&r tillréckligt néra (z¢,yo) men
skilda fran (zo, yo).

Analogt for fall 2.

Exempel:
a) f(z,y) =3x? — 3xy + 3y>.

Har redan sett att (0,0) &r den enda kritiska punlten. f..(z,y) = 6,
facy(l‘7y) - _17 fyy(m7y) =06

— H(0,0) = _61 _61) det(H) =35>0
— (0,0) lokalt minimum

b) f(z,y) = 2? — 3> (0,0) kritisk.

H= ( (2) _02 ), det(H) =—-4<0 — (0,0) sadelpunkt
c) flz,y) = 22+y*. (0,0) kritisk och minimum. Men kriteriet kan inte anviindas
eftersom
H = 20 det(H) =0
“\oo) =0

d) f(z,y) = 2* —y*. (0,0) kritisk och sadelpunkt. Kriteriet kan dock inte
anvandas.

2.5 Extrema med bivillkor

Amne: att hitta extrema pé skivor, trianglar,... dér vi tillater punkterna pa
randen som kandidater.

20



Teoretiskt resultat: Om en funktion ar kontinuerlig pa en sadan méangd sa
existerar ett minimum och ett maximum.

Nérmare taget galler detta resultat for sa-kallade kompakta méangder K som
uppfyller

a) K ligger i en stor skiva Dg(0,0).
b) Komplementmingden R?\ K &r 6ppen.

Exempel: Skivor, trianglar, rektanglar med rand ar kompakt. Utan rand blir
dessa méngder icke kompakta eftersom komplementméngdan inte &r 6ppen.

Sats: Lat f(z,y) vara kontinuerlig pa en kompakt méngd K. Da finns en punkt
(Zmin, Ymin) som ar ett globalt minimum och en punkt (Zmax, Ymax) Som ar ett
globalt maximum pa K.

Anmarkning: Det kan finnas flera globala minima resp. maxima, t.ex. om
f(z,y) &r konstant.

Recept for att l6sa maximeringsproblem:

1 variabel: Hitta extrema till f(x) pa [a,b].

a) Hitta de kritiska punkterna
i det 6ppna intervallet (a, b),
d.v.s. punkter sadana att

f'(@) =o.

b) Om steg a) har gett en
andlig lista xq,...,x,, hit-
tar vi extrema genom att
jamfora f(xq1), ..., f(am)
och f(a), f(b).

21



Exempel: Hitta de globala extremana av f(z) = 22, pa intervallet [—1, 2].

x1 = 0 ar den enda kritiska punkten. Eftersom f(z1) =0, f(—1) =1, f(2) =
dr 1 = 0 minimum och b = 2, maximum pa [—1, 2].

2 variabler:

Problem 1: Hitta extremana till f(z,y) = zy pa den slutna skivan 2% + 3> < 4.

Losning: "frivilligt steg": Rita méngden. K
2

K 0,0

A) Hitta alla kritiska punkter i den 6ppna skivan z%+y? < 4: Eftersom V f(z,y) =
(y,x) ar (0,0) den enda kritiska punkten av f. Observera att den ligger i
2 +y? < 4.

B) Hitta extrema pa randen z? + y* = 4: Randen parametriseras genom
t — 2(cos(t),sin(t)), —r<t<m.
M.a.p. parametriseringen skrivs f som
g(t) = f(2cos(t),sin(t)) = 4 cos(t) sin(t), —r<t<m.

Vi tillimpar 1-variabel-metoden fér g(t): ¢'(t) = 4(cos?(t) —sin®(t)). Efter-
som ¢'(t) = 0 <= cos?(t) = sin®(t) <= cos(t) = +sin(t), ar t = £ eller
t = £7 (observera att —m <t < 7!).

Tillsammans ger det som kandidater

£(0,0)=0 (i2? +y? < 4),

g(—=3m/4) f(=v2, \/_)
9(3m/4) (—v2,v2) =
g(r/4) = f(V2,v2) =2
g(—m/4) = f(V2,—V2) = (iz*+y*=4)
2 \/§

—> globala maxima i
globala minima i

f
= f
f
(=
(



Problem 2: Hitta extrema f6r f(z,y) = zy(1l — z — y) pa triangeln med hérn i
(0,0), (1,0), (0,1).

Losning: . Y
Den kompakta trian- AN
; (0,1)
geln definieras genom
x>0
y=0 b o
y<l-ux
0,0f (1L,O), =z
y=1—=x
x>0
A) Kritiska punkter i ()¢ y>0
y<l—=x

folzy) = y(l—z—y) —ay =~y +y— 2y,
fy(z,y) = 2(1—2—y)—ay=—2"+2— 2.

Nér géller V f(z,y) = (0,0) och (I)?

2
_ y—y =2wy
Vi) = 0.0 = { 1025

(I) innebér z > 0, y > 0. Vi far

1—y=2x 20 +y=1
l—ax=2y r+2y=1

med I6sningen (z,y) = (3, 3).
B) Rand: f(z,y)=0pal,:y=0, 0<zx<lochl,:z=0 0<y<Il.

Dessvidare géller for y = 1 —xz att f(z,1—2) =2(l—x—1+z) = 0. Alltsa
ar f konstant 0 pa hela randen.

1 1 o 1 . . . 1 1 . . .
f(5,35) = 5. Funktionen har ett maximum i (3,3) och minima i alla

punkter pa randen.

23



Glatta funktioner:

Lat f vara en funktion pa en 6ppen mingd U C R? eller R3. Vi siiger att f ér
glatt av ordning n om alla partiella derivator upp till ordning n ar kontinuerliga
pa U. f ar glatt om alla derivator ar kontinuerliga.

2.6 Lagranges multiplikatormetod

Problem: Hitta extrema till f(z,y) under bivillkoret g(x,y) = 0! Vi antar att
f och g ar glatta av forsta ordningen.

Va(zo,y0) g(z,y) =0

Néra punkten (zg,y09) med
Vg(xo,y0) # (0,0) & méngden
g(x,y) = 0 en glatt kurva C.

Om V f(zo,y0) och Vg(xg,yo) inte ar kollinjéra, géller f(z,y) < f(zo,vo) pa den
ena sidan av (xg,yo) i C och f(z,y) > f(xo,yo) pa den andra.

Vg(l’m yo)

(x0,y0) kan alltsd inte vara ett
lokalt extremum av f(z,y) pa
kurvan.

f@y) < f@ow)  f@y) > f(xo, o)

Resultat: (w0, yo) lokalt extremum pa kurvan g(z,y) = 0
= Vf(x0,y0) och Vg(xg,yo) kollinjéra.
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For att hitta alla kandidater méaste vi alltsa hitta alla punkter pa C déar V f(xo, o)
och Vg(xzg,yo) ar kollinjéra, d.v.s att den ena kan skrivas som en multipel av den
andra. Lagranges multiplikatormetoden ar ett effektivt séitt for att bestdmma
kandidater.

Sats: Antag att (zo,y0) ar ett lokalt extremum till vart problem och att
Vg(zo,y0) # (0,0). Da finns ett tal \g sadant att (xg, yo, Ao) &r en kritisk punkt
av Lagrangefunktionen

L(x,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y).

Bevis: Observera {orst

VL(I7ZU7 )\) = (fz + AGa, fy + )‘gyvg>-

Om (g, yo) ar ett lokalt extremum ar Vg(zo, yo) och V f(xo, yo) kollinjéra. Efter-
som Vg(xo,y0) # (0,0) kan V f(zo,yo) skrivas som en multipel av Vg(zo, yo),
d.v.s. det finns A\g sddant att V f(zo,v0) = NoVg(xo, yo)-

Tillsammans med bivillkoret som ger g(xq, o) = 0 foljer att V L(zo, yo, —Ao) = 0.

Recept:
a) Hitta alla kritiska punkter av L(x,y, A).

b) Om vi far en adndlig lista (x1,y1, A1), -+, (Tim, Yms Am )5
Jamfor f(xlayl)v SR 7f(xm7ym)

Anmirkning: Metoden blir ofullstdndig om det finns punkter (z,y) med g(z,y) =
0 och Vg(z,y) = 0. I detta fall maste man ocksé jamfora f(z1,y1), ..., f(Zm, Ym)
med f(z,y) i alla sddana punkter!

singularitet
med Vg = (0,0) g(z,y) =0
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Exempel: Hitta extrema till f(x,y) = zy under bivillkoret 22 + y? = 4.

Eftersom 22 +y? = 4 <= 2% +y*—4 = 0 séitter vi g(z,y) = 2> +y* — 4. Alltsé ar
L(z,y,\) = 2y + M(z? +y*>—4) med VL(z,y,\) = (y+2\z, x4+ 2y, 22 + y* — 4).

y=—2\r (1)
VL(z,y,\) =(0,0,0) <= T =—2\y (2)
224+ =4 (3)

(3) = (z,y) # (0,0). (1),(2) = 2 # 0 och y # 0.

o _,,®

— —2\=+41 = )\:i%

SHES
<&

— T =x1y
6
2 =4 — x:i\/i

Kritiska punkter av L ar alltsa

(VAVE—3). (V22 -3), (VE—V23) (~V2Vay)

Jamforelsen ger f(\/ﬁ, \/§) = f(—\/_, —\/5) = 2, som ar maxima, och f(\/_, —\/5) =
f(—\/§, \/5) = —2. som ar minima.

Det aterstar att anmérka att Vg(z,y) # (0,0) géller om g(z,y) = (0,0) vilket &r
litt att se (ty 22 + 37 = 4 = (2,9,) £ (0,0) = Vg(z, ) = 2(z,) £ (0,0))
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Kompletteringar om kompakta mangder

En méngd L C R? &r begrinsad om det finns ett tal R > 0 sadant att L C Dg(0)
dir Dg(0,0) = {(z,y) € R* : /a? 4+ y?> < R} ar skivan med radie R och centrum

1 origo.

Exempel:

a) Triangeln 7" med horn i (0,0), (0,1), (—1,3) dr begransad, eftersom den ligger
i D4(0,0).

b) Linjen y = 2 &r inte begransad.
D4(0,0)

En méingd L C R? ir sluten om komplementet R?\ L &r dppen.
g

(0,1)

Exempel: T (triangeln med rand!) och y = 2 &r slutna.

Y

@ B ©

y=2
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En punkt (z9,y0) € L kallas inre punkt i L om L innehéller en skiva med centrum
i (x9,y0). En punkt i L som inte &r inre punkt kallas randpunkt.

Vi betecknar
e int, = mangden av alla inre punkter,

e JL = mingden av alla randpunkter.

Exempel:
a) OT é&r foreningen av de tre striackorna mellan hornen.

b) For L given genom y = 2 géller L = 0L
(inga inre punkter).

En méangd L ar kompakt om L &r begransad och sluten.

Exempel: T kompakt, y = 2 ej kompakt, D5(0,0) kompakt, Ds(0,0) ej kompakt
(inte sluten).

Det viktigaste resultatet i detta avsnitt ar

Sats: Lat f(x,y) vara kontinuerlig pa en kompakt méangd L. D4 finns ett globalt
minimum (Zmin, Ymin) € L och ett globalt maximum (Zmax, Ymax) € L

Anmairkning;:
a) Forutsattningen att L dr kompakt ar nodvindig.

T.ex. betraktar vi funktionen f(x,y) = x pa skivan D;(0,0). f(z,y) har
ingen maximum i D;(0,0) (f(x,y) < 1 men godtycklig néira 1).
Déremot har f(z,y) ett globalt maximum pa D;(0,0) ndmligen (1,0).

b) Satsen pastar inte att f:s extrema &r unika.

T.ex. &r for en konstant funktion varje punkt bade maximum och minimum.
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3 Dubbel- och trippelintegraler

Inledning:

en variabel:

b
/ f(z)dx = arean mellan f:s

graf och z-axeln

(delen under z-axeln rdknas negativt).

tva variabler:

/ / f(x,y)dA = volymen mellan
Q f:s graf och
(x,y)-planet

29
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Approximation (idé):

en variabel:

1
Approximera / f(z)dx
0

genom integralen av en
funktion som &r styckvis
konstant pa sma delinter-
vall.

tva variabler:

Dela upp ) i sma rek-
tanglar och approximera
f(z,y) genom en funktion
som é&r konstant pa rek-
tanglarna.

Efter mycket arbete leder denna idé till en rigords definition av integralen som

inte beror pa askadningen.

Allméanna raknelager:

Vi ska alltid betrakta kontinuerliga funktioner och enkla integrationsméngder!
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Sats:

a) // kf(z,y)dA = k/ f(z,y)dA, k konstant,
Q Q

b) // (f(w,y)+g(l’,y))df4=/ f(w,y)dAJr//g(x,y)dA
Q Q Q

(additivitet),

c) Forening av integrationsomraden: Antag att Q1 N Q2 har area 0.

Dagaller//fxydA //fxydA+/ Flx,y)dA,

Q1UQ2

d) / / dA = area(Q)
Q

Tillampning: Dubbelintegraler kan man ibland bestdmma med enkla geometriska
argument.

a) //SdA—B//dA—?)area(Q).
Q Q

b) For Q: —1<z<1,-1<y<l.

é/di:!/deé/di:o

dir @;: -1<z<0,-1<y<1,
@: 0<z<1, -1<y<lLl
P.g.a. symmetri har integralerna 6ver (1 och )5 samma belopp och motsatt

tecken.
c) // sin(z)+y°+4)dA = //sm )dA + //y3dA+4//dA:47r.
x2442<1 x2+y2<1 x2+y2§1 z2+y2<1

-

_0 =0
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3.1 Berakning av dubbelintegraler

Lat f(x,y) vara kontinuerligpa @ : 0 <z <1,0<y <1,

1
e Skir () i strimlor av bredd —,
n

e Approximera / f(z,y)dA genom

1 -
%/0 f(a:,%)dx

Vi far
[[swwia = [[ r@paas . /’fxy
Q S1
z%<01f( dz + . /f:cld:c)
R e
med Fy) = [ J(

%(F(%) + F<%> +...+ F(l)) dr en Riemannsumma for F'(y)

s [ F(ydy (0 oo)

Man kan bevisa att Riemannsumman ocksa gar mot / / f(x,y)dA om n — oo.
Alltsa far vi

[ﬂwmmzé¥@@=f([ﬂmmﬁw,
Q

/fmwM=A%AU@w@»m

Q
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Vi skriver ocksa

/0 (/D f(x,y)dx) dy = é/f(x,y)dA:/o (/0 f(a:,y)dy) d.

Exempel: Berdkna //(4 —x — 3y)dA med @ som ovan.
Q

Integrerar man forst m.a.p. x far man

1 $2 =1 7
F(y):/(4—$—3y)d$=[4$—5—3y:1:] =— -3y
0

z=0 2

ochsen//(4—x—3y)dA:/01F(y)dy:/ol(;—3y>dy:2.
Q

Om man beréknar integralen i omvénd ordningsf6ljd far man enligt satsen samma
resultat. Vi kollar:

1 Y2 v=1 g
/(4—x—3y)dy = [4y—xy—3—] =——x
; 2 2

[ man= [ G i
Q

3.2 Integration over enkla omraden

Ett onrade D sigs vara y-enkelt
om D &r instdngt mellan graferna y L
av tva kontinuerliga funktioner
som ar definierade pa samma in- \

tervall.
\ -
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Nérmare bestdmt antar vi g~ (z) < g7 (x) for a <z <b
och satter
D={(r,y) eR*:a<2<bg (v)<y<g(a)}

Pa D blir integralen av en kontinuerlig funktion

J[ samar=[ o [ gi(j) (. 9)dy
| v

Exempel: Integrera funktionen f(x,y) = xy 6ver triangeln 7" med horn i (0,0),
(1,0) och (1,1).

T ar y-enkelt med g~ (z) =0, g7 (x) = 2. Alltsa far vi

y21v="
//xydA /dq:/ xydy—/q:dx/ ydy—/ [2] dz
y=0
x? x4r1 1
—dr = | — =-.
A 2 |:8 x=0 8

Analogt ar z-enkla omraden omraden av formen
D={(z,y) eR*:a <y <bh (y) <z <h™(y)}

och integralen 6ver D beridknas enligt

[[swar=[w h:)y)f(x,y)dx
D
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Ibland spelar ordningsféljden en stor roll:

1 1
Exempel: Berékna/ dm/ exp(y®) dy.
N

Omradet ar D : 0 < 2 < 1, v/ <y < 1. Observera att D ocksa ar x-enkelt,
givet genom 0 <y < 1,0 <z < g2

1 1 1 z?
— /dx/ exp(y3)dy=/ dy/ exp(y®) dx
0 Nz 0
1 z=y?

_ / ety ay

. Yy
=/ y® exp(y®) dy L
0
DA
w=1? o
du=3y%2dy 1 1 Y= \/E
= —/ exp(u) du
3 0 }

1 u=0 1 x
=gl

1

3.3 Polara koordinater

Vanligt beskriver vi ldget av en punlt P i planet m.h.a. dess (z,y)-koordinater.

Alternativt ar P bestamd om vi kdanner Y
P
r = avstandet av P fran origo O, -
6 = vinkeln mellan z-axeln och strackan OP
(réknad moturs). S 0
O x

[r, 6] kallas for poldra koordinater for P. Normaltvis tillater vi r > 0, 0 € R.
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Anmarkning:
a) For varje 6 beskriver [0, 6] origo.
b) For varje heltal k beskriver [r, 0] och [r,0 + 27k] samma punkt i planet.

c) Punkter skilda fran origo kan beskrivas pa ett unikt sétt med r > 0 och
0<0<2nm.

Samband mellan ratvinkliga och poléra koordinater

x = rcos(0) y = rsin(0)

r=\/x2+y? tan(@):%omx%O

cot(f) = g om x # 0

Anmérkning: Ibland &r det praktiskt att rdkna med r < 0, dér [r, §] & samma
punkt som [—r, 0 + 7.

Maiangder i poliara koordinater:
a) Cirkeln med centrum i origo och radie R:
i (z,y)-koordinater: x? + y? = R?,
i [r,f]-koordinater: r = R.
b) Vad éar r = 2acos(6)?
r = 2acos(6) — r? = 2ar cos(6)
r? = 2%+ 9?2

rcos(f) =z
) 0=a*-2ax+y"=(x—-2°+y"—a
= (x —a)’* +9° = d?,

d.v.s. cirkeln med centrum i (a,0) och radie va? = |al.

c) Skivan med radie R och centrum i origo: » < R (6ppen skiva), r < R (sluten
skiva).
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d) D:r<R, <6< D
135°
2 \450

Funktioner i poldra koordinater: Anvind (z,y) = r(cos(f),sin(f)). T.ex.
blir f(z,y) =y

2

flr,0] = r*cos(#) sin(f) = % sin(20).

Integration i polara koordinater:
Problem: Visa m.h.a. integration att enhetsskivan D har area 7!

l:a forsoket: D : a2 + 3% < 1 ar x-enkelt,
—-1<z<1, —V1-—22<y<V1—22

Alltsd ar

1 Vi—a? 1
area(D) = / dx/ dy = 2/ V1 —22dx,
-1 - -1

V1—z2?
vilket kan berdknas med substitutionen = = sin(«), men det blir mycket enklare
i poldra koordinater!

2:a forsoket: D : r < 1.

1 2m
area(D) = // dxdy:/ / ? dOdr
0 Jo

r<l1

Observera att ? inte kan vara 1!
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Hur 6versatter man dx dy till poldara koordinater?

Qe\ -~
Forst mater vi arean till ett litet omrade
To + €
Qec:1ro <1 <1+ € c 7o
00 S 0 S 90 + €.
e

area(Q.) ~ (e -1q) - € = o€ \
€-To
/6

Det approximativa resultatet erhalles om man integrerar ro dfdr 6ver Q.. Alltsa
ar det fornunftigt att sétta

dxdy = rdfdr|

Vi erhaller for enhetsskivan D

1 o 1
area:/ dr/ rd0:27r/ rdr =T.
0 0 0

Den exakta arean till Q. ar

ro+e Oo+e€ ro+e ’1“2 r=ro4e
area(Q.) = / dr/ rdf = e/ rdr= 6[5:|
o fo o T=ro

E3

= g(rg + 2rpe + €% — 7’2) = roe? + 5
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Problem: Bestim volymen V som i forsta oktanten av R?® blir instingd mellan
(z,y)-planet, cylindern 2% + 3? = a? och grafen av f(z,y) = y.

Lo6sning: Integrera y 6ver D : x>0, y > 0, /22 4+ 3? < a.
I poléra koordinater géller

D: 0<r<a 0<60<

bo |

och med f[r,0] =y = rsin(f) far vi
a 5 a3
//ydA:/ T2d7‘/ sin(f) df = —.
/s 0 0 3

o0

Problem: Bestdm 7 :/ e~ de.

—0o0

N

Losning;:

00 00 00 00 00 2
I’ = / e_m2dx/ e_yzdy:/ dx/ e_mQ_dey:/ dr/ e rdr
—0o0 —o0 —0o0 —0o0 0 0

r=R
o0 *T2
= 27r/ re " dr = 21 lim [—62 ] =7 lim (1 —e’RQ) = T.
0

R—o00 R—o0

r=0

Alltsa far vi I = /7 (I méaste vara > 0!)

3.4 Variabelbyte i dubbelintegraler

For variabelbytet

r = x(u,v)
Y= y(ua U)

()

antar vi att

2

U,

a) x(u,v), y(u,v) ar glatta av férsta ordningen pa en 6ppen méingd U C R

b) (z(u,v),y(u,v)) definierar en bijektiv avbildning av U pa en dppen V C R2 .
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d(u,v)

Lat vara Jacobideterminanten
d(z,y)
or Ox
o(x,y) ou v
= det = LylYv — LoYu-
o) T\ oy oy | T
ou Ov

Da géller for ett integrationsomrade D,,, C U

//f(:v,y) dr dy = //f<:v(u,v),y(u,v)) 'ggziz;’ du dv

dér D, , ir omradet som motsvarar D,, , m.a.p. avbildningen (u,v) — (2(u,v), y(u, v)).

v Y
V
u x
Exempel:
dx d
a) Berékna [ = // Y
x? + y? Y
e (0,2)
1<2?+9y2<4 1<r<2 (0,1)
Observera { >0 = 1<

far vi

och for variabelbytet x(r,0) = r cos(0), y(r,0) = rsin(0) / T
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dz,y) cos(d) —rsin(9) \
d(r,0) = det sin(6) 7 cos(f) -7
s 2 ”
= I:/ do [ —dr=mln(2)
_x 1 T
2
R
b) Beriikna arean av ellipsen — + v <1 med a,b > 0.
a

Satt x = au, y = bv sa att
2 2

T Yy 9 2
Vi far da
d(x,y) a 0
= det =ab
I(u,v) “Lo b ¢
— // dr dy = // abdudv = abr.
22 12 o u24v2<1

3.5 Trippelintegraler

Igen integrerar vi 6ver enkla omraden. T.ex. kan det vara méngden D av alla
punkter (z,y, z) som uppfyller

1. (z,y) ligger i ett y-enkelt onrade D, , i (z,y)-planet,

2. km(z,y) <z <kt (x,y)
dar k= (z,y) < k™ (x,y) dr kontinuerliga funktioner pa D, ,,.
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D, , kan beskrivas som
a<z<b
g (x) <y <g*(y)

Totalt definieras D genom

a<z<b

9 (v) <y <g*(y)
]{3_(1'7y) §Z§k+($,y) x

Trippelintegralen éver D berdknas enligt

b gt () e+ (z,y)
[ v = | ( / ( | y,Z)dZ) dy) di
pa (z) (z.y)
gt (2) kt (2,y)
= /dx/ dy/ f(z,y,2)dz.
k= (z,y)

Anmarkning: Vi har 6 olika ordningsfoljder for z, y, 2
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Exempel: Bestdm volymen till tetraedern 7" med horn i (0,0, 0), (1,0, 0), (0, 1,0)
och (0,0, 1)!

T:0<z<1,
0 Sﬁy S;l-—iU
0<z<1l—x—y.

(1,0,0) Ny=1-2
Z =
T
1 11—z l-z—y
= VOI(T):///dV:/dx/ dy/ dz
0 0 0

T

1 1—x
= /dx/ (1—z—y)dy
0 0
1

S O T

-

=0

3.6 Variabelbyte i trippelintegraler

For variabeltransformationen

r = z(u,v,w)

y = y(u,v,w)
z = z(u,v,w)
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antar vi liknande forutsattningar som i avsnitt 3.4.
Jacobideterminanten later

Jr Oxr O
Oou Ov Jw
owy.2) |9 9y oy
O(u, v, w) ou Ov Jw
0z 0z 0z
ou Ov Jw

och vi far transformationsformeln

///f(x,y,z)dxdydz—//f(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) ‘g((;”:—m

Dz,y,z Du,'u,w

du dv dw.

Cylinderkoordinater:

x = rcos(f)
y = rsin(0)
z2=2z

Vi skriver [r, 0, z].
cos(f) —rsin(d) 0
=det [ sin(f) rcos(@) O =rfarvi |dedydz=rdrdfdz
0 0 1

o(z,y,2)
O(u,v,w)

Eftersom
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Sfariska koordinater:

x = psin(p) cos(d)
y = psin(yp) sin(0)
z = peos(p)

(p>0)

0

Varje punkt kan skrivas pa manga olika sétt. Ofta inskrdnker man p, ¢, 6 genom
0<p, 0<p<m 0<6<2m.

I detta fall beskriver [p,0,60] = (0,0, p) (alla ) och [p,7,0] = (0,0,—p) (alla 6)
punkter pa z-axeln pa flera olika sétt. Annars blir [p, ¢, 6] entydigt.

oot sin(p) sin(0)  pcos(ip) sin(6) psin(s5>cos(9)

o) _ (Siﬂ(@cosw) pcos(zf))cos(g) —psin(e) sin(0)
cos(p) —psin(yp)

T
~—
|
n
. s
=
—
©
—
=
—
s
~—

sin(p) cos(0) cos(p) cos(
p? det | sin(y)sin(f) cos(ip)sin(
cos(p) —sin(yp) 0

cos(p) cos(f) —sin

o (¢
= p <cos(g0) det (cos((p) sin(0) sin(ip) cos(6)

sin(p) cos(d) — sin(

| o ©) sin(0)
+sin(y) det (sin(go) sin(f)  sin(yp) cos(e)) )
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= p? (0082(4,0) sin(y) det (Z?s((g; _f:g;((

3 cos(f) —sin(6)
+sin”(y) (sin(ﬁ) cos(@)))
= p*sin(p)(cos(¢) +sin’(p))

= p’sin(yp)

= dr dydz = p?|sin(y)| dp dp df

Anmirkning: For 0 < ¢ <7 giller |sin(y)| = sin(yp).

Exempel: Lat H vara den Over hélften av klotet med centrum i origo och radie
a > 0. La masstidtheten vara 2a — p. Bestdm H':s totala massal

H beskrivs genom 22 + % + 22 < a?, z > 0 eller i polira koordinater
0<p<a 0<¢<2r, Oéwég.

Alltsa ar volymen

///(2a—p)dv = /O%de Ogsin(gp)dgo/oa@a—p)pz dp

3 4 p=a
= QW[QaP——p—}p
3 4 p=0
O 4
= Fa
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4 Vektorfalt

Vi skriver vektorer i R? som par (z,y) eller ocksa som z7+ yj dir 7 = (1,0),
7=(0,1).

Analogt skriver vi vektorer i R® som trippel (x,v, z) eller 27+ y7 + 2k dir 7=
(1,0,0), 7=(0,1,0), £ = (0,0, 1).

Definition: Ett vektorfilt F ir en avbildning som till varje punkt (z,y) € D(F)
ordnar en vektor F(z,y) = Fi(x,y)i+ Fa(x,y)J).

Exempel:

a) Gravitationsféltet till en potential med massa m i punkten 75 = (o, Yo, 20)
(med k betecknas gravitationskonstanten)

km

ﬁ(l},y,Z) = TS (F_FO)

|77 — 703

- — hm 3 ((l’ —20)7+ (¥ — yo)J+ (2 — ZO>E>

((I —20)? + (y —vo)? + (2 — 20)2) ’

F(7) har lingd l
km

m:!F(F)\

/
\

7

—_—_ —= 0

b) Lat f(z,y, z) vara en funktion. Gradienten

Vi, 2) = fule,y, 2)0+ fyle,y, 2)T+ fo(2,9, 2)k
ar ett vektorfalt.
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4.1 Faltlinjer

Vi vill bestdamma kurvor som i varje punkt tangerar filtet F=F7+ F 7

En sadan kurva 7(t) = (2(¢),y(t)) uppfyller

ar -

—(t) = A1)F(t

1) = A () ()

. . : dz dy

med en funktion A(f). Observera att (%) dr ekvivalent med o= AFy, = AF.
Om Fy # 0, Fy # 0, far vi alltsa

dx dy

— =Mt = —=.

2 2 (%)

Nu ar strategin att multiplicera (%) med en ldmplig funktion f # 0 sadan att
P = f/F; bara beror pa x och Q = f/F; bara beror pa y. Genom integration

far vi sedan
[ Payds = [away

som en ekvation for faltlinjerna.

Exempel: Vi betraktar rotationsfaltet i planet

VzQ( -y i1+ _x ])
F1 Fy
x dv dy dy

F1 B Y LB oz
Multiplikation med zy ger —xdx = ydy. Integration: —2x? = 2y + C’ eller
2% 4+ y? = C. Filtlinjerna ér alltsa cirkler med centrum i origo.
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4.2 Konservativa vektorfalt

Fran och med nu ska alla vektorfilt vara glatta, d.v.s. med glatta funktioner Fi,
F, (och F3).
En funktion ¢ dr en potential till F om Ve = F. Ett vektorflt (definierat pa

en Sppen mingd D(F))) dr konservativt om F har en potential ¢ definierad pa
hela méngden D(F).

Exempel: F konservativt < F gradientfalt
Problem: Avgor om F kan ha en potential och bestim den!

Nodvandigt villkor: Lat F = Vo, dvs. ¢, = I, ¢, = I5. Da giller

Fl,y = Py = Pyax = FQ,:U' (+)

Omvént: Fy, # F,, = F. inte konservativt.

I dimension 3 far vi istéllet for (4)

oFy, 0F, O0F, 0F; 0F, O0F;

oy ox’ 0z ox’ 0z oy

- A% oV; —
Exempel: V(z,y,z) = —yi'+ xj. Eftersom 8_1 =—-1#1= 8_2 ar V inte
Y x

konservativt.

Observera: P& nigra méngder, t.ex. R?\{(0,0)} finns icke-konservativa filt
som uppfyller (+)! Senare mer dérom!

L
= oy Oz

Utan bevis: "<=" giller pa skivor, R?, klot, R3!

F konservativt
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4.3 Linjeintegraler av vektorfalt

Lat C : 7(t) = 2(t)7+ y(t)7 (med a < t < b) vara en glatt kurva och F(z,y) ett
glatt vektorfilt. Vi definierar linjeintegralen av F' lings C som

B b dr
F.dr = F(r(t)) - —(t) dt
c a dt
hastighetsvektorn

— [ (F.00) 5 0+ Blalo).50) 1)) dr

—

d
Observera att d—;(t) ar hastighetsvektorn. Vi skriver ocksa

/ﬁ-dF:/Fldx+F2dy
C C

Exempel: Lat F= Y2+ 2zy7. (1,1)
Vi betraktar kurvorna C; : 7 (t) = (¢, )
och Cy : Ta(t) = (¢,¢2) for 0 < ¢ < 1. C
Ca
N _22df1_ (= dfl_z 2 _ a2
Ci: F(R(t) = (17,267, T (1,1) = F(r)- o S ra=3t
1 t=1
= F dF:/ 3t dt = [t?’] =1
C1 0 t=0
A _43d7?2 > dF2_4 3\ _ g4
Co: F(m(1)) = (¢4, 2t%), o (1,2t) = F(7( ))'E = t*4(2t)(2t°) = 5t
. 1 t=1
= F~dF:/ 5t dt = [#”] =1
Co 0 t=0

Likhet av linjeintegraler med samma dndpunkter ar "typisk" for konservativa félt.
Faktiskt har I en potential nimligen xy?!
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4.4 Sambandet mellan linjeintegraler och potentialer

En 6ppen méngd U kallas sammanhéngande om tva punkter i U alltid kan
forbindas genom en glatt kurva i U.

sammanhéngande ej sammanhéngande

Sats: Om F har en potential ¢ pa en 6ppen méngd U, s& géller for varje (glatt)
kurva C i U att

/ F - dF = p(sista punkten) — o(forsta punkten).
c

Bevis: _, b dx dy
F.df = (F LR —>dt
/C " /a Vo T

. b d
kedje:regel /Egp(x(t),y(t))dt

= o(x(0),y(b) —p(z(a) y(a)).

Om vi redan vet att F' har en potential ¢ pa en 6ppen mangd U, kan vi rekon-
struera ¢ pa foljande satt:

1) Vilj en referenspunkt (xg,y) € U.

2) For varje (z,y) € U sitt §(z,y) = [, F - dF dér C ér en glatt kurva i U fran
(.CE(), yo) till (.QT, y)

Ovanstaende sats innebér att @(z,y) = ¢(x,y)—@(xq, yo). Observera att o (zo, yo)
ar konstant.
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Anmarkning: Om U ar sammanhéngande ar differensen av tva potentialer till
F en konstant

ty: V(o1 — o) = F—F=0 => ¢ —¢,= konstant.

Antag att F uppfyller integrabilitetsvillkoret. Ger ovanstaende metoden alltid
en potential?

Nej: F(z,y) = m(—y?—i— xJ) uppfyller integrabilitetsvillkoret pa R?\{(0,0)}.
26 22ty
Forbind (1,0) och (—1,0) pa tva olika sétt:
Ci
Ci ¢ (cos(f), sin(8)),
Co @ (cos(d),—sin(f)),
déir 0< 0 < . (—1,0) (1,0)
Co

Man berdknar / F.di = , / F - di = —7. Alltsa har F ingen potential pa
C1 CQ
R*\{(0,0)}.

Utan bevis: Om U #r R?, R3, ett halfplan, en 6ppen skiva eller ett dppet klot, si
ger metoden en potential for varje funktion som uppfyller integrabilitetsvillkoret.

Exempel: F(z,y,2) = (z + y2)T+ (zz — 2)7+ (z + zy)k.
Integrabilitetsvillkoret ar uppfyllt:

0 0

a—y(2+yz> = 1—%(“—2),

0 0

5, etyz) = 1+y=o-(v+ya),
0 0

g(xz—Q) = x= 8—y(x—|—yx).

Vi tar (9, Yo, 20) = (0,0, 0) som referenspunkt och kurvan fran (0, 0, 0) till (z, y, 2)
som C = C; UCy UCs med

02



2
(72)
Cl : (tx, O, O)
C2 : (1'7 tya O)
Cs: (z,y,t2) Cs
for 0 <t < 1. y
—e
(z,9,0)

dar

F.gr VZE /(z+yz)dx—/ 0dt =0,
1 C1 Cl

J
1
/ F.dr "2 / (xz — 2) dy:/ (—2)y dt = —2y,
Ca Co 0
J

VAR B 1
Foar “L° / (3:+xy)dz:/ (x 4+ zy)zdt = vz + xy2.
Cs3 0

Alltsa / P dF = 1z + zyz — 2y. Det ér faktiskt en potential till .
c
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4.5 Greens formel

Problem: Lat F' = F7'+ F,J vara ctt glatt vektorfilt nira Q = [a,b] ¥

Orientera C = 0@ moturs.

Kan / F - d7 beriiknas via integration 6ver ()7
oQ

/8Qﬁ-df =
A

VA

/b <F1<t c) — Fi(t, d)) dt+/d <F2(b t) — Fy(a, t)) dt

tsddt+//a2tsdsdt

Fl,y da: dy

- é / (Fm - F17y> dA

Alltsa har vi bevisat att

Q

/ﬁ-dfz//(ng Fy,)dA
oQ

(Greens formel)

o4

e, d].



(G) géller for alla begrédnsade 6ppna méangder med "glatt" rand, t.ex. om 0Q &r
en forening av dndligt manga glatta kurvor som bara skéir varandra i &ndpunkter.
0@) maste orienteras sa att @ alltid ligger till vinster da d@Q) genomlopes.

>

Exempel: Bestam /(2y3—sin(x)+2y) dz+(6zy*+x+y°) dy dir C genomldper
c

randen av D : 2x +y < 4, x > 0, y > 0 medurs.

(4,0)

Lat Ct = 0D orienterad moturs. Vi far D

/(23/3 — sin(z) + 2y) dx + (6zy* + . +9°) dy
C (Oa 2)

_ _/ (2y° — sin(x) + 2y) dz + (6xy* + = + y°) dy

Green // (621> + 2+ 9°)o — (24 — sin(z) + 29)1/) dA
— —// (65> +1) - (6 +2)) a4
- //

= area(D)
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5 Ytor i rymden

5.1 Ytor pa parameterform

En yta pa parameterform ges genom en vektorfunktion

S 7 (u,v) = z(u, v)7+ y(u,v)7+ 2(u, v)k

dér (u,v) tillhor ett parameteromrade Dy, C R? .

Exempel:
a) For a > 0 parametriserar 7(u, v) = a(cos(u) sin(v)7+sin(u) sin(v)j—i—cos(v)@

dir 0 <wu <27, 0 < v < 7 den Ovre halvsfaren med centrum i origo och
radie a (jamfor med sfariska koordinater!).

b) #(u,v) = (u+v)7, 0 < u,v < 1, parametriserar strickan mellan origo och
(2,0,0). En sadan yta kan betraktas som entartad.

5.2 Normalvektor

Antag att x(u,v), y(u,v), z(u,v) ar definierade och glatta pa ett 6ppet param-
eteromrade D C R? . Genom en punkt 7(ug,v0) = x(uo,v0)7 + y(uo,vo)] +

(g, vo)k 16per kurvor C, : 7(u, vy) och C, : #(ug, v). Deras hastighetsvektorer

or

%(on vo) = mu(to, v0)7+ Yu(tio, v0) T+ Zu(ug, v0)k,
oF ) } ;
5 (U0 00) = (o, 00)7+ Yo (to, Vo) T+ 2u(uo, vo)k S

ar tangentiella mot S.
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Vektorn
ﬁ(u07’00) = Fu(UmUo) X 7?v(uowo)

kallas for normalvektorn i (ug, vp). Om 7i(ug, vg) # (0,0, 0) séger vi att parametris-
eringen ar reguljar i (ug, vp).

Exempel: 7(u,v)+ (u+v)7, 0 < u,v < 1 ar inte reguljar. I en godtycklig (ug, vo)
galler

or L or . L.
%(uo,vo) =7= %(uo,vo) = 7i(ug,v9) =7 x 7= (0,0,0).

Anmarkning: For reguljara parametrar ser S verkligen ut som en "geometrisk"

yta. Sjalvskdrningspunkter kan férekomma.

Vi beréknar ni:s komponenter

T 7k
n o= Fuva = Ty Yu Zu
m’U yU Z’U
= (YuZo — Yozu)T+ (To2u — Tuz) T+ (Tulfo — Toyu)k
Ny,z). O(z,x)., Oy
= I+ 7+ k
d(u, ) a(u,v) O(u,v)
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5.3 Area av en yta

Vi borjar genom att approximera area(Q.) dir @), ar delen av S som motsvarar
rektangeln ug < u < ug+ €, v9g < v < vg + €.

Om 0 < e < 1 géller

area(Q.) ~ ey, (ug,v) X €y, (ug, vo)

= 62

Fu(uo,vo) X FJ“OWO)‘

= ¢ |7 (o, Vo)

Foljaktigen ar arean till delen Qs av S som motsvarar ett omrade () i parame-
teromradet!

area(Qs) = / |7 X 7| du dv. (%)
Q

Om vi skriver

dS = |7, x 7| dudv
-Gy (e

for S:s areaelement, blir (%)
area(Qs) = // ds.

Q

Lat f(x,y,z) vara en funktion néra S. Vi far

// F(z,y,2)dS = //f(x(u,v),y(u,v),z(u,v))|Fu w 7| du dv.
Q Q

1Stréngt taget antar vi att 7 dr glatt nira Q och OQ och att vi kan integrera dver Q!
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Exempel: Bestam [[ zdS for S: z = /22 +y?, 0 <z <1l
Q

PaS: 0<z2<1
— 22 +y?2 < 1.

Vi tar parametriseringen /
F(a:,y):xijyf—l—\/a:Q—i-lez x

— Tw(xvy) - Z_’_ \/mkary(xvy) - .]+ \/mk
— X F =k e — 7

/ 12 + y2 / 12 + y2
Observera att 77, 7, inte &r definierade i (0,0)!

dS = | x 7| dxdy

2 2
X Y
= 4|1+ |—— | +|—=—=] dzd
(vw”y?) <VI2+?P> ’

= V2dxdy
27 1 1 23
://zdS = lim/ d@/ r2dr:\/§27rlim—(1—63):\/_7r
elo Jy c elo 3 3

S
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5.4 Flodet genom en yta

Lat D vara ett enkelt omrade i Ri}v och parametriseringen S : 7(u, v) vara glatt
ndra D med 71 = 7, x 7, # (0,0,0).

Sitt Ds = #(D).

Lat F = F(z,y, z)
vara glatt nidra S.

Vad &r F:s flode genom Dg i riktning av 7?7

I en punkt Py = 7(ug, vo) &r Fs "bidrag"

—

F(PO) : ﬁnorm

dér ﬁnorm(u(b UO) = mﬁ<u0a UO)-

(7inorm (4o, Vo) dr en enhetsvektor!)

Det totala flodet blir

é/ﬁ(F(u,v))-ﬁnorm(u,v)dS _ é/ (ﬁ(f(ujv)).%wdudv
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Exempel: Beridkna flodet av F = 2T+ 22k nedat genom ytan z = 2 + y?,
—1<z<1,-1<y<1

For parametriseringen 7(x,y) = 27+ y7+ (2% + yz)E far vi
F(f(a,y)) = Fla,y,2* +y*) = (2 + y*)7+ 2%k
och

Po(ry) = T+20k,  7,(zv,y) = T+ 2k,
= T (z,y) X 7y(z,9) :E—2yf— 227

som pekar uppat. Man maste alltsa anvanda sig av —7, X 7, = 7, X 7.
Flodet ar

1 g1
/ / ((x2 + 1?7+ :c2k> : (2:1:7—1— 2y7 — k;) dzx dy
—-1J-1
1 1 1 4 4
= / dy/ (2903 + 277* — 1:2) dr = / (42® — 22 + 1) dr = ——.
-1 —1 —1 3 3

Ocksa for ytor med komplicerad geometri kan man berdkna flodintegraler om
S ér orienterbar, d.v.s. om det finns pa S ett kontinuerligt normalfilt n utan
nollstallen.

€ &=

orienterbar ej orienterbar
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- r
Exempel: Flodet av vektorfaltet F' = mw ut ur sfaren S med centrum i origo
T

och radie a.

Observera att S ar orienterbar.

roor
I punkten 7 € S ar normalféltet myorm som pekar ut ur sfaren lika med ﬁ = —
T a
- m m m
— F-n = — (r-7) = — = — giller for alla ¥ pa S
norm |ﬂ‘ n ( H) ’ HQ 02 g p
=|m?

— /ﬁ “ Tinorm dS = %area(S) = Ea247r = 4mm.
S a

6 Vektorkalkylirymden, Satser av Gauss och Stokes

6.1 Nablakalkyl

Vi betraktar nablaoperatorn V = 17— + j’g + Eﬁ V anvénds pa tre sétt:
ox dy 0z
1. Gradient av en funktion f = f(z,y, 2):
of , Jof_ Of
I+ =7+ =k
Vf 5 + By J+ 3

2. Divergens av ett vektorfilt F = F(z,y, 2):

) B I I, L
V.F - (z—&E gt k—az) (Fi7+ B+ Bk
OF, OF, OF,

+ 224

ox dy 0z
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3. Rotation av ett vektorfilt F = F(z,y, 2):

= 0F; O0Fy\ ., (O0F, O0F3\ . (0F, OF)\ -~
F = (2222 1 _=3 2z _ =1
VX (8y 32)2+<8z 8:U>j+<8x 8y)k

Alltsa géller
V funktion = vektorfalt
V- vektorfilt = funktion
V x vektorfalt = vektorfalt
Ofta skriver man V f = gradf, V - F= divﬁ, V x F = curlFF (eller rotﬁ).

Identiteter for grad, div, curl:

Det finns flera "produktregler" (s. rutan pa s. 859)

Exempel: V - (gpﬁ) =Vp- Ft o(V - ]3)
Bevis: V- (pF) = V(pFi+¢khl+ oFk)

0 0 0
= %(Sﬂﬂ) + a—y(@Fz) + &(@F:s)

= v+ Pty Fa+ ol + @ Fy+ oF;,
= @(Fio+ Foy+ F3.) + 0o Fi + oy F> + @, Fy
= OVF + (0 + 0,7+ 0:k) - (R + FyJ + Fsk)
= Vo -F+p(V-F)

Det finns tva sitt att sammansatta olika varianter av nablaoperatorn. Bada ger
noll.

Sats:
a) V x (Vf) =0 "gradientfilt ar virvelfira".
b) V- (V x F) =0 "rotationsfilt &r killfira".
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6.2 (Gauss’ divergenssats

Lat D vara ett begransat omrade i rymden ("begriansat" menar att D ligger i ett
stort klot med &ndlig radie).

Antag att S = JD &r en glatt yta med ett normerat normalfélt N som visar ut
ur omradet D.

Da géller for varje vektorfalt F som &r glatt ndra D U 0D

/D//v-ﬁdvza/D/ﬁ-Nds

Anméirkning: [[ F - NdS ér det globala flddet av F ut ur D.
oD

Exempel: Bestam [[(2? 4 y?)dS for S : 2® + y* + 2° = a”.
oD

Normalfiltet &r N = L(ar+yj+ zk). Vi soker F sadant att F- N = 22+ y2. Det
giller for F = a(x7+ y7). Divergenssatsen ger

//(:c2+y2)d8 = //ﬁ.z\?dsz///v-ﬁdvz///(2a)dv
4

8
= 2a area(D) = 2a§7ra3 = §7ra4.
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[[]V- F dV kan tolkas som den lokala kéllstyrkan av FiD:
D

Lat (o, Yo, 2z0) vara en inre punkt av D och S, sfiren med centrum i (g, yo, 20)
och radie € > 0/ Divergenssatsen ger

litet
— //F NdS = // v Fav " & Y E (0, yo, 20)vol(B,)
=c ?VF<5071U0>ZO)

Alltsa méter Vﬁ(wo, Yo, 20) materialet som laggs till / tas bort i (zg, Yo, 20), d,v,8
den lokala kéllstyrkan i (xg, yo, 20),

6.3 Stokes’ sats

Lat S vara en glatt yta i R® med glatt randkurva 0S. Vilj ett kontinuerligt
normerat normalfélt N pa S.

Orientera 0S enligt skruvregeln.

Nir N genoml6per 0S8 /

maste S ligger till vanster.

Da géller for varje vektorfalt F som &r glatt ndra S U IS

/ (vXﬁ)-Ndsz/ F-dF
S oS
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Exempel: Bestim fcﬁ ~dF dir F = —y%+ 237 — 23k och C ir snittet av
cylindern 22 + y? < 1 och planet 2z + 2y + z = 3 orienterar si att C:s projektion
pa (x,y)-planet ar orienterad moturs.

Skiss
z=3—-2x—2y

Planet z = 2 — 2z — 2y parametriseras av 7(z,y) = 27+ y7+ (2 — 2x — Qy)lg och

vi far

or - or -

— = 7-2k — = J—2k

Ox ! ’ oy J
or or -
X =24 2+ R
or 0Oy rrat

Enligt skissen maste vi viilja N = T| Eftersom dS = || dx dy far vi

|71

:>/F dF StOkeS// . NdS = / (V x F) - iidedy

Vi berdknar
0 NG -0 -
(z——l—ja—y—l—k:—) x F

ox 0z
B N N e P I NN N P I N P
N [ay( ) 8z(x >}Z+[8z( v) 0$( 2)}j+[8m<x) 8y( y)]z
= 3=+ )k
— //VXF ndxdy—i%// z? + o) dmdy—S/ dQ/rdr—
2+y2<1

66



