Losningar till udda induktionsbevisuppgifter
for
Fordjupningskurs i analys, 7,5hp (MA059G:44051)

1.33. Vi ska bevisa

n

2k = n® VneZ.y). 1
k; n°+n (Vnezy) (1)
SN—— HLE’l)
VLTI

(©]
(i) Startsteg: L&t n = 1. Vi har da&:
1
1 _ _ _
VL _k;zk_z-l_z,

HL}, =1°+1=2,
d.vs. VL(ll) =2= HL(ll), sa (1) stimmer i startsteget n = 1.
(ii) Induktionssteg: Antag att (1) stimmer for n = p, d.vs. VLfl) = HLZ) for alla
peZ;.Dagillerforn=p+1:
1 p+1 [4 p+1
VL = k; 2k = k:Zle + k:%l 2k

p
2%k+2(p+1) = VL, +2(p + 1)
k=1

= [Enl. antagandet] = HLfl) +2(p+1)

= (PP+p)+20p+1)=p*+3p+2
HLY = (p+ 1%+ (p+1) =2 +2p+1+p+1
=p?>+3p+2,

d.vs. VLZJ)rl =p?+3p+2= HLle, sd (1) stimmer dven for n = p + 1; vi har visat
induktionssteget.

Induktionsaxiomet: Vi har bekraftat startsteget och induktionssteget. Enligt induk-
tionsaxiomet stammer darfor (1) for alla n € Z ., och vi ar klara. O

1.35. a) Vi ska bevisa

n
Zk(k—i—l) — %n(n+l)(n+2) (VneZ,). )
k_;,_/ HLFZ)
VL,

(i) Startsteg: Lat n = 1. Vi har da:

1
VL(12):k21k(k+1) =1-(1+1) =2,

HLip =3-1-(14+1)-(1+2)=3-6=2,



d.vs. VL(lz) =2= HL(l2 sa (2) stdimmer i startsteget n = 1.

(ii) Induktionssteg: Antag att (2) stimmer for n = p, d.vs. VL( ) = HL ) for alla
p € Z. Da géller for n = p+ 1:

p+1
VLY = Zkk+1 Zkk+1 + Y k(k+1)
= k= k=p+1

= i k(k+1)+(p+1)((p+1) +1) = VLY + (p+1)(p +2)

—

= Enl. antagandet] = HLp +(p+1)(p+2)

=Iplp+1)(p+2)+ (P+1)(P+2) =1(p(p+1)(p+2)+3(p+1)(p+2))

=16+ (p+D(p+2) =3(p+1(p+2)(p+3),
HLG =3+ ) ((p+ 1) +1) ((p+1) +2)
=3(p+1)(p+2)(p+3),

d.vs. .VLgl = %(p +1)(p+2)(p+3) = Lf;)rl sa (2) stimmer dven for n = p +1; vi
har visat induktionssteget.

Induktionsaxiomet: Vi har bekraftat startsteget och induktionssteget. Enligt induk-
tionsaxiomet stimmer darfor (2) for alla n € Z, och vi &r klara.

¢) Vi ska bevisa

Y k(k+3) =3n(n+1)(n+5) (VnezZs). 3)
k_;,_/ HL%)
VLE’S)

(i) Startsteg: Lat n = 1. Vi har da:

1
VL33):];1k(k+3):1-(1+3):4,
HLG = 3-1-(141)-(1+5) =5 -12=4,

d.vs. VL(13) =4 = HL(13), s (3) stammer i startsteget n = 1.

(ii) Induktionssteg: Antag att (3) stimmer for n = p, d.v.s. VL.

= HL ) for alla
® -
p € Z.Da géller for n = p+ 1:

e p+1 4 p+1
VL{y Zkk+3 Y k(k+3)+ Y k(k+3)
k=1 k=p+1

= Zk(k+3)+(p+1)((p+1)+3) VL’” +(p+1)(p+4)
k=1

= [Enl. antagandet] = HLP +(p+1)(p+4)
:%p<p+1)<p+5) (p+1)(p+4)=%(p<p+1)(p+5)+3<p+1>(p+4>)
=3(p+D)(p(p+5) +3(p+4)) = 3(p + D(p* +8p +12),
HLf;)rl:%p+l(p+l +1)((p+1)+5)
P+ 1)(p+2)(p+6) =5(p+1)(p* +8p +12),

d.vs. VLerl =Ip+1)(p?+8p+12) = HLf;)rl, sd (3) staimmer dven for n = p+1; vi
har visat 1ndukt10nssteget



Induktionsaxiomet: Vi har bekraftat startsteget och induktionssteget. Enligt induk-

tionsaxiomet stimmer darfor (3) for alla n € Z, och vi &r klara.

1.37. Vi betraktar pastdendet

n

2 =102 +3n* +n+2) (Vne€zZy);
;’ﬁ L)

VL(4)

ar det sant for alla n € Z,? Nej, ty for t.ex. n = 1 har vi

1
Ly = Zk2:12:1,

HLy =4 (2- 14312 +142)=1-8=4,
d.vs. VL%4) =1# % = HL(4), vilket innebér att (4) ej stimmer.!
1.39. Vi ska bevisa
2n
Y k(k+1) = ln(n+1)(7n +5) (Vnezy).
k=
L,_/ HL%)
VLE,

Vi skulle hir kunna anvinda resultatet i uppgift 1.35 a) eftersom

%k(k+1) = %k(k+1) —nilk(kJrl)
k=n k=1 k=1

2 -1
— ; _ -1
= [Enl. uppgift 1.35 a)] = HL — HL{,
1on@2n+1)2n+2) — i(n— 1) (n+1)
= [En del rarakning] = in(n +1)(7n +5)

O

4)

©)

for alla heltal n > 2. (I fallet n = 1 ar det forstds en enkel kontroll att bekrifta att
(5) stimmer.) Men eftersom detta handlar induktionsbevis sa utfoér vi ett sddant istil-

let/ocksa.
(i) Startsteg: Lat n = 1. Vi har da:

21 2
VLG5 = kzlk(kJrl kzlk(kH):1.(1+1)+2.(2+1):2+6:8,
HLf =3-1-(1+1)-(7-145)=}-2-12=}-24 =8,

d.vs. VL(15) =8 = HL(15), s (5) stammer i startsteget n = 1.
(ii) Induktionssteg: Antag att (5) staimmer for n = p, d.vs. VLfS)
p € Z,. Da géller for n = p + 1 att vinsterledet blir:

1 2(p+1) 2p+2
VL = Y k(k+1)= Y k(k+1)
k=p+1 k=p+1
2p 4 2p+2
=Y k(k+1)= Y k(k+1)+ Y k(k+1).
k=p k=p k=2p+1
p
VL(S)

for alla

ISe uppgift 1.35 d) for det korrekta virdet pa summan, d.v.s. VL, = tn(n+1)(2n+1) forallan € Z,.



Anvind antagandet:

2p+2
VL' =HL — Zkk+1 Y k(k+1)
k=2p+1

=3p(p+ 1)(7P +5)—p(p+1)+2p+1)2p+2) + (2p+2)(2p +3)
=(p+1)(3p(7Tp+5) —p) + 2p+2)((2p+1) + (2p +3))

= (p+1)3(p(7Tp+5) = 3p) + (2p +2)(4p +4)
=3(p+1)(7p* +2p) +8(p+ 1) (p+1)
= Jp+1)((7P* +2p) +3-8(p+1))

= I(p+1)(7p* +26p +24).

For hogerledet fas istillet:

HLp+l

5) p+1)+1)(7(p+1) +5)

((
(p+2)(7p+12)
(
(

p+1
p+1
p+1
p+1

W= QI W= W=

o~ o~ o~ o~

7p* +12p + 14p + 24)
7p% + 26p + 24).

— — ~—  —

Vi ser alltsa att VLf;)rl =Lp+1)(7p* +26p +24) = HLp;)rl, d.v.s. (5) stimmer &ven for
n = p +1; vi har visat induktionssteget.
Induktionsaxiomet: Vi har bekréaftat startsteget och induktionssteget. Enligt induk-

tionsaxiomet stimmer darfor (5) for alla n € Z ., och vi 4r klara. O

1.41. Vi ska bevisa

Z kl<n-(n+1)! (Vnezy). (6)
k=1 N————
——— HL(6)

VL(é)

(i) Startsteg: Lat n = 1. Vi har da:

1
1 _ 2 112 11 — _
VL =) B k=121=1.1=1,
k=1
HL(16):1.(1+1)!:1-2!:1-(1~2)=1-2=2,

d.vs. VL%6) =1<2= HL(16), sd (6) stammer i startsteget n = 1.
(ii) Induktionssteg: Antag att (6) stimmer for n = p, d.vs. VL&) < HLZ)) for alla
p € Z,.Da géller for n = p + 1 att véansterledet blir:

p+1
VL = 218 Kt = Zk2 K+ Y K2k
k=p+1

—VLP)—i—(p—i—l) (p+1)! [Anvind antagandet]
<HLY + (p+ 1) (p+1)! =p-(p+ D!+ (p+1)*- (p+1)!
:(p+<p+1>)-(p+1)!=(p+<p2+2p+1))-(p+1>!

=(pP*+3p+1)-(p+1)!



For hogerledet fas istillet:

HU = (p+1) - (p+ D+ 1) = (p+1)- (p+2)!

=(p+1)-((p+2)-(p+ 1) =(p+1(p+2) - (p+1)!
= (P +2p+p+2)-(p+ 1) =P +3p+2)- (p+ 1)

Vi ser alltsa att

VLf’Jl <(PPH3p+1)-(p+) < (PP +3p+2) - (p+1)! = HLgl,

sd att

p+1 p+1
VL5 <HL

d.v.s. (6) stimmer &ven for n = p + 1; vi har visat induktionssteget.
Induktionsaxiomet: Vi har bekraftat startsteget och induktionssteget. Enligt induk-
tionsaxiomet stammer darfor (6) for alla n € Z ., och vi ar klara. O



