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1 Notation, mingdlira och logik

Miangder och tal

0 tomma méngden, { }

7 méngden av heltal, {...,—2,-1,0,1,2,...}
y/m méngden av positiva heltal, {1,2,3,...}

Z_ méngden av negativa heltal, {... —3, -2, —1}
N méngden av naturliga tal, {0,1,2,...}

{reZ|P} méangden av alla x 1 Z som uppfyller egenskapen P
{r€Z: P} samma som {x € Z| P}

Q méngden av rationella tal, {p/q:p,q € Z, ¢ # 0}

R méngden av reella tal

R, méingden av positiva reella tal, {z € R : z > 0}

R_ méngden av negativa reella tal, {vr € R: x < 0}

[a, b] det slutna intervallet fran a till b, {x € R: a <z < b}
la, b] det 6ppna intervallet fran a till b, {x € R: a < z < b}
(a,b) samma som |a, b|

C méngden av komplexa tal, {a 4+ ib: a,b € R}

De positiva primtalen < 100
2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79, 83,89, 97

Symboler fran mingdlira

A=BHB A ar lika med B
A#B A &r inte lika med B
ae A elementet @ finns i méngden A
a& A elementet a finns inte 1 méngden A
AUB unionen av miangderna A och B, {z: z € A eller z € B}
ANB snittet av méngderna A och B, {z : v € A och z € B}
A-B skillnaden mellan méngderna A och B, dvs {zr € A: z ¢ B}
A\ B samma som A — B
B den komplementéra mangden till B,
om B ir en delmiingd till den universella méngden U sd ir B={x cU : x ¢ B}
Be samma som B
ACB A ér en delméngd till B,xr € A= x € B
ACB A ar en dkta delméngd till B, dvs A C Boch A# B
AxX B den kartesiska produkten av mingderna A och B, dvs
méngden av alla ordnade par (a,b) sadana att a € A och b € B
P(A) potensméngden till A, dvs méangden av alla delméngder till A



Viktiga likheter inom méingdléra

Associativa lagar: (AUB)UC =AU (BUC)
(ANB)NC=AnNn(BNC)

Kommutativa lagar: AUB=BUA
ANB=BnNA

Distributiva lagar: AN (BUC)=(ANB)U(ANC)
( )N ( )

AU(BNC)=(AUB)N(AUC
De Morgans lagar: AUB=ANB
ANB=AUB

Logiska symboler

—p icke p

pVyq p eller g

pPAq poch g

D= q p implicerar/medfor ¢
P& q p ar ekvivalent med ¢

Viktiga ekvivalenser inom logik

Associativa lagar: (pVqgVrepVigVvr)
(pAg) AT pA(gAT)

Kommutativa lagar: pVqg&sqVp

Distributiva lagar:  pA(gVr)< (pAqg V(pAT)

De Morgans lagar: —(pVq) & pA—gq

Logiska ekvivalenser for bevisforing
Att bevisa p < ¢ ar ekvivalent med att bevisa p = ¢ och ¢ = p
Att bevisa p = ¢ &ar ekvivalent med att bevisa —q = —p



2 Algebra

Symboler for relationer mellan tal

a="> a &r lika med b

aF#b a &r inte lika med b

a<b a ér (strikt) mindre &n b

a>b a ar (strikt) storre &n b

a<b a ar mindre dn eller lika med b
a>b a ar storre an eller lika med b
alb heltalet a delar heltalet b

Viktiga likheter for aritmetik

Associativa lagar: (a+b)+c=a+(b+c), (ab)c=a(be)

Kommutativa lagar: a+b=b+a, ab=ba
Distributiva lagen: a(b+c) =ab+ ac

Lagen om nolldelare: Om ab=0sa &r a =0 eller b =0

Kvadreringsreglerna och konjugatregeln

(a+b)? = a*+2ab+ b
(a —b)* = a*—2ab+b?
(a+b)(a—b) = a*—b

Kubregler

(a+b)® = a®+3a*b+ 3ab® +b°
(a—b)?® = a®—3a*b+ 3ab* — b

Summor av kuber

a’+b = (a+b)(a®—ab+0b?
a>—b = (a—0b)(a®+ab+0b?)

Andragradspolynom
Ekvationen 2 + px + ¢ = 0 har rétterna

p . [p? p P?
N ST - h o= —2
Ty g 1o E Ty g 1

dér x1 + 29 = —p och x1 - x5 = ¢q



Absolutbelopp

r omx >0
—x omzx <0

8
Il
—N

Kvadratrotter
Va-Vb=ab a>0, b>0
va _ \/E 0>0, b>0
Vb b
a2b = |a|Vb b>0
Potenser

x, vy, a, b, reella tal a,b > 0, och n ett positivt heltal

Logaritmer
For positiva reella tal x, y, a, b, dar a,b # 1 géller

log, xy = log, x 4+ log, y lgzy =lgz+1gy
log, = = log, @ — log, y lg= =lgz —lgy
) Y

log, 2P =p-log, lga? =p-lgx
log, = Inz

1 = loxr = ——

%a® log, a &Y T 110

dér
a’y =r & y=log, v W =xsy=Ilgx e=r<y=Ihzx

log, skrivs oftast lg

log, skrivs oftast In



Nagra summationsformler

& n(n+ 1)
2T T

n

9 n(n+1)2n+1
Shpe _ nln+ bt

r=1 6
z": 5 n*(n +1)?
T = _—
4
r=1
- a1
Z = — 1 dér det reella talet x # 1
l‘ JE—
r=0
Binomialsatsen .
(a+0b)" = (n) a"b" "
r
r=0
dar n ar ett positivt heltal, =— nl=nn-1)---3-2-1 och 0!'=1.
r rli(n —r)!



3 Komplexa tal

Definition
Ett komplext tal z kan skrivas z = a + ib dér a och b &r reella tal och ¢ ar ett tal som
uppfyller 2 = —1.

Talen z = a 4 b och Z = a — b kallas konjugerade.

Belopp
Beloppet |z] av z = a +ib ar |z| = r = Va? + b?
Polar form
z =r(cosp +isiny) =re, dir r = |z| och ¢ = arg(2)
De Moivre

2" =1r"(cos(ny) + isin(ny)) = r"e™?

Multiplikationsregler
Om z; = rie"™ och zy = rye’? sa ar

Z17s = Tiree’$11¥2)
<2 T2



4 Punkter, vektorer och plan i rummet

Avstandet mellan punkterna (z1,y;,21) och (3, s, 22)

VI0T1 — 22 + |y — va)? + |21 — 2

Avstandet fran punkten (z1,y;, z1) till planet az + by + cz = d

laxy 4+ byy + ¢z — d|

Va2 + b2+ 2

Normen (lingden) av vektorn a = (aq, as, as)
lall = y/at + a3 + a3

Skaldrprodukten av vektorerna a = (ai, az,a3) och b = (b1, by, b3)
a-b=ayb; + asby + asbs = ||a|| ||b]| cos a,

dér « ar vinkeln mellan a och b.
Projektion av vektorn u pa vektorn a

) u-a
proj,u=—— a
o alP?

Cauchy—Schwarz olikhet
[u-v| < lulffv]



5 Geometri

Cirkel
r cirkelns radie, A area, O omkrets
A = 7r?
O =2nr
Pyramid
B bottenarea, h hojd, V' volym
v Bh
e

Rak cirkulér cylinder
r radie, h hojd, S mantelarea (ytarea), V' volym

S =2nrh
V =nr’h

Rak cirkulir kon
r radie, h hojd, s sida, S mantelarea (ytarea), V' volym

S =nrs
7r?h
V=
3
Sfar
r radie, S mantelarea (ytarea), V' volym
S = 4mr?
43
V=
3



6 Trigonometri
Ratvinklig triangel

singp =

cosy =

QI OO I

tany =

Enhetscirkeln

sing =y, cosp = T,
sin cos

tanp = Ld cotp = — 4
coSs ¢ sin ¢



Areasatsen for triangeln A

besi
e A = desina
2
Sinussatsen
sina  sinf8  sinvy
a b ¢
Cosinussatsen
a® = b* + & — 2bccos
Additionsreglerna
sin(p + 1) = sinpcost + cospsin
sin(p — ) = sinpcosy — cos psiny
cos(p + 1) = cospcosth — sinpsiny
cos(p — 1) = coscost + sinpsiny

Trigonometriska ettan
sin? o + cos? o = 1

Formlerna fér dubbla vinkeln

sin(2p) = 2sinycosp
cos(2p) = cos®p—sinp = 2cos’p—1 = 1—2sinyp

10



Uttryck pa formen asinxz + bcosz

asinx + bcosx

= rsin(z +y)

a b
dar r = vVa?+b?, cosy =— och siny = -
r r

Nagra exakta virden for trigonometriska funktioner

Vinkel ¢
grader radianer sin Ccos tan ¢
0 0 0 1 0
30 /6 1/2 V3/2 V3/3
45 /4 V2/2 V2/2 1
60 /3 V3/2 1/2 V3
90 /2 1 0 ej def.
120 21 /3 V3/2 ~1/2 —V3
135 3 /4 V2/2 | —v2/2 —1
150 57/6 1/2 —V3/2 | —V3/3
180 m 0 ~1 0
210 /6 —-1/2 | =v3/2 | V3/3
225 5 /4 —V2/2 | —V2/2 1
240 A /3 —V3/2 | —1/2 V3
270 3m/2 ~1 0 ¢j def.
300 57/3 —V3/2 1/2 —V3
315 77 /4 —V2/2 | V2/2 —1
330 117/6 —1/2 v3/2 | —V3/3
360 2 0 1 0

11




7 Nagra standardgrinsvirden

1 1
Iim — =0 lim — = +o0
r—too T =0+ I
lim sma::L limcosx—l _0
z—0 I z—0 T
1\* n
lim (1+—) =e, hmx—:()
T—00 x x—o0 ¥
e | In(1
hm6 =1, lim n(l+z) =1
z—0 T x—0 €T
|
lim = — ¢
T—o0 U
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8 Derivator

Definition h
oy — g @D = F@) o Fw) — (@
h—0 T—a T —a
Derivator av nagra funktioner
Funktion Derivata
x® az® !
e* et
ekﬂﬂ kekz
a®, a>0 a®Ina
1 1
T x2
1
Inz -
T
1
log, x
rlna
sin x CcosS T
Ccos ¥ —sinx
1 2
tan x - = 1+ tan“z
cos? x
¢ 1
arctan x
1+ 22
. 1
aresin _—
V1— 22
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Produktregeln

Kvotregeln

Kedjeregeln

Derivata av invers funktion

d ., 2 — 1
wl O pw)
Taylors formel
(a "(a ") (g
f(x):f(a)‘l_#(l’—a)—i—fQ—g)(x—a)Q_’_..._kf n|( )

for nagot € mellan x och a.

14




9 Integraler

Primitiva funktioner

Funktion

Primitiv funktion

Partiell integration

—— o, a# -1

a+1

e +c

In|z|+c

—cos(x) + ¢

sin(x) + ¢

tan(z) + ¢

—cot(z) + ¢

arcsin(z) + ¢

arctan(zx) + ¢

/ f(@)g(x) dz = f(z)g(z) - / f(2)g (z) da

Rotationsvolymer

b
Rotation kring z-axeln: V = 7r/ (f(x))de

b
Rotation kring y-axeln: V = 27r/ xf(z)dx

15



Bagliangd

b
s= [ V@) + @)d c=a0. y=y)

s:/ab\/1+(f’(a:))2dx, y = 1(x)
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10 Differentialekvationer

Forsta ordningens linjara differentialekvationer
Integrerande faktor till i + g(2)y = h(x) ar %@, dir G(x) = [ g(x) dx.

Andra ordningens homogena linjira differentialekvationer
Differentialekvationen
y' +ay +by =0,

dér a och b ar konstanter har l6sningar som ges av:

y = Ae"? 4+ Be™* om rotterna r; och ry till karaktaristiska
ekvationen &r reella och ry # ry;

y = (Az + B)e™ om rétterna 7 och ry till karaktéristiska
ekvationen ar reella och r; = ry = 1;

y = e (A cos(fz) + B sin(ﬁx)) om rotterna r; = a+ 57 och ro = a— i till
karaktaristiska ekvationen inte &r reella.
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