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1 Beteckningar

Stora bokstdver, X,Y etc, betecknar slumpvariabler.
Sma bokstéver, X, y etc, betecknar faktiska virden pa observationer.

Populationsstorleken betecknas med N.
Stickprovsstorleken betecknas med n.

Grekiska bokstdver betecknar populationens parameter. Ex o, som betecknar populationens standardavvikelse
Undantag: andelen, proportionen betecknas i vissa bocker med p resp p

Latinska bokstéver betecknar skattningen av parametern. Den skattas utifrén stickprovet. Ex s, som beteckar
stickprovets standardavvikelse.

Parameter Parameterskattning (statistika
(i populationen/ sanno- (i stickprovet)
likhetsfordelningen)

Medelvirde u X

Varians o’ s

Andel, proportion p (alt ) f) (alt p)

Korrelation p r

Generellt 0 é
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2 Beskrivande statistik

2.1 Central- och spridningsmatt

Median: Virdet av den mittersta observationen vid udda antal observationer

N+1 . .

Obs nr i storleksordning
alt medelvirdet av de bada mittersta observationerna vid jdmnt antal observationer
_ N N +2
Observationerna: — och
2
Typvirde: Det vanligaste, mest forekommande virdet i ett material
n
2%
. . C_X Xt AX, T
Stickprovsmedelvirde: X = =
n n

N

2%
Populationsmedelvirde: By =—

N

Variationsvidd: Differensen mellan det storsta och det minsta vardet, max-min
Kvartilavstand: Avstandet mellan 6vre och undre kvartilen, Q; - Q,
Kvartilavvikelse: Genomsnittligt avstdnd fran kvartilerna till medianen, %

Stickprovsstandardavvikelse: S, =

Populationsstandardavvikelse: oy =
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Om materialet anges i en frekvenstabell:

K = Antal olika observerade virden/olika klasser

K
f; = absolut frekvens; > fj =n (stickprov)

i=l1

K
f; = absolut frekvens; fi = N (population)
i=1
K
Z fx;
Stickprovsmedelvérdet: X = 42!
n
K
z fx;
Populationsmedelvirdet: Wy = i:IN
Stickprovsstandardavvikelse: S, =
S 2
Z f, (Xi — Hyx )
Populationsstandardavvikelse: oy = i=l

Fraktilmatt vid klassindelade material:

(1/100)-n —kf,
f

P,=x,+w

i = den eftersokta percentilen

P; = variabelvérdet for den sokta percentilen

X = den nedre klassgriansen dar den sokta percentilen finns
w = klassbredd

kfy = kumulerad frekvens for x,

(1/100)n = kumulerad frekvens for P;

f = frekvens i klassen
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2.2 Standardvagning

Problem: En variabel, y, har olika medelvérden eller olika andelar mellan kategorierna A och B. Detta
datasamband ska kontrolleras for en uppdelning i klasser/ kategorier efter en tredje variabel.

Standardpopulationsmetoden:
Vilj en standardpopulation och anvind dess vikter genomgaende. Pa sé sitt kan vi direkt jaimfora standardvégda
medelvérden.

w; = standardpopulationens vikter

—A —B
Y, ,Y; = stratamedelvérden alt piA, piB = strataandelar

Yo =

Ko K
Zwi Yi Zwi piA
_ =l

alt phey =

M=
=

K
W;
=1

i=1 i

w, p;

K
=1

Kapacitetsmetoden:

Genom att berdkna hypotetiska medelvérden for de olika populationerna, utifran en stdrre populations
medelvérden, och direfter berdkna indextal mellan de sanna och de hypotetiska medelvérdena kan
populationerna pa ett mer réttvist sitt jimforas.

Zi = stratamedelvéarden for standardpopulationen (en storre populations stratamedelvérden)
w; = frekvenser, antal, vikter

yA

E=H 1, =100 Lsnt
> wh Yhyp
i=1

—B
= ysan
T lg =100 =™

>w Yhyp
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2.3 Korrelation och regression

Kovariansen i stickprovet: Cov[X,Y]= —— Z (x; — X)(y1 y)

Korrelationskoefficienten i stickprovet:

TR U (e N G ()
AR e DY ()

Ny Xxy—> x>y _ DXy —nxy
JOX X -0)- Ty - (X -n) (v -ny?)

_ Cov[X.Y]

OxOy

Korrelationskoefficienten i populationen:

Regressionslinjen ¥ = 3, + f3,X alternativt Y =a+b-X

ﬂAl:rS_Y:iZ_l:(Xi—X)(yi—y):nzxy_zxzy
SR O D Rl )
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3 Sannolikhetsteori

3.1 Rakna med sannolikheter

n,, Nao= antal element med egenskapen A

N

pr(A) =”7A alt pr(A)=—A

A
N
K = Komplementet till A (icke-A)

pr(A)=1-pr(A)
pr(A|B)=1-pr(A[B)

pr(Aeller B) = pr(A)+ pr(B)— pr(A och B)
pr(A och B) = pr(A|B)- pr(B)eller pr(B|A)- pr(A)

pr(A)=2_ pr(E och A)=> pr(E)- pr(A[E)

pr(Ei och A) _ pr(Ei)' pr(A|Ei)
PrCA) S pr(E,)- preAlE)

pr(E |A) =

Oberoende handelser

Hindelserna A och B kan betraktas som oberoende héndelser om:

pr(A[B)=P(A)

Additionssatsen

Multiplikationssatsen

Satsen om total sannolikhet

Bayes sats

Detta leder till att snittet mellan tva oberoende héndelser kan berdknas enligt:

pr(A och B) = pr(A)-P(B)

Om A och B ir oberoende hindelser, sé ér dven A och icke-B, icke-A och B samt icke-A och icke-B oberoende

héndelser.

Disjunkta handelser

Tvé héndelser ségs vara disjunkta om de &r varandra uteslutande, dvs de kan inte intrdffa samtidigt.

pr(Aand B)=0

3.2 Kombinatorik

Permutationer (ordningen ar av betydelse)
En ordnad f6ljd av x objekt valda fran n objekt

n!

Antal permutationer: WPy =
(n—x)!
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Kombinationer (ordningen saknar betydelse)

Ett urval av X objekt valda fran n objekt (utan hénsyn till ordningen)

n! . 2
Antal kombinationer: ( . ) = ﬁ Skrivs ocksa ,C
Xi(N—X):

3.2 Stokastiska variabler (slumpvariabler)

pr(x) = pr(X =x)

Vintevirdet  E[X]=p, = Z X« pr(x)

Variansen

Var[X]=o,’ = E[((x—y)z)}:Z(x—y)zpr(x)zzx2 pr(x) - =E(X*)-E(X)’

Standardavvikelse: Sd(X) =0 =4/E (X - ,u)z

Linjara kombinationer av en slumpvariabel
OmY = aX + b, ddr a och b 4r konstanter sé ar :
E(aX+b) = aE(X) + b dvs py = aux +b

Var[Y] = a’Var(X) dvs o’y = a’c’

oy = |alox

Standardisering av slumpvariabel

Om X dr en slumpvariabel med medelvirdet p och standardavvikelsen o,
—H
o

sd har medelvirdet = 1 och standardavvikelsen = 0.

Summor och differenser

For sinsemellan oberoende slumpvariabler X;, X, etc géller:
E(Xl + Xz): E(X1)+ E(Xz)

sd(X, +X,)=+/(sd(X, )" +(sd(X,))

E(Xl - Xz): E(Xl)_ E(Xz)

sd(X, = X,)=/(sd(X, )} +(sd(X,))

Medelvirde och standardavvikelse for summan av n observationer dragna slumpméssigt ur en férdelning med
medelvérde p och standardavvikelse o:

/uSum = n/u O_Sum = \/HO'
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3.3 Sannolikhetsfordelningar

Diskreta sannolikhetsfordelningar

Binomialférdelningen,  Bi(n, p).

Antal forsok = n, sannolikheten for att ”lyckas” = p, variabeln X = antal lyckade av n forsok.

Sannolikheterna (massfunktionen):

pr(X = x):@- p*-(1-p)" =ﬁlx), p*-(1-p)
Vintevirde: EX)=p=np
Varians: Var(X) = o’ =np- (1-p)
Standardavvikelse: o= /np(l-p)

Hypergeometriska fordelningen, Hyp(N,n,S)

x=0,1,2,..,n

N = populationens storlek, n = stickprovets storlek, S = antalet i populationen av en viss kategori,

variabeln X = antal i stickprovet pétriffade av kategorin. p = %l

(i)('l:l’_;) sCx' N—sC

Sannolikheterna (massfunktionen): pr(X = X) = =

N
(") G
Vintevirde: EX)=p=np
N —n
Varians: Var(X)—Gz—(N IJ-n- p-(1-p)
Standardavvikelse: c=-/o’
Kontinuerliga sannolikhetsfordelningar
Likformiga férdelningen, Uni(a,b)
a<x<b
1
Sannolikhetstéthet: f(x) = b—

N a+b : )
Vintevarde: EX)=pn= > Varians: Var(X)=0c"=
Normalférdelningen, Nf(p, o)

-00 < X <0
1 —(X_’?Z
Tithetsfunktion: f(x)= 20

—F—€
\N2wo

x=0,1,2,..,n

10
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Vintevirde: EX)=p
Varians: Var(X) = o*

3.4 Approximationsregler

Approximera den hypergeometriska fordelningen med binomialférdelningen nér urvalsfraktionen understiger

0,1. m/N£0,1)
Binomialfoérdelningen fir approximeras med Normalférdelningen nir np(1-p) > 9. (n stort och p litet)
Kontinuitetskorrektion forbattrar approximationen eftersom Binomialfordelningen &r diskret och

Normalfordelningen ar kontinuerlig. X=1 i en diskret fordelning motsvarar intervallet 0,5<X<1,5 i en
kontinuerlig férdelning. (Ex X > 10 = X > 10,5 och X <20 = X <20,5)

3.5 Stickprovsfordelningar

n = stickprovets storlek

Sannolikhetsfordelningen for stickprovsandelen p

. 1-
Medelvirdet (vantevirdet) for P &r p och standardavvikelsen dr PE=P) .
n

Férdelningen for P 4r binomial men kan da np(l - p) > 9 (ca.) approximeras med normalférdelningen.

Sannolikhetsfordelningen for stickprovsmedelvardet X

Antag att vi har en kvantitativ variabel med medelvéardet p och standardavvikelsen G i populationen.

Om maétvariabeln X dr normalfordelad sé ar Y normalférdelad. Om n > 30 (ca.) sd &r X approximativt
normalfordelad dven om X inte &r det (enligt centrala gransvardessatsen).

X har viintevirdet p och standardavvikelsen %/ﬁ

11
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4 Statistisk slutledning

Den statistiska inferensen bygger ofta pa att vi kan anvinda oss av normalférdelningen. Antingen kan vi
forutsitta normalfordelade variabler, vilket garanterar att stickprovsmedelviardet dr normalfordelat, eller ocksé
kan vi utnyttja CGS som sdger att stickprovsmedelvérdet &r normalfordelat nér vi har “’stora” stickprov.

Om vi har en kénd populationvarians kan vi anvianda z-fordelningen, men da vi inte kénner populationsvariansen
ska vi ofta anvinda t-fordelningen. Denna fordelning beskrivs av ett antal frihetsgrader, df, beroende pa hur stora
stickproven &r. Nér antalet frihetsgrader okar tenderar t-fordelningen att bli allt mera lik z-férdelningen. Man kan
anvénda z-fordelningen nér antalet frihetsgrader Gverstiger 100 utan att felet blir av storre betydelse.

Har vi urval frén @ndliga populationer och urvalsfraktionen ar storre d4n 10%, (n/N > 0,1) anvénder vi
andlighetskorrektion, se sidan 16.
4.1 Konfidensintervall

Konfidensintervall dr uppbyggda pa foljande sétt:

Punktskattning + konfidensgrad-standardfel; Dar standardfelet (se) ar punktskattningens standardavvikelse

Konfidensintervall for p:

Fall 1:X ir NF, o ir kiind X+2,, -5e(X)=x=*

- -, S
Fall 2:X ir NF, o &r okéind xit-se(x):xit-TX df =n—1
n
- -\ =,, S
Fall 3: Fordelningen &r okdnd men n>30-50  X=*t- se(x) =Xxt TX df =n-1
n

— -\ - s
Fall 4: Fordelningen 4r okénd och n 4r stort Xtz,, .se(x) =x*z ,—>*=

Konfidensintervall fér parvisa observationer, matchning:

= =\ .. S
Matchande par, X och Y ir NF dit-Se(d)Zdit-Td df =n-1
n
= = T.. S
Matchande par, n > 30 dit~Se(d)=dit~Td df =n-1
n
Konfidensintervall for py - py, tva oberoende stickprov:
- - (e} 2 (e) 2
Fall 1 : X och Y &r NF, ox och oy ir kiinda x-y)tz,, [ =—+—
X Ny

12
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- = - =\ = - [n +n
Fall 2 : X och Y 4r NF, ox = oy men okénda, (x—y)it-se(x—y):(x—y)it-s e
Ny Ny

2 _ (ny — l)sx2 +(ny — I)SYZ

df = ny+ny-2
ny +ny, —2

ny eller ny < 30, S

- = = =\ (= = S
Fall 3 : X och Y ér NF, 6x # 6y men okénda, (x—y)it-se(x—y)z(x—y)it- S X

nx eller ny < 30

X2/ X 2/ 2
f = ((j n )2+(SY2 nY))2 alternativt Min([nx _1],[ny _1])
(s"x /ny) _I_(SY/nY)

ny, —1 n, —1

2 2
Sx S

Fall 4 : X och Y dr ej NF, men ny och ny > 30 (?—?)iz-se(?—?)z&—?)i Z-
Ny ny

Konfidensintervall fér proportionstal:

np(1-p) > 9 pz-se(p)=ptz p(l-p)
n

Konfidensintervall for skillnaden mellan tva proportionstal:

npi(1-p1) och nypy(1-p2) =29 (p1 - pz)i Z'Se( ﬁl - f’z) ( ﬁl —Py)T

; )ﬂ\/ﬁn(l—l@l)+ p,(1- P,)

Hur man beraknar erforderlig stickprovsstorlek:

m = tilldten felmarginal (halva konfidensintervallets langd)
z  dr beroende av konfidensnivan
p* ”sdmsta” virde pa p i den givna situationen

2 2

-0 Z

n> (—] For proportioner géller: N > (—j p *'(1 -p *)
m m

Anvinds dndlighetskorrektion far formlerna féljande utseende:

2 2 2 . n* %
7’ 7 (1-
n>—>— For proportioner giller: N > p2 i 1 P )*
"o Z -
: L, TP (1-pY)
N N

13
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4.2 Hypotesprévning

o = Sannolikheten att forkasta en sann nollhypotes ; Sannolikheten for typ 1 fel
B = Sannolikheten att acceptera en falsk nollhypotes ; Sannolikheten for typ 2 fel

aktuell punktskattning (estimator) - hypotetisk vérde _ 00

testvariabel = —
standardfel (se) se (9)

Populationsmedelvardet p:

i . . X-n
Fall 1: X dr NF, o ér kidnd Testvariabel Z =

o/n

. _ . X—p

Fall 2 : X ar NF, o ar okdnd Testvariabel: t=

X —
Fall 3 : X &r ¢j NF, men n > 30 Testvariabel: t = 270
s//n
o ) . X —u
Fall 4 : X &r ej NF, och n dr mycket stort Testvariabel: Z =

Matchande par, X och Y ar NF Testvariabel: t =
Matchande par, X och Y &r ¢j NF men n>30 Testvariabel: t =

Skillnad mellan tva populationsmedelvarden, uy - py, tva oberoende stickprov:

7 - X=Y) - (e —py)

2 2
c c
Ox Oy
nX nY

Fall 1: X och Y dr NF, ox och oy dr kdnda:

Fall 2: X och Y dr NF, ox = oy men okénda :

_ (Y_?)_(MX —Ky) dir s = (ny —l)SX2 +(ny _l)SY2
S\/nX+nY ny +ny -2
nyny

Testvariabel: t

df =n-1
df =n-1
df =n-1
df =n-1

df =n, +n, -2

14



Institutionen for informationsteknologi och medier
2004-01-19

_ (X_?)_(Hx —Uy)

Fall 3: X och Y 4r NF, ox # 6y men okdnda, ny eller ny < 30: t

S L Sy
1’1X nY
2
(s’ /Ny )+(s,”/ny)
f:&;/xz i/Yl alternativt df =Min([n, —1],[n, -1])
x/Ny) +(SY n)
nx _1 nY_l

(X =Y) = (py — pty)

Fall 4: X och Y ir ej NF, menny ochny >30 Z =

Populationproportionen, p:

A

,__ b-p
pd - p)

n

np(1-p) =9 Testvariabel

Skillnad mellan tva populationsproportioner, p; — p :

A

Z: ﬁl_pZ

npi(1-p1) = 9 och nypy(1-py) > 9 Testvariabel

\/f)o(l_ po)(l"‘lj
n.n

R np +np
dél‘ p0= lpl 2p2
n +n,

Andlighetskorrektion:

Om vi har en éndlig population och tar ett stickprov som ar mer dn ca. 10 % av populationen, dvs. urvalskvoten

n
E > 0,1, s& anviinds dndlighetskorrektion. Vi fir en sikrare skattning och korrigerar dérfor medelfelet s att

) N-n n
det minskar med faktorn ~ [1—-—
N-1 N

Ex pa dndlighetskorrektion:
2
= S n - S n
KI for p: xiz-—x-,/l——:xirz- = l-—
Jn N n N

Hypotesprovning for p: Testvariabel Z =

15
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4.3 x°-test

43.1  Goodness of Fit (hur vél ansluter sig observerade vérden till en given férdelning?)
Jamforelser mellan observerade (O;) och forvéntade (E;) frekvenser.

Inga forvéntade frekvenser far understiga 5

. 2 (Oi — Ei )2 .
Testvariabel y~ = ZT Antal frihetsgrader = (r-1)

Test av oberoende

Jamforelser mellan observerade (Oj) och forvintade (E;) frekvenser.
Inga forvéntade frekvenser far understiga 5

Var 2
Var 1 1 2 C. C Totalt
1 Oy Op . Oy R,
2 021 022 e 029 R2
T Or] Orz e Orc Rr
Totalt C C, .. C. n

n = stickprovsstorlek

O;; = observerad frekvens i cell i,j
R; = radsumma for rad 1

C; = kolumnsumma f6r kolumn j
r = antal rader

¢ = antal kolumner

R,-C,

J

E;; = forvantad frekvens i cell i,j =
n

0, -E.)
Testvariabel Zz = Z Z% Antal frihetsgrader = (r-1)(c-1)
.

]

4.4 Test av korrelation

I ar korrelationskoefficienten mellan tva normalfordelade variabler.

r
Testvariabel — t = Antal frihetsgrader = n-2

J=r2)n-2)

16
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4.5 Icke parametriska test

Icke parametriska test anvands nér vi har smé stickprov och inte kan anta att materialet 4r normalfordelat. Vi
anvinder da sk fordelningsfria test.

Teckentest

Anvinds nér vi har parvisa observationer, sk matchning.

Ange for varje par om differensen &r positiv eller negativ. Bortse fran de fall dir differensen = 0.
Rékna antalet plus- och minus-tecken.

Testfunktion: Det antal tecken som forekommer minst.

Vi testar hypotesen att andelen plustecken = 0,5

Utnyttja binomialférdelningen for att finna signifikansnivén.

Wilcoxons test

Anvinds nér vi har parvisa observationer, sk matchning.

Bilda differenser for varje par. Rangordna differenserna efter storleken pa deras absolutbelopp.
Minsta differensen fér rangtalet 1 osv. Vid flera lika differenser, berdkna medelvirdet av rangtalen .
Bortse fran de fall dér differensen = 0.

Berdkna rangsumman for de positiva och negativa differenserna.

Testfunktion: Den ldgre rangsumman av de bada.

Vi testar hypotesen att medianen for de bildade differenserna = 0.

Titta i sérskild tabell efter kritiska varden.

17
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