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Block 4 - Funktioner

e Funktionsbegreppet
e Definitionsmangd

e Virdemangd
e Grafen for en funktion
e Polynom
e Konstanta polynom
e Linjara polynom
e Andragradspolynom
e Potenser, exponential- och logaritmfunktioner
e Potensfunktioner
e Exponentialfunktioner
e Logaritmfunktioner
e Trigonometriska funktioner
e sin(x), cos(z), tan(zx), cot(x)
e Grader och radianer
e Grundlaggande trigonometriska ekvationer
e Triangler
e Ratvinkliga trianglar
e Grader och radianer
e Trigonometriska identiteter

e Trigonometriska ekvationer
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Funktioner

Lat X och Y vara tva icke-tomma mangder.
En funktion fran X till Y,
f: X =Y,

ar en regel som till varje x € X tillordnar ett unikt varde y € Y
som kallas bilden av x under f och betecknas f(x), dvs.

y = [flz).
Méngden X kallas funktionens definitionsmangd och betecknas
vanligen med Dy.

Méngden Y kallas funktionens bildmangd eller malmangd.

Méngden av de element i Y som antas av funktionen f kallas
funktionens vardemangd och betecknas vanligen med V5.

Vi={flx)eY zeX}
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Funktioner
Exempel

Betrakta funktionen f: R — R,
flz) = a*

Funktionens definitionsmangd ar R.
Funktionens bildméangd ar R.
Funktionsregeln ar y = 22 (eller f(x) = ?)

Kom ihag att om X och Y ar delméngder av R, ar grafen for
en funktion f : X — Y de punkter (z,y) i reella talplanet som
bestams av y = f(x).

Funktionen f : R — R, dir f(z) = x® har grafen

Funktionen antar endast icke-negativa y-varden, sa
virdeméngden V; = [0, ool.
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Styckvis definierade funktioner

En styckvis definierad funktion ar en funktion som &r definierad
pa olika sétt i olika intervall.

Exempel

Beloppfunktionen | | : R — R definieras genom

r omx > 0;
Ix{

—x omx < 0.

Funktionens definitionsméngd ar hela R, men den definieras pa
olika sétt i intervallen | — oo, 0] och [0, ool.

Beloppfunktionens vardemangd ar alla icke-negativa reella tal, dvs.
intervallet [0, oo[, och grafen for funktionen &r
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Styckvis definierade funktioner
Exempel

Rita grafen till funktionen f : R — R, dar

x/2 om x < 1;
flx)=<¢1—=2z om 1 <z <2;
T om xr > 2.
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Definitionsmangder och vardemangder
Exempel

Bestam storsta mojliga definitionsmangden till reella funktionerna
med funktionsregeln

fla)= &3

Ange vardeméngden till reella funktionerna

Flz)=vz—-3,x>5z€R

Gz)=3z—-1 -2<z<0,zeR
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Nagra elementara funktioner
Ett polynom av grad n ar en funktion f : R — R av typen
f(z) = a,z" + ...+ asx® + a1z + ag

dar n ar ett icke-negativt heltal, koefficienterna a; ar reella tal och

a, # 0.

Exempel

f(z) = 2 (ett konstant polynom)

f(z) = 3z + 2 (ett linjdrt polynom)

f(z) = 2% — x + 6 (ett andragradspolynom)
f(z) = 2% 4+ 62 — 7 (ett tredjegradspolynom)
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Konstanta polynomfunktioner
Grafen for en konstant polynomfunktion ar en vagrat linje.
Exempel

f(z) = 2 har grafen

4:!!

1o
<
I
N
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Linjara polynomfunktioner

Grafen for ett linjart polynom f(x) = az +b
ar en linje med lutning a som skér y-axeln i punkten (0, b).

Exempel

f(x) = 3z + 2 har grafen
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Andragradspolynom

Grafen for ett andragradspolynom f(z) = az?® + bx + ¢
ar en parabel.

Parabeln skér y-axeln i punkten (0, ¢).

Om parabeln skar/ror x-axeln, da ar det i punkterna (rq,0) och
(r9,0) dér r; och 79 &r rétter i ekvationen

az® +bx +c=0.
Om ekvationen inte har nagra rotter, da skar parabeln inte x-axeln.

Parabeln har vertex dar f'(x) = 0, dvs dar 2ax + b = 0.

Om a > 0 ar parabelns vertex en minimumpunkt eftersom
parabeln ar av typ

Om a < 0 ar parabelns vertex en maximumpunkt eftersom
parabeln ar av typ
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Andragradspolynom
Exempel

f(x) =2 —1=(x — 1)(z + 1) har grafen

y ™!

Exempel

Medan f(z) =1 — 2? = —(z — 1)(x + 1) har grafen

l=X

L&
"]
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Potensfunktioner

En potensfunktion har en funktionsregel av typen

flz) =2’
dar r € R. Definitionsmangden ar minst R, men kan vara storre

for vissa varden pa exponenten r. For icke-negativa heltalsvarden
pa r definieras " rekursivt genom att

X=1ocha" =z 2" ' forr>1.

Lat n vara ett positivt heltal, negativa heltalspotenser definieras
da som

Begreppet utvidgas til alla rationella exponenter m.h.a n:te rotterna
1

I’ﬁ _= x’

dar {/x ar rotfunktionen med index n, som definieras

e for x > 0 som det tal > 0 som upphojt till n ar lika med x;

e for x < 0, n udda
som det tal < 0 som upphojt till n ar lika med x;

o for x < 0, n jamnt

ar det odefinierad.

Det gar att utvidga begreppet potensfunktion till alla reella expo-
nenter sa att de vanliga rakneregler for potenser galler:
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Potenslagar

a’=1for alla a € R, dven 0° = 1.

ar _ a1
a4

(a?)1 = aP
alb? = (ab)?
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Potenslagar
Exempel

Berakna

41/2

10003

973
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Potenslagar
Exempel

Skriv som en potens av a

\3/6
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Potenslagar
Exempel

Forenkla sa langt som mojligt

(32.4 .3-35 31/5) —2
3.3-19

49\/3

Avgor vilket av talen ar storst, v/13 eller v/7
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Potenslagar
Exempel

Berakna

00+ 19427+ ... +10°
22"

2z—1
21:

(22)°
92*

22.23
32.42
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Potensfunktioner
Kvadratrotsfunktionen

Kom ihag att (kvadrat)roten ur a endast definieras for reella tal
a > 0. y/a ar det icke-negativa tal vars kvadrat ar lika med a.

Exempel

Vi =2

V=0

v/—4 &r inte definierat!

Kvadratrotsfunktionen ar alltsa potensfunktionen

fla) =2 =z

med alla icke-negativa reella tal som definitionsmangd och grafen

= ".|—.-J'C.
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Exponentialfunktioner

En exponentialfunktion med bas a ar en funktion av typen
flx) =a’

dar a > 0 ar ett konstant reellt tal.

Notera att a inte nodvandigtvist behover vara ett heltal eller ett
rationellt tal.

Definitionsmangden for en exponentialfunktion ar hela R
och vardemangden ar R,

Exempel

Hér &r grafen for f(z) =27 :
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Exponentialfunktioner
Exempel

Hér ar grafen for f(z) = 2% igen:

Eftersom (3)” = 5 blir grafen for exponentialfunktionen

fl@) =)
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Den naturliga exponentialfunktionen

Den naturlig exponentialfunktionen exp : R — R ar den som ar

sin egen derivata,
T

exp(z) =e

d
—exp(z) = e”.

dx

Talet e ar det irrationella talet

1 n
e = lim <1+—> = 2.718...,
n

n—oo

och exp-funktionen har grafen

|III (jL S 1)

21-Prepkursen - Foreldasningar Block 4




Logaritmfunktioner

For alla positiva realla tal a dar a # 1 finns for varje positivt reellt
tal y ett reelt tal x sadant att

y=a".
Talet x kallas da a-logaritmen till y och vi skriver

x =log,y.

En logaritmfunktion ar en funktion av typen

f(x) =log, x
dér a > 0 och a # 1.

Definitionsmangden ar alla positiva reella tal R,
och vardemangden ar alla reella tal R.
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Logaritmfunktioner
Exempel

Funktionen f(z) = log,(x) har grafen

Funktionen f(z) = log%(aj) har grafen
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Naturliga logaritmfunktionen

Den naturliga logaritmfunktion betecknas In och ar
logaritmfunktionen med bas e sadan att y = e” omm x = In(y).

In(z) = log,(x).

Naturliga logaritmfunktionen In har grafen
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Logaritmfunktioner
Exempel

Berakna

log, 2

logs 9

In/e
1

| N
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Logaritmlagar

Logaritmer definieras m.h.a.potensfunktioner, sa raknereglerna for
logaritmer foljer ur potenslagarna:

log,1=0
log, xy = log,  + log, y

T
loga - = 1Oga r— 1Oga Yy
Yy

log, ¥ = ylog, x

logiz = —log,
log, x

lOgCL(x) = 1nga
Inz

log, () =1 —

Den sista formeln ar bra att komma ihag om man t.ex. ska anvanda
minirdknaren till att berdkna logs(10).
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Logaritmlagar
Exempel
Bestam

5

1 —3 +1 =
0) 0)

1
In=+2In+e
e

g 100 — 1g 107
(lg &r svensk notation for logy .)

log, 4"
log 1 4n

In(1+1)+mn(1+1/2)+In(1+1/3) +In(1 +1/4) +In(1 + 1/5)

Om lg z = 5/8 och log, x = 2/3, beriikna lg a.
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Logaritmlagar
Exempel

Skriv som en logaritm

1 2
5 In(z® + 1) + §ln(:1:2 — 1)%

2In(z? — 1) —4ln(z + 1)
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Logaritmlagar
Exempel

L.os ekvationen

2 4 20+l = 3/2

lg(x+1)+1lg(x—1)=lg (z+2)

lg (2)

B
lg (4z — 15)
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Logaritmlagar
Exempel

Los ut y ur ekvationen
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Trigonometriska funktioner

Cosinus och sinus funktionerna definieras genom att (cos(¢p), sin(¢))
ar koordinaterna till punkten P pa enhetscirkeln dar linjestycket
OP har vinkeln ¢ med z-axeln och langden 1.

siny = Y COSY = Ip

En vinkel raknas positiv moturs och negativ medurs.
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Radianer
Enhetscirkelns omkrets ar 27 eftersom den har radien 1.

Langden av cirkelbagen som motsvarar vinkeln ¢ ar da

x:i.Qﬂ'

360

Vi sager att vinkeln 6 ar x radianer. Eftersom langder ar reella
tal, ar vinklar som mats i radianer reella tal.

AY

sing = Yy, cosp = Ty

Vinkelmattet pa denna kurs och de flesta av dina mattekurser
ar radianer sa att alla trigonometriska funktioner blir reella funk-
tioner.

32-Prepkursen - Forelasningar Block 4




-

Sinus och cosinus

Grafen for sin : R — [—1,1] ar

Grafen for cos : R — [—1,1] ar
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Sinus och cosinus

Nagra varden for sin och cos:

radianer | grader | sin | cos
0 0° 01
G
G
5 90° 1110
T 180° | 0 | —1
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Sinus och cosinus

Exempel
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Nagra trigonometriska identiteter
cos(—z) = cos(x)

sin(—z) = —sin(z)

cos(x + ) = — cos(x)

sin(x + 7) = —sin(x)

Trigonometriska Ettan

cos?(x) + sin?(x) = 1

g;(\f@:‘vg(;.‘cfwn g




Nagra trigonometriska ekvationer
Exempel

Los ekvationerna

cos(z) = 0
cos(z) = &
sin(x) = sin(§)
sin(z) = 0
sin(x) = —4
sin(6z) = 3
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Tangens

Tangensfunktionen definieras som
sin(z)

tan(z) = cos(x)

tan &r da inte definierad dar cos(x) = 0, dvs. dér = k§ och k &r
ett udda heltal.

Definitionsmangden for tan ar da
{reR:z# (2n+1)g,n€Z},

och grafen for tan ar
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Cotangens

Cotangensfunktionen definieras som

~—

o -2

cot ér da inte definierad dér sin(z) = 0, dvs. dér x = nm och n ar

ett heltal.

Definitionsmangden for cot ar da

{reR:x#nm,n e}
och grafen for cot ar
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Nagra trigonometriska identiteter

Ratvinkliga triangeln

t .~ a
’

b
Cos A = -
c
a
sin A = —
c
simA «a
tan A = = -
cos A
cos A
cot A = = —
smA a




Nagra trigonometriska identiteter

For alla triangler galler

- em e e

Sinussatsen

a b e
simA sinB sinC

Cosinussatsen (‘Icke-ratvinklig Pythagoras”)
a? = b+ % — 2bccos A

b2 =a®+ c* — 2accos B

& =a%>+b* - 2abcosC




Bevis for Cosinussatsen

Rita en bra triangel: %

£ (beos ¢, baint )

L‘)(f‘\!O)

|

’ enhelscirhe )
|
[
|

¢ = (bcosC — a)*+ (bsin C)?
= b*cos® C' — 2abcos C + a? + b2 sin® C
= b*(cos® C +sin® O) 4 a* — 2abcos C

= b’ 4+ a® — 2abcos C




Nagra trigonometriska identiteter

Additionsformler

(Bevis: Rita bra trianglar!)

Formler for dubbla vinkeln

sin(2z) = 2sin(x) cos(x)
cos(2x) = cos?(x) — sin®(x) = 2cos?(z) — 1 = 1 — 2sin’(x)

och fran formlerna for cos(2x) fas ocksa

cos(x) = %(1 + cos(2x))

sin?(z) = %(1 — cos(2x))
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Trigonometriska identiteter och ekvationer
Exempel
Visa att for alla x géller

cos(3x) = 4 cos®(x) — 3cos(x)

Berakna

)
)

cos(

ol

sin(

%]

Los ekvationerna

sin?(x) + cos(w) = 0

1 + sin(x) = 2cos*(z)

cos(x)sin(z) =0
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