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v Logik och bevis I

Mittuniversitetet

MID SWEDEN UNIVERSITY

1. Introduktion till logik

Varfor skulle vi vilja studera logik? Det kan vara for att det hjélper oss att forsta ett problem och dra
slutsatser. Det hjélper oss att skriva klartext s& att missforstand inte uppstar. Det ger en bra bas for
matematik och datalogi. Det ger oss mdjlighet att skriva om ett pastdende sa att det nya péstdendet dr
sant precis nir det ursprungliga pastdendet dr sant. Allt detta hjdlper oss att 16sa problem, bevisa satser
och skriva dataprogram. Dessa anteckningar &r bara en kort introduktion till &mnet. Om du vill ldsa mer
om detta viktiga och nddvéndiga dmne sa kan du ldsa kursen Introduktion till logik A (5 poéng).

Foljande exempel dr 6vningar i logiskt tinkande. Vilken information &r given? Vilken information ar
relevant? Vilka slutsatser kan du dra fran den? Finns det ett sétt att skriva om problemet sa att det blir
lattare att forstd och 16sa? Dessa fragor uppstar ofta nir man forsoker 16sa ett problem.

1.1. 1 poéng eller 0 poing?
Pa en skola deltog 100 elever i ett spel. Varje elev fick 1 eller O poidng. Minst en av eleverna fick 0

poing, men for varje valfritt par elever var summan av deras podng minst 1.

¢~ Finns det tillrdckligt med information for att bestimma hur manga av eleverna som fick 1 poidng?
Vad tycker du?

1.2. Jorgens bilder

Jorgen tittade pa ett foto. Jag fragade honom vem fotot forestillde. Han svarade, som han brukar gora, i
kryptisk stil: "Jag har inga syskon, men denne mans far dr min fars son!"

¢~ Suck! Nu dr jag forvirrad. Vem dr det pa bilden? Vet du?

¢~ Naturligtvis, nér jag inte kunde 16sa hans gita, skrattade han och visade mig ett foto till. Som en
galen fragade jag vem det var. Han svarade: "Jag har inga syskon, men denne mans son dr min fars son."
Ah! Hjilp!
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1.3. Gatrike

Varje ar reser Jorgen till gatrike for att njuta av deras hemska gator. Sista gdngen hade han en underbar
upplevelse. Han fick chans att titta pd ndr regeringen kom till foljande beslut, som de naturligtvis gav ut i
form av en gata. I regeringen &r det bara fem medlemmar och de rostade i fem fragor.

i. Ska gatskolan vara obligatorisk?

ii. Ska alla glasspaket ha en géta sd att man maste 16sa gatan innan man kan dta glassen?
iii. Ska varje medborgare ge en gata som avgift till staten varje manad?

iv. Ska den som "inte tanker, bara gor" fa minst 25 ars fiangelse och rehabilitering?

v. Ska utldnningar f4 ett visum om de inte kan l6sa rikets pussel?

Deras roster kan man bestimma fran foljande pastaenden:

a. Totala antalet "ja"-rOster var ett storre dn totala antalet "nej"-roster.

b. C rostade aldrig "nej" i tva pa varandra foljande fragor?

c. A, B och E rostade pa samma sitt i den andra fragan.

d. D rostade "ja" i den fjdrde fragan.

e. C och E rostade olika i de forsta tre fragorna, dvs. om C rostade "ja" sa rostade E "nej", eller tvartom.
f. Det fanns inte tva fragor som hade samma antal "ja"-roster.

g. Fraga 3 fick en "ja"-rost mer dn fraga 2.

LY &

& ~“e Vad var deras beslut och vem réstade "ja" i vilka fragor? Hur kom du till din slutsats?

2. Pastaenden, logikens byggstenar

Nir vi forsoker 16sa ett problem ar det ofta viktigt att dela upp det i mindre delar som &r lattare att forsta
och jobba med. Har du 16st problemet med J6rgens bild? Om du betraktar "denne mans far dr min fars
son" kan man skriva om det till "denne mans far dr jag" som éar ldttare att hantera. Bade "denne mans far
dr min fars son" och "denne mans far dr jag" dr exempel pa pastaenden. Men vad ir ett pastaende? Det
ar en mening som &r antingen sann eller falsk och inte ar en asikt. Sanningsviardet av ett pastaende ar
"sant" om det dr sant och "falskt" om det ar falskt.

Foljande dr nagra exempel pa pastaenden.
Sundsvall ligger i Spanien.
Det finns liv pa Mars.

Sarah tycker att surstrémming smakar bra.

Xx>5
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Det vita huset

09/28/2005 12:32 PM

Kanske undrar du varfor "Sarah tycker att surstromming smakar bra" dr ett pastaende? Det ar for att
"Sarah tycker att surstromming smakar bra" ir sant eller falskt. Asikten "Matematik dr intressant" dr

inte ett pastaende.

Ett annat siitt att ténke pa pastéenden édr om du frigade din dator "Ar detta sant", si kunde den svara,
given att den hade tillrackligt information. Ar 2/5 sant? Det har ingen betydelse. Din dator blir inte glad
om du frigade det! Om du fragade "Ar 'Sarah tycker att surstromming smakar bra' sant?" sa kunde den

svara.

2.1. Ovning

Vilka av f6ljande dr pastaenden?

1. Sundsvall ligger 1 Sverige.
2.762 + 43 + 21/2
3.x=3

4. Det kommer att regna den 21 juni 2020.

5. Detta péstaende ar falskt.

2.2. Negation

Betrakta pastdendet "Snén ir gron." Ar det sant? Nej, det ir falskt. "Snon ér inte gron" 4r sant. "Snén ir

inte gron" dr negationen av "Snon dr gron." Vad dr negationen av ett pastaende?
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2.2.1. Definition*: negation

Negationen av ett pastaende p 4r ett pastaende som ar falskt precis nédr p dr sant och sant precis nar p ar
falskt.

(*OBS! Definitioner ar viktiga. Varfor? I matematiken &r det ofta sa att ord inte betyder samma sak som i det vanliga spraket.
Definitioner hjélper oss att vara dverens om precis vad ett ord betyder.)

2.2.2. Exempel

Negationen av "Lena &r kvinna" dr "Lena ir inte kvinna" eller "Lena &r man".
Negationen av "x > 5" dr "x <5".
Negationen av "Jon dr 75 ar gammal" &r "Jon dr inte 75 ar gammal".

2.2.3. Ovning

H Losningar till denna 6vning kan du hitta pa webbsajten.
Bestdm negationen av foljande pastaenden.

1. Mia ér langre dn 2,00 m.

2. Fredrik har brunt har.

3. Heltalet x &r udda.

4. Sarah dr engelska och Pia dr danska.

Har du bestimt negationen i 6vning 2.2.3.4? Det var inte sa litt, eller hur? Ett problem kan vara att vi
inte vet exakt vad "och" betyder. I nésta avsnitt pratar vi om "och" och "eller".

2.3. Och, eller

Alla pastdenden som vi har pratat om &r ganska korta och enkla. I vanlig svenska pratar vi inte bara i
korta meningar utan vi anvinder ord som linkar meningar tillsammans, t.ex. "och", "eller", "men". Det
kan vara svért att veta exakt vad nigon verkligen séger, t.ex. "Det dr inte Sarah och Pia." Betyder det att
"det dr inte Sarah och det dr inte Pia," eller betyder det negationen av "Det dr Sarah och Pia," dvs. att
"det dr inte bade Sarah och Pia"? En dator maste veta precis vad vi menar, sa vi ger en exakt definition

av "och " och "eller".
2.3.1. Definition av "'och"

Lat p och q vara tva pastdenden. Pastaendet "p och q" ar sant endast nir bade p och q &r sanna, och falskt
ndr minst ett av p och q ar falskt.

2.3.2. Exempel

Sveriges drottning heter Silvia och statsministern heter Kalle Anka. Detta ir falskt eftersom trots att
drottningen verkligen heter Silvia, heter inte statsministern Kalle Anka.
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2.3.3. Definition av "'eller"

Lat p och q vara tva pastaenden. Pastaendet "p eller q" 4r sant ndr minst ett av p och q &r sant, och falskt
nér bade p och q ar falska.

2.3.4. Exempel

Sveriges drottning heter Silvia eller statsministern heter Kalle Anka. Detta dr sant eftersom drottningen
heter Silvia, sa det spelar ingen roll vad statsministern heter — vi har redan att minst ett av pastaendena
dr sant sa det hela ar ocksa sant.

2.3.5. Ovningar

L.
0 \ N
" Lassie “* Nalle Puh

Bestdm vilka av foljande pastaenden som é&r sanna och vilka som ér falska.
. Nalle Puh 4r en hund och det snoar aldrig i Sverige.

. Nalle Puh dr en hund eller det snéar aldrig i Sverige.

. Nalle Puh idr en hund eller det sndar ibland i Sverige.

. Lassie dr en hund och det snéar ibland i Sverige.

. Lassie dr en hund eller det snoar ibland i Sverige.

.30>50ch 1 +4=7

.30>5eller1+4=7

NN Bk W=

2.3.6. Ovningar

S Losningar till denna 6vning kan du hitta pa webbsajten.

Lat p vara pastaendet "5 < 3", 1at q vara pastaendet "En vecka innehaller precis 6 dagar", och lat r vara
pastaendet "Alla héstar dr bruna". Bestdim om f6ljande pastaenden dr sanna eller falska.

(a) (p och q) eller (icke r)

(b) (peller q) ochr

(c) (p eller q) och (p och r)

2.4. Sanningstabeller

LAt p och q vara péastdenden. Ar "p och (q och icke p)" sant eller falskt? Beror det pa p och q eller bara
ett av dem? Lat oss betrakta alla méjliga fall: (1) p &r sant och q &r falskt, (2) p dr sant och q &r sant, (3)
p dr falskt och q ir sant, (4) p ar falskt och q ar falskt. I fall 1 har vi 'sant och (sant och falskt)'. Vi vet att
'A och B' ir sant endast om bade A och B &r sant, dvs. 'sant och falskt' dr darfor falskt, s vi har 'sant
och falskt' som ir falskt. Det var lite svart att forsta, eller hur? Det ir lite littare att se vad som hinder
om vi anvinder en s.k. sanningstabell. Vi skriver en etta om pastdendet som star hogst upp i kolonnen ar
"sant" och en nolla om det dr "falskt".
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?? icke p || q och icke p || p och (q och icke p)
oot o 0
FT 1 1 0
TF 0 0 0
1o o 0

Ar det en overraskning att p och (q och icke p) alltid ir falskt? Kanske, men inte om vi tinker efter lite
grann. Varfor? Forst, "p och q" 4r samma sak som "q och p". Vidare dr "p och (q och icke p)" samma
som "(p och q) och icke p". Detta betyder att vi far ta bort parentesen och dndra ordning pa "p", "q" och
"icke p", precis som med multiplikation av tal. Vi vet att "A och B" #r sant niir bide A och B ir sant. Ar

nn

det mojligt for "p" och "icke p" att vara sant samtidigt? Nej! Varfor? Definitionen av "icke p" sédger att
nn

p" och "icke p" har motsatta sanningsvarden. Ett pastaende som alltid ar falskt kallas for en motsigelse
(eller kontradiktion), och ett som alltid dr sant kallas for en tautologi.

2.4.1. Nagra regler om "och" och "eller"

Ovan, triffade vi pa nagra regler for "och". Vi summerar dem, och nagra till, hir.

1. "p och (q och r)" & samma som "(p och q) och r". [Jamfor med multiplikation av heltal:
a(bc) = (ab)c.]

2. "peller (q eller r)" 4r samma som "(p eller q) eller r". [Jdmfor med addition av heltal:
a+(b+c)=(a+b)+c.]

3."poch q" 4 samma som "q och p". [For heltal: ab = ba.]

4. "peller q" dr samma som "q eller p". [For heltal: a + b=b + a.]

2.4.2. Ovningar

& Losningar till denna 6vning kan du hitta pa webbsajten.

1.Skriv sanningstabeller for

(a) poch q

(b) icke p

(c)pellerq

(d) (p och q) eller r [Ledning: Det finns 8 mgjliga kombinationer av sant/falskt for p, q och r.]
(e) (p eller r) och (q eller r)

2. Jamfor dina svar till (d) och (e).

2.4.3. p och (q eller r)

Med addition och multiplikation av heltal, kan vi skriva om (a + b)c som ac + bc. Vi kan géra samma
sak med péstdenden, om vi byter "plus" mot "eller", och "ganger" mot "och"! Det betyder att "(p eller q)
och r" dr ekvivalent med "(p och r) eller (q och r)". Ett 6gonblick! Vad betyder "ekvivalent"? Det
betyder att bada pastaendena har precis samma sanningsvérde, dvs. bada pastaendena betyder samma sak
men uttrycker det pa olika satt. Dar vi har skrivit "4r samma som" i 2.4.1 borde vi har skrivit "ar
ekvivalent med" eller anvént pilen €<=». Vi skriver om dem och nagra till.
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."p och (q och r)" «<="(p och q) och r".

. "peller (q eller r)" <= "(p eller q) eller r".
."poch q"«= "q och p".

."peller q" <> "qeller p".

."(peller q) och r" <= "(p och r) eller (q och r)".
. "(p och q) eller " <= "(p eller r) och (q eller r)".

AN R W=

1 och 2 kallas for associativa lagar, 3 och 4 for kommutiva lagar, och 5 och 6 for distributionslagar.
2.4.4. Exempel

Vi forsoker att skriva "(p och q) eller icke p" pa ett sa enkelt sitt som mojligt genom att anvianda
reglerna 1 — 6. Med hjilp av distributionslagarna ser vi att '(p och q) eller icke p' <= '(p eller icke p)
och (q eller icke p)'. Vi vet att for att "A och B" ska vara sant maste bade A och B vara sanna. "p eller
icke p" ar alltid sant, sa '(p eller icke p) och (q eller icke p)' dr sant om och endast om 'q eller icke p' dr
sant, dvs. sanningsvirdet hos hela pastdendet beror endast pa 'q eller icke p'.

2.4.5. Ovningar

e Losningar till denna 6vning kan du hitta pd webbsajten.

Skriv foljande pa sé enkelt sétt som mojligt med hjélp av reglarna ovan och definitionerna av "och" och
"eller". Om ett pastdende &r en tautologi, skriv att det dr ekvivalent med T, en allmén tautologi. Om det
ar ekvivalent med en motsédgelse, skriv att det dr ekvivalent med M, en allmin motsédgelse. Kontrollera
med hjélp av sanningstabeller, att dina svar ar ekvivalenta med de ursprungliga pastaendena.

(a) (p eller q) och (q eller p)

(b) (p och q) och q

(c) (p eller q) och p

(d) (p eller q) och (p och r),

(e) (icke p eller p) eller q,

(f) (icke p) och (p och q),
(g) (icke p och p) eller q,

2.5. Negationen av "och", "eller"

Jag hoppas att du har gjort 6vning 2.2.3 del 4. Om du inte har gjort den, gor den nu. Det fragas om
negationen av ett pastaende i formen "p och q". Vi ser att negationen ér (icke p) eller (icke q).
Kontrollera, med hjdlp av en sanningstabell, att det stimmer. Hur tror du att vi kan skriva om icke (p
eller q)? Det dr samma 1dé som med icke (p och q). Vi byter "och" mot "eller", och "multiplicerar ut".
Det ger oss tva nya regler.

7. icke (p och q) <= (icke p) eller (icke q).
8. icke(p eller q) <= (icke p) och (icke q).

Lagarna 7 och 8 kallas for de Morgans lagar.
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2.5.1. Exempel

Vi forenklar icke(icke (p och q) eller icke q).

icke(icke (p och q) eller (p och q) [de Morgans lagar, och "icke icke p" dr samma
icke q) och q som "p"]
= Z)OCh (q och [associativa lagarna]

)

p och g. [definition av "och"]

2.5.2. Ovningar

e Losningar till denna 6vning kan du hitta pd webbsajten.

Forenkla foljande pastaenden. Forklara vilka lagar som du anvinder i varje steg. Kontrollera dina svar
med hjélp av sanningstabeller. (OBS! Nir vi skriver "icke p och q" menar vi "(icke p) och q", dvs. vi
utfor operationen "icke" forst.)

(a) icke(icke (p eller q) och icke q)

(b) icke(p och q) eller p

(c) icke(p eller q) och p

(d) icke((icke p och icke q) och icke r)

2.6. Implikation

Ofta sdger vi nagonting som "om ... sd ...", t.ex. "om du koper en t-shirt, sa far du en till gratis." Denna
typ av pastaende ar ganska vanlig inom programmering och inom matematik. Det kan vara lite svart att
forsta nér det dr sant och nér det ar falskt. Vi ska betrakta de fyra olika fallen, men forst skriver vi om
uttrycket som "om p sa q" dér p dr "du koper en t-shirt" och q dr "du far en t-shirt gratis.

Fall 1: p och q dr sanna. Det betyder att "om p sa q" ocksa dr sant.
Fall 2: p ar sant och q ar falskt. Da blir du inte glad! Affdren har ljugit for dig. Pastaendet ar falskt!

Fall 3: p ar falskt och q dr sant. Vad glad du blir! Du far en t-shirt utan att kpa en. Kanske har du kopt
nagonting annat, men det spelar ingen roll, affaren har inte ljugit. Pastaendet ar sant.

Fall 4: p ar falskt och q &r falskt. Du koper ingen t-shirt. Du far ingen t-shirt gratis. Affaren har inte
ljugit for dig. Pastaendet &r sant.

Med detta exempel som grund, kan vi, med hjédlp av en sanningtabell, definiera "om p sa q". Observera
att "om p sa q" dr falskt endast nér p dr sant och q &r falskt. Nér p ar falskt spelar det ingen roll om q ar
sant eller ej.
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?? om p sé q
ollo] 1
ot 1
1o o
]

Ett annat sétt att se pa det hela ar att tinka pa foljande if-sats.
if( x < 0) { return "x &r positivt"; }

Nir kommer du att uppticka felet? Om x < 0 ar falskt, dvs. x = 0, kommer satsen inte att koras, sd det
spelar ingen roll vad det star inom satsen. Men om x < 0 &r sant, sa kors satsen och du far veta att x ar
positivt, vilket det inte dr, sa du upptéckar felet! Problemet uppstir endast nér x < 0 &r sant och "x ér
positivt" dr falskt. Det betyder att nér vi vill kolla om "om p sa q" dr sant, sd behover vi endast kolla vad
som hénder nir p dr sant. Om det leder till att q &r falskt, sa dr pastaendet falskt. Om det leder till att q &r
sant, sd dr pastaendet sant.

2.6.1. Ovningar

Bestam om eller nér f6ljande pastaenden édr sanna eller falska genom att betrakta om fallet "p &r sant"
och "q dr falskt" uppstar.

1. Om grisar kan flyga sa dr Kalle Anka Sveriges kung.

2.0m x > 4 s4 ir x2 < 10.

3. Om Sveriges drottning heter Silvia, sa kan grisar flyga.

2.6.2. "Om ... sa ..." pa andra former

Det finns manga sitt att uttrycka "om p sa q" t.ex.

Om p giller sa géller q.

Om p é&r sant, sa dr q sant.

p dr ett tillrdckligt villkor for g.
p géller endast om q géller.

p medfor q.

p=>q

p implicerar q

q dr ett nodvandigt villkor for p.
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2.6.3. Skyldig eller icke skyldig?

I en vérld langt 1angt bort, dir 6ron dr spetsiga och logiken regerar utspann sig foljande konversation.

Om du stulit boken,
s3 hade du hjalp.

Det ar inte
sant!

¢~ Varfor var det inte det bdsta f6r mannen att sdga?

2.6.4. Ovningar

S Losningar till denna 6vning kan du hitta pd webbsajten.

Ge sanningstabeller for

(a) (icke q) = (icke p)
(b)p=>q

(c) icke (p och icke q)
Jamfor dina svar pa (a) — (c).
2.6.5. Vanliga fel

Forsta felet

Ett vanligt fel &r att ldsa "om p sa q" och tidnka "om q sa p." Dessa pastaenden ér inte ekvivalenta!
Betrakta foljande tva pastaenden, som dr sanna.

(i) Om jag ér gift sa gillar min man inte spindlar.
(i) Min man gillar inte spindlar om jag gillar dem.

Vi kan inte dra slutsatsen att jag gillar spindlar! Det dr som en enkelriktad gata — man far inte kora i fel
riktning.
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Min man

Ett annat vanligt fel i samma stil dr att nar man far en sann slutsats sa kan man tro att det ursprungliga
pastaendet ocksa var sant. Ett exempel ar foljande. Observera att alla steg ar korrekta!

Vi visar att 0 = 1. (Eek!)

0=1=1x0=0x0=0=0

(Och hir kommer felet...) Eftersom 0 = 0 ar sant sa dr dven O = 1 sant.

Om du tittar i sanningstabellen for p = q, ser du att om p => q ir sant, sd kan p vara sant eller falskt nér
q dr sant — vi vet inte vilket fall vi har. Men om slutsaten q &r falsk, sd vet vi att p ocksa &r falskt. Ett

exempel dr foljande.

0=1=1+1=0+1=>2=1.Eftersom 2 # 1 dr 2 = 1 falskt, sa ddrfor dr O = 1 ocksa falskt.
Andra felet

Ett annat fel ar att skriva nagonting som "meaning of life => 42". Vad &r det for fel? Felet ar att
"meaning of life" och "42" inte dr pastaenden. Du skulle nog inte skriva nagonting sant, men kanske du

kan tidnka dig att skriva 2x = 6 = 3. Jag blir jitte om du gor det!

2.6.6. Ovningar

I vilka av foljande uppgifter dr symbolen = ritt anvénd?
(AQx-2=5=7

b)yx-2=5=-7

©0=1=0+0=1+0

d)x-2=5=x=7
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2.7. Ekvivalenta pastaenden

Vi har redan pratat lite grann om ekvivalenta pastaenden: tva pastaenden p och q ér ekvivalenta om de
alltid har samma sanningsvérde. Vi skriver detta som "p <= q". Pilen <= ser ut som en kombination
av =» och <=, och det ir precis vad den ér, dvs. p <= q ar ekvivalent med (p =* q) och (p <=q)! Vi
anvinder en sanningstabell for att visa att detta stimmer.

?? P=>q||p<=q||p<=>(q
oo 1 | 1 1
FT 1 0 0
TF 0 1 0
TT 1 1 1

2.7.1. Andra sitt att uttrycka ekvivalens

Istdllet for att sdga p dr ekvivalent med q kan vi sédga:

p dr liktydigt med q

p géller om och endast om q géller

p omm q [forkortning av "om och endast om"]

p iff q [forkortning av engelskans "if and only if"]
p dr ett nédvéandigt och tillrickligt villkor for q

p och q ar antingen bada sanna eller bada falska.

2.7.2. Ovningar

Vilka av foljande pastaende &r sanna?
A)0=1«<=0x0=1x0.

b)x-2=5<x=3.

(¢) x = 2 och x2 = 4 dr antingen bada sanna eller bada falska.

2.8. Alla, Inget, Nagot

Ofta pratar vi om "alla" t.ex. "Alla tycker om surstromming". Ar det sant? Nej, t.ex. min man tycker inte
om surstromming. Sa "Alla tycker om surstromming" dr falskt, men om det dr falskt, vad har det for
negation? Ar det "Ingen tycker om surstromming"? Det kan inte vara det for att jag tycker om
surstromming sa "Ingen tycker om surstromming" ar falskt ocksa. Negationen av "Alla tycker om
surstromming" maste vara "Ndgon tycker inte om surstromming". Negationen av "Ingen tycker om
surstromming" ar "Ndgon tycker om surstromming".

I det allména fallet &r negationen av "For alla x, q", dér q &r ett pastdende, "Det existerar x: icke q". I
exemplet ovan star x for "person" och q for "person tycker om surstrémming".

Negationen av "Det existerar x: q" dr "For alla x: icke q". Negationen av "For alla x: q" dr "Det existerar
x: icke q".
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2.8.1. Ovning

& Losningar till denna 6vning kan du hitta pa webbsajten.

Bestdm om foljande pastdenden dr sanna eller falska, och skriv ner deras negation.
1. Det finns ett heltal storre &n 3.

2. Alla positiva heltal ér storre eller lika med 1.

3. Alla jimna tal dr delbara med 4.

4. For varje heltal x finns det ett heltal y s att x > y.
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