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3. Bevisforing

Detta avsnitt handlar om olika metoder for att bevisa pastaenden, och hur man kan konstruera ett bevis. |
varje avsnitt finns en allmén beskrivning av metoden, varfor den fungerar och minst ett exempel (med
kommentarer 1 vénstra kolumnen och sjélva beviset 1 hogra kolumnen). Observera att ett bevis ofta
anvéander flera olika metoder. Innan vi borjar med bevis vill jag igen betona att definitionerna ér viktiga.

3.1. Definitioner

Som sagt, definitionerna &r viktiga eftersom ord kan ha en annan betydelse 1 matematiska sammanhang
an i det vanliga spraket. Vi vet att 2, 4, 6 och 8 ar jamna tal, men dessa exempel pa jamna tal hjdlper oss
inte att bevisa ndgonting om ett allmént jimnt tal. Vi forstar vad ett jamnt tal dr, men vi behover ocksa en
exakt definition. Forstdelse av vad vi jobbar med é&r naturligtvis viktigt, men definitionen behovs ocksa
sa att vi kan jobba med idén, och bevisa péastaenden.

Nir du ldser en definition bor du kontrollera att den dr vettig, och forsoka fa en idé om vad den
egentligen betyder. Betrakta foljande exempel.
3.1.1. Oflyttbara palar och ostoppbara kanonkulor

En oflyttbar pale definieras som en pale som inte kan flyttas, och en ostoppbar kanonkula definieras som
en kanonkula som inte kan stoppas.

Q

o L

¢ “e Vad hinder om en ostoppbar kanonkula trdffar en oflyttbar pale?

3.2. Direkt bevis

Direkt bevis ar den mest riattframma varianten av bevis, och dr en del av néstan alla andra bevismetoder.

Att bevisa || p=*q

Metod Anta att p dr sant och skriv om det till q genom en sekvens av logiska steg.

Forklaring || Kom ihdg att p = q &r sant utom i fall dér p &r sant och q &r falskt. Om vi borjar med p
och da far q, sa vet vi att fallet ddr "p ar sant och q dr falskt" inte uppstar. Det betyder att
"p => " dr sant for alla sanningsvérden pa p och q.

file:///Users/pia/Desktop/www/adm/res/LochB2p.html Page 1 of 17



Logik och bevis Il

3.2.1. Exempel

11/22/2005 05:48 PM

Nu forsoker vi att bevisa att ndr man kvadrerar ett jamnt tal, far man ett jimnt tal. Under bevisets gang
skriver jag kommentarer om tanken bakom varje steg. Det dr for att forsoka visa hur bevisprocessen

fungerar, istdllet for att lata beviset som genom magi uppenbara sig pa sidan.

Sats
Nir man kvadrerar ett jamnt tal far man ett jamnt tal.
Kommentar

Forst maste vi analysera pastaendet "Nar man kvadrerar ett jamnt tal far
man ett jamnt tal" sd att det blir littare att hantera. Vi skriver det pad formen

"om p sa q", och introducerar lite notation: "Om X ar ett jamnt tal, sa ar x2

ett jimnt tal."

Metoden gar ut pa att vi antar att p dr sant och ska bevisa att q r sant.

Nu vet vi att x dr jamnt men vad betyder jamnt? Det dr en bra idé€ att
kontrollera att du kan definitionerna av alla tekniska termer i ett pastaende
innan du borjar med resonemanget. Ett heltal x dr jimnt om det existerar ett
heltal k sa att x = 2k. Kanske hjélper det — vad hiander om vi sitter x = 2k i

x2? Vi far x2 = (21()2 = 4k2. Vad dr det vi vill ha? Jo, vi vill visa att x2 &r
jamt, dvs. lika med 2 génger ett heltal. Om vi skriver om 4k far vi 2(2k?)

som &r 2 ginger ett heltal. Det ser ut som om det fungerar, sa vi renskriver
det.

3.2.2. Ovningar
Bevisa, med hjilp av direkt bevis, féljande pastaenden.
1. Om x och y &r jamna, sa dr Xy jamnt.

2. Lat a, boch ¢ vara heltal. Omalboch bl c, sa giller a | c.

3. Om a och b har samma rest nir de divideras med 5, sa dr a — b delbart med 5.

4. For alla mingder A, B och C: om A = B och B < C, sa giller A < C.
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Bevis

Vi skriver om
pastaendet till: "om x
dr ett jamnt tal, sa dr

x2 ett jamnt tal".

Anta att x dr ett jJamnt

tal. Vi bevisar att

aven x2

ar jamnt.
Eftersom x dr jamnt
existerar det ett heltal
k sa att x = 2k. Vi
kvadrerar x = 2k och
far

x% = (2k)? = 2(2k?).
Detta dr produkten av

2 och heltalet 2k? sa

X2 dr jamnt.
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3.2.3. Nagonting ér fel, vad?
LY &
¢ e Vad ar fel i foljande bevis?

Vi bevisar att om x ar ett tal, sa géller xX2-5+1= x=2)(x+ 2).
Bevis:

xX2-5+1=x=-2)(x+2)

x2—4=x2_2x+2x-4

x2_4=x2_4

Eftersom den sista raden ér sann, sa r den forsta, dvs. x2—5+ 1 = (X = 2)(x + 2), sann.

3.3. Bevis med hjilp av det kontrapositiva pastaendet

Ofta ar det lattare att bevisa att ett ekvivalent pastdende &r sant, dn att bevisa att det ursprungliga
péstidendet dr det. Kom ihdg att tvd pastdenden dr ekvivalenta om de har precis samma sanningsvérden.
Bevis med hjilp av det kontrapositiva pastaendet och motsigelsebevis (avsnitt 3.4) dr tva exempel pa
denna metod.

Att bevisa |[p=rq

Metod Bevisa kontrapositiva pastaendet "icke q => icke p" (OBS: p och q har bytt sida!)

Forklaring || p = q och icke q => icke p &r ekvivalenta (kolla detta med hjélp av en sanningtabell!), sd
béda dr sanna eller bada é&r falska.

3.3.1. Exempel

Sats

For alla heltal n géller att om n? ir jamnt sd dr n jimnt.

Kommentar Bevis
Kanske ar din forsta tanke att forsoka med direkt bevis. Vi Lat n vara ett heltal. Vi bevisar det
provar det. Anta att n? ir jimnt. D4 kan vi skriva det som ekvivalenta pastaendet, "For alla

n? = 2k. Nu giller n = + \/(nz) =+ \/(21(). Erm... vi har ingen ?eltgl n gé}‘ler att om n &r udda sa
aning om V/(2k) ir jamnt eller udda... Det gick inte s& bra s vi  dr n” udda'.

provar nagonting annat. Vi forsoker med det kontrapositiva

péstdendet. Vad dr det? Lét p vara pastaendet "'n“ dr jimnt" och

lat q vara "n dr jamnt". Det kontrapositiva pastaendet blir "For

alla heltal n géller att om n inte dr jimnt sa ar n? inte jamnt".
Naturligtvis kan vi skriva om det till "For alla heltal n géller att

om n ir udda s ir nZ udda".
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Problemet &dr nu ganska likt det i exempel 3.2.1 — kanske Anta att n dr udda. Da existerar
nédstan samma bevis géller om vi byter ut jamnt mot udda? Vad  det heltal k sa attn= 2k + 1. Vi
betyder "n dr udda"? Det betyder att det ger rest 1 nér det sitter in n = 2k + 11 n2 och far

divideras med 2. Hur skriver vi det? Om n dr udda sa existerar 2 2 2
det ett heltal k si att n = 2k + 1. Kvadrering ger n=(2k+ )%= 202k + 2k) + 1,

) 5 som &r ett udda tal eftersom
(2k + 1)° = 4k” + 4k + 1, som &r 2 génger ett heltal plus 1,

2k2 + 2Kk ir ett heltal. Detta

alltsé udda. bevisar att for alla heltal n géller
att om n ir udda si #r nZ udda,
vilket ocksa bevisar att for alla
heltal n giller att om n? &r jamnt,
sa dr n jimnt.
3.3.2. Ovningar

Bevisa f6ljande péastdenden med hjilp av motsvarande kontrapositiva pastaende.

2

1. For varje heltal n géller att om n” dr udda sa dr n udda.

2. For alla positiva heltal m och n géller att om m + n dr udda sa &r precis ett av m och n udda.

3. For varje heltal n giller att om n? inte ér delbart med 7 s ér n inte delbart med 7.

3.4. Motsigelsebevis

Ofta kan man anvidnda motsédgelsebevis i samma situation som bevis med hjilp av det kontrapositiva
pastaendet. Vilken metod bor man anvianda? Det dr for det mesta en smaksak. Det finns ingen 1dtt och
klar regel som sédger "i dessa fall dr denna bevismetoden bist" — det kan man bara avgoéra med hjélp av
erfarenhet. Hur kan man fa erfarenhet? Det finns tva sitt: att ldsa andras bevis eller att gora bevis sjalv.
Nir man har ldst manga bevis och forsoker att bevisa nagonting nytt, dr det ofta sa att man tanker "det
paminner mig om beviset av..."; sa man tittar pa det beviset och anviander metoder och knep som man
har sett tidigare.

Att bevisa || p=*q

Metod Bevisa "p och icke q" dr falskt.

Forklaring || "p och icke q" dr negationen av "p == q". (Kolla detta med hjélp av en sanningstabell!)
Det betyder att om vi bevisar att "p och icke q" ar falskt sa ar "p = q" sant.
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3.4.1. Exempel

Sats
Det finns ett odndligt antal primtal.
Kommentar

Pastdendet &r inte pa formen "p => q", sa forst maste vi
bestimma precis vad som dr vad i pastaendet. Vi kan
skriva om det till "om S dr méngden av alla primtal sa dr
S odndlig". D& &r p="S &r en mingd primtal" och q="S
innehaller odndligt manga element". For att gora ett
motsdgelsebevis antar vi att "p och icke q" ar sant, dvs. "S
dr médngden av alla primtal och S &r dndlig", och visar att
detta leder till en motségelse.

Nista steg ar klurigt att komma pa sjéilv. Man
multiplicerar alla primtal och adderar 1. Varfor? For att
det fungerar!

Vi vet att varje positivt heltal storre dn 1 kan skrivas som
en produkt av positiva primtal. Vilka primtal i S ar
faktorer i n? Om vi dividerar n med p; blir resten 1, sd p;
delar inte n. Samma géller for p, osv.

...hmmm...

S dr méngden av alla primtal och det finns ett primtal

som delar n, men det finns inte ett primtal i S som delar n.

Det dr nonsens, vi har alltsa fatt en motsdgelse, och
darfor maste nagot av vara antaganden vara falskt. Det
enda antagandet som kan vara falskt &r att det finns
dndligt ménga primtal.

3.4.2. Ovningar

Bevisa foljande.

11/22/2005 05:48 PM

Euklides Bevis

Anta att S dr méngden av alla primtal
och att S dr dndlig. Da kan vi skriva upp
elementen: S = {py, P2,.--» PxJ-

Litn=ppy...px + 1.

Eftersom n > 1 och n ir ett heltal, sa har
n en faktor p som ér ett primtal
(aritmetikens fundamentalsats). Denna
faktor p &r inte nadgon av primtalen p; i

S ty p; dr inte faktor till n for1 = 1,2,3,

...k. Men vi antog att det inte fanns
nagra andra primtal, sd det ar en
motsdgelse. Alltsa maste S vara odndlig.

1. Om man placerar 100 kulor i 9 1ador sa innehaller minst en av ladorna 12 kulor eller flera.

2. V5 ir irrationellt (dvs. det kan inte skrivas som ett brak av heltal).

3. For varje heltal n giller att om n?
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3.5. Bikonditionalis

Ofta vill vi visa att tva pastdenden p och q &r ekvivalenta, dvs. att de har samma sanningsvirden. Vi
sdger "p om och endast om q" och skriver "p <= q". Ett sitt att bevisa "p <= q" dr att dela upp det i tva
delar och bevisa dem var for sig.

Att bevisa ||p<=>q

Metod Bevisa "p=>q" och "q = p". Dem bevisar man med hjilp av metoderna som vi har
diskuterat tidigare: direkt bevis, bevis med hjélp av det kontrapositiva pastaendet eller
motsédgelsebevis.

Forklaring || "p <=» q" ér ekvivalent med "(p =» q) och (q = p)". (Kolla detta med hjilp av en
sanningstabell!)

3.5.1. Exempel

Sats

For alla heltal n giller att n? ér jimnt om och endast om n ér jimnt.

Kommentar Bevis

Forst antar Vl att n ar ett heltal. Vl delar upp ”n2 Frén SatSCI'Ila i EXempel 3.2.1 OCh 3.3.1 Vet Vi att

ar jamnt om och endast om n &dr jamnt" i tva "for alla heltal n giller att om n ér jimnt sa dr n?
pastaenden: "om n? ir jamnt sd dr n jamnt" och  jamnt" och "For alla heltal n géller att om n? ir
"om n dr jimnt si dr n? jaimnt". Vi har redan jadmnt sa dr n jamnt". Tillsammans bevisar de att
bevisat bida pastiendena s beviset dr dirmed ~ "for alla heltal n &r n? jimnt om och endast om n
klart! ar jamnt".

3.5.2. Exempel
Sats

Lat A, B och C vara méngder. Da giller AUB)NC=ANC)UBNCO).
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Kommentar

Kanske undrar du hur detta
péstdende kan vara "om och
endast om"? Vi kommer till det
snart, men forst maste vi se hur
definitionerna av
mingdoperationerna ser ut.
Definitionerna ar:

X =Y betyder att
xeX) = xEe€Y).
XNY={x:xe€Xochx&eY}.
XUY={x:xeXellerx&€Y}.
Vad ir det vi vill visa? Det ar
AUBNC=ANCOUBNOC
som kan skrivas om till
xe(AUB)NC

—

xEANC)UBNOQO).

Vi ser att vi behover dela upp

beviset som i foregdende exempel.

Vi anvinder definitionerna och en
del logik.

3.5.3. Ovningar

Bevisa foljande:

11/22/2005 05:48 PM

Bevis

Vi vill visa att

xE(AUB)NCe«=xe(ANC)UBNCO).

Anta att x € (A UB)MC. Med hjilp av definitionen av snitt
kan vi skriva om det till x € (A U B) och x € C. Definitionen
av union ger att detta dr ekvivalent med (x € A eller x € B) och
x € C. Observera att vi maste behalla paranteserna. Fran
logiken vet vi att "(p eller q) och r" dr ekvivalent med "(p och
r) eller (q och )", s&

"xeAellerxe€B)ochxe(C"

ar ekvivalent med
"xe€Aochx&eC(C)eller(x€Bochx&()".

Med hjilp av definitioner igen, far vi nu att
"x€Aochx&gC(C)eller (x €B och x& ()"

ar ekvivalent med

"xe(ANQC)ellerxeBNQO)"

som i sin tur dr ekvivalent med

"xe(ANC)UMBNO)".

Sa

"xe(AUB)NC"

ar ekvivalent med

"xe(ANC)UMBNCO)",

dvs.

(AUB)NC=(ANC)UBNC).

1. For alla heltal m och n géller att m + n dr udda om och endast om precis en av m och n &r udda.
2. For alla heltal m och n géller att m och n har samma rest nér de divideras med 5 om och endast

om 5 ir en delare till m —n.

3. Visa att for alla mingder A, B och C giller (AMNB)UC=AUC)NBUCQC).

3.6. Motexempel

Ibland vill man visa att ett pastaende &r falskt, vilket innebér att man forsoker hitta ett exempel for vilket
det ar falskt. Ett sddant exempel kallas for ett motexempel.

Att bevisa || icke ( Vx, p(x))

Metod Hitta ett x sa att p(x) inte dr sant

Forklaring || Om p(x) &r falskt for nagot x sa kan det inte vara sant for alla x, sa alltsa maste Vx, p(x)
vara falskt.
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3.6.1. Exempel

11/22/2005 05:48 PM

Bestdm om f6ljande pastaenden dr sanna eller falska, och visa det genom att ge ett motexempel eller

gora ett bevis.

Pastaende

Alla 1
detta rum
ar
levande.

For alla
heltal n
giller

nZ < 3M,

Alla i hela
varlden
har blont
hér.

For alla
reella tal x

giller

XZZX.

Sant
eller

falskt?

Sant?

Sant

Falskt

Falskt

3.6.2. Ovningar

Bevis eller motexempel

Kontrollera att ingen 4r dod!

Det dr enkelt att kontrollera att detta resultat dr sant f6r sma vérden pa n.
Men vi kan inte kontrollera alla virden pé n ett efter ett, eftersom de &r
odndligt manga. Hur kan vi bevisa pastaendet? Vi behover en ny
bevismetod, induktion, som vi diskuterar senare (i avsnitt 3.8).

Prinsessan Victoria har brunt har.

Lat x = 1/2. D& ir x2 = 1/4 < x.

Bestdm om f6ljande pastaenden &r sanna eller falska. Bevisa dem som dr sanna och ge ett motexempel
till dem som &r falska.

ISR o e

3.7. Existensbevis

Alla heltal som kan skrivas pa formen n2, dar n dr ett heltal, ar udda.
IA UBI = IAl + IBI for alla médngder A och B.

Om a och b ir rationella tal sa ar ab ett rationellt tal.

Om a och b # 0 ar rationella tal sa dr a/b ett rationellt tal.

Om a och b ér irrationella tal s dr ab ett irrationellt tal.

Om a och b ér irrationella tal sa dr a/b ett irrationellt tal.

Det finns tv& grundliggande siitt att bevisa att nigot existerar, dvs. att bevisa ett pastiende av typen 3
x: P(x). Det forsta sittet dr att konstruera ett exempel. For att gora detta ger vi ett exempel b och visar

att P(b) r sant.

Det andra séttet dr icke-konstruktivt. Det betyder att trots att vi inte kan skriva upp hur exemplet ser ut sd
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existerer ett sddant exempel. Alla vet att nagon mordade Olof Palme trots att vi inte sidkert vet vem det
var som gjorde det. Vi vet att " 3 x: x mordade Olof Palme" ir sant, men vi vet inte vem X r.

Vi bérjar med konstruktionen av ett exempel.

Att bevisa || d x: P(x)
Metod Hitta ett x sadant att p(x) ar sant
Forklaring || Pastaendet behGver bara att ett exempel existerar, sé att lagga fram ett exempel uppfyller
pastaendet och visar att det dr sant.
3.7.1. Exempel
Pastaende Sant Bevis
eller
falskt
Det finns ett Sant 2 dr mindre dn 10 och det &r ett primtal eftersom det inte 4r en enhet
primtal mindre dn och de enda positiva delarna dr 1 och 2 sjélv.
10.
Storsjoodjuret Sant? Jag kan inte bevisa eller motbevisa detta. Jag kan inte hitta
existerar. Falskt?  Storsjoodjuret och jag kan inte heller s6ka igenom hela Storsjon och

Nar man kvadrerar Sant
ett heltal kan man

fa noll.

3.7.2. Ovningar

visa att det inte finns dar.

Lat x = 0. D4 ir x2 = 02 = 0.

Bevisa eller motbevisa dessa pastaenden.

A

upphsit till 3.

3.7.3. Exempel

Det finns ett primtal pa formen 7n + 1 dér n &r ett heltal.
Inte alla reella tal dr irrationella.
Inte alla primtal dr udda.

Det existerar ett primtal pa formen n? + 2n + 1 dér n ér ett positivt heltal.
Det existerar ett heltal k sa att k, k + 2 och k + 4 alla dr primtal.
Det finns ett positivt heltal n som bade dr kvadraten av ett positivt heltal och ett positivt heltal

Ibland dr det inte mojligt att skriva upp ett exempel fOr att faststélla existens. Forra vintern limnade jag
mitt hem iklddd min kappa, som hade alla knappar kvar. Nér jag kom fram till mitt arbete saknades en av
knapparna. Jag kan sédga att det existerar en punkt i tiden niar knappen ramlade bort. Jag vet inte exakt
nér det hiinde, men det dr utan tvekan sa det hinde. Foljande exempel kan ocksa illustrera ett icke-
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konstruktivt bevis.

Sats

11/22/2005 05:48 PM

Det finns tva personer i Sverige som har samma antal harstran pa sitt huvud.

Kommentar

Vi behover ett idé€ att starta detta bevis med. Det ser

inte ut att vara mycket information i fragan, sa vi

maste vianda oss till var egen erfarenhet. Vad vet vi

om det som ndmns i pastaendet? Vad kan vi veta

(eller kan vi gissa och kontrollera senare) om antalet

hér pa huvudet eller ménniskor i Sverige som kan

hjélpa oss? Hur ménga har kan man ha pa huvudet?

Lat oss ta 2 miljoner har som en ovre gréins for
ogonblicket och se om vi kan forfina det senare.

Vi behdver ocksa veta antalet manniskor i Sverige.

Det dr definitivt mer dn 8 miljoner méinniskor i
Sverige. Alltsa: 2 miljoner méjliga harstran pa
huvudet och 8 miljoner ménniskor. Sa hogst 2
miljoner ménniskor kan ha olika antal hérstran pa
huvudet. Det verkar som vi kommer nagonstans,
kanske vi skulle forsoka att skriva ner det korrekt.

Nu har vi grunden for ett motségelse. Vi maste ha
atta miljoner positiva heltal men vi har bara tva
miljoner.

Bevis

Ingen person har mer 4n tva miljoner
harstran pa sitt huvud. Det dr minst atta
miljoner ménniskor i Sverige. Anta att
ingen av dessa atta miljoner manniskor har
samma antal harstran pa huvudet. Da maste
det finnas atta miljoner olika positiva heltal
som alla dr mindre &n eller lika med tva
miljoner. Men det finns bara tva miljoner
sadana heltal, ndmligen 1, 2, 3,..., 2000000.

Vi har en motsigelse, sd vart antagande att
inte tva personer har samma antal hérstran
pa huvudet &r falskt, vilket bevisar att det
finns minst tva ménniskor med samma antal
harstran pa huvudet.

Kan vi sdga nagot mer dn detta? Kan vi sidga att minst 24 ménniskor har samma antal harstran pa
huvudet? Eller atminstone 4 eller nagot annat antal? Kan du bygga pa argumentationen eller generalisera

pé nagot sétt?

3.7.4. Ovningar

Bevisa eller motbevisa dessa pastaenden.

1. En tennisklubb har 2n + 1 medlemmar, dér n &r ett positivt heltal. Om det under en vecka spelades
n + 1 matcher mellan medlemmarna, sa spelade nagon medlem mer 4n 1 match.

2. T ett rum med ett antal personer som har skakat hand med varandra, finns det minst tvd personer

som har skakat hand med lika ménga personer.
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3.8. Induktion

Téank pa en rad dominobrickor som é&r placerade sd pass nira varandra, att om en dominobricka vilter, sa
vilter dven nésta bricka. Om bricka 1 vélter, sa kommer den att vélta bricka 2, som i sin tur vélter bricka
3, och sa vidare. Det vill sdga, om bricka 1, 2, 3,..., k vélter, sa vélter dven bricka k + 1, och detta giller
for alla k > 1.

Anta att vi vet foljande. Vilken slutsats kan vi dra?

1. Dominobricka 1 vilter
2. Om dominobricka 1, 2,..., k vilter, sa vélter dominobricka k + 1, for alla positiva heltal k.

Det vi vet dr: om processen med véltande dominobrickor borjar (bricka 1 vilter) och om det géller att
om alla foregaende brickor vilter sa vilter ocksa nista bricka, sa kan vi dra slutsatsen att alla brickor
vilter. Eller for att sdga det pa ett annat sitt: bricka n vélter for alla positiva heltal n.

Vi kommer nu formalisera denna metod for att fa den sa kallade induktionsprincipen. Lat P(n) vara

péstdendet "dominobricka n vélter". Vi skriver P(n) for att markera att dess sanningsvérde dr beroende av
n.

Induktionsprincipen

Antag att

1. P(1) ér sant
2. "P(1) och P(2) och ... och P(k) == P(k+1)" ar sant for alla heltal k > 1.

Da ér P(n) sant for alla heltal n > 1.

Vi kunde startat med att vilta dominobricka 5 och da skulle alla dominobrickor fran och med nummer 5
ocksa vilta. Det kan generaliseras till f6ljande.

Lét n vara ett heltal och antag att

1. P(ng) ar sant.
2. "P(ng) och P(ny + 1) och ... och P(k) == P(k+1)" dr sant for alla heltal k > n

Da &r P(n) sant for alla heltal n = ny,.

Med andra ord, sa lange som vi har en startpunkt sa spelar det ingen roll vad startpunkten dr numrerad
som.

Steg 1 kallas for induktionsbasen och steg 2 for induktionssteget.

3.8.1. Exempel

Sats

Lat S,, vara summan av de fOrsta n positiva heltalen. Da dr S, = n(n + 1)/2, {for alla heltal n > 1.
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Logik och bevis Il

Kommentar

Vi borjar med att ange vad vi kommer att bevisa.

Nu kan vi bevisa induktionsbasen. Héar har vi n = 1 som
varan induktionsbas sa vi vill bevisa att P(1) ar sant. Vad
dr S;? Det dr summan av de forsta "1" positiva heltalen,

vilket ar 1.

Nu nir vi bevisat induktionsbasen, kommer vi att bevisa att
om P(1), P(2),..., P(k) dr sanna for nagot heltal k > 1 s dr
P(k+1) ocksa sant. Ténk tillbaka pa, att for att bevisa "om p
s q" pastaendet sa behdver vi bara titta pa de fall dér p &r
sant. (Se avsnitt 3.2 om direkt bevis.) Vi antar att p dr sant
och forsoker att resonera logiskt tills vi nar fram till g.
Eftersom vi har borjat med nagot som &r sant, och
argumenterar korrekt, sd vet vi att q dr sant.

Vad vi nu gor dr att betrakta Sy, ; vilket d&r summan av de

forsta k + 1 heltalen, och sedan anvinder vi att P(k) ar sant
for att bevisa att Sy, dr lika med (k + 1)(k + 2)/2. Kom

ihdg att din argumentation skall vara enkel att f6lja, och att
det skall vara forstéeligt av ménniskor som inte har tinkt
pé det hir problemet sjdlva.

Nu nér vi har slutfort beviset av bade P(1) och

"P(1) och ... och P(k) = P(k+1)" behéver vi bara dra
slutsatsen att vi har bevisat pastaendet. Utan denna slutsats
ar beviset inte komplett.

11/22/2005 05:48 PM

Bevis

Lat P(n) vara pastaendet
S, = n(n + 1)/2. Vi kommer att bevisa
att P(n) dr sant for alla heltal n > 1.

1. Induktionsbas

Latn=1.Dadr S; =1, och

n(n+ 1)/2=1(1 + 1)/2=1, dvs.
S, = n(n + 1)/2 vilket bevisar P(1).

11. Induktionssteg

Vi vill nu bevisa att "om P(1) och P(2)
och ... och P(k) dr sanna for nagot

k > 1 sa dar P(k+1) sant". Vi antar
darfor att P(1) och P(2) och ... och
P(k) dr sanna, for nagot k > 1. T.ex. s
ar P(k) ekvivalent med

Sk = k(k + 1)/2. Vi visar att P(k+1),
som dr ekvivalent med

Sie1 = (k + D(k + 2)/2, ér sant.

Betrakta Sy ;.
Sge1=1+2+3+ ... +k+k+1)
=S+ (k+1)
[fran definitionen av Sy]
=k(k+ D2+ k+1)
[fran P(k)]
=k + 1)k/2+1)
=k + )k + 2)/2
[vilket var vad vi ville ha.]

Detta bevisar att P(k+1) dr sant ifall
P(1), P(2),..., och P(k) dr sanna.

I11. Slutsats

Vi har nu bevisat genom
induktionbevis att P(1) ar sant och
"P(1) och ... och P(k) => P(k+1) for

k = 1" dr sant, sa vi har bevisat att P(n)
ar sant for alla heltal n > 1.

Det ir inte bara exempel som resultat om summan ovan som vi kan bevisa med hjélp av induktion. Vi
kan ocksa bevisa resultat om t.ex. delbarhet, eller som inte har med aritmetik att géra 6ver huvud taget
(se Johnsonbaugh Edition 5 s. 44 - 45 ).
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Logik och bevis Il

3.8.2. Exempel

Sats

For alla positiva heltal n ar n?

Kommentar

Denna gang skriver vi ett bevis utan att
anvinda notationen P(n). Denna notation dr
séllan anvind, dven om det till en borjan
hjdlper for att klargora vad vi gor.

Nu nér vi har bevisat induktionsbasen,
kommer vi att bevisa nésta steg. Vad
betyder delbart? Det betyder att resten ar 0.

For att visa att ett heltal dr delbart med 2
kan vi forsoka skriva det som att 2 ganger
ett heltal (definitionen), eller vi kan skriva
det som summan av jaimna heltal. Forvissa
dig om att du kan bevisa att summan av tva
jamna heltal 4r jamnt (Sats B3.1 1 Block

3). Kom ihdg att vi har antagit att k? + k ér
delbart med 2.

V1 har antagit att k2 + k iir delbart med 2,
sa vi tar ut det och ser vad vi har kvar.

Och nu till slutsatsen.

file:///Users/pia/Desktop/www/adm/res/LochB2p.html
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+ n delbart med 2.

Bevis (Induktion 6ver n)

1. Induktionsbas

Litn=1,dd drn%+ n= 12+ 1 = 2, vilket definitivt
dar delbart med 2. Detta bevisar att pastaendet dr sant
forn=1.

2

I1. Induktionssteg
Anta att pastaendet dr sant forn= 1,2, ..., k dar

k = 1. For n = k medfor det, att k2 + k &r delbart med
2. Vi vill bevisa att pastaendet ar sant forn =k + 1,

dvs. att (k + 1)2 + (k + 1) ir delbart med 2.

Betrakta (k + 1)2 + (k + 1). Vi kan skriva om detta
som(Kk+ D2+ (k+1)=k>+2k+1+k+1=
kZ + 3k + 2.

Nu har vi k? + 3k + 2 = (k% + k) + 2(k + 1). Frén vart
antagande ar k? + k delbart med 2. Niista term,

2(k + 1) dar (k + 1) ar ett heltal, ar ocksa delbart med
2. Eftersom summan av tva jimna heltal alltid ar
jamnt maste ocksa k2 + k) + 2(k + 1) vara jamnt, och
dirfor delbart med 2. Men detta var ju samma sak

som (k + 1)% + (k + 1). Vi har alltsa visat att
pastaendet dr sant for n = k + 1.

111. Slutsats

Eftersom (i) pastaendet dr sant for n = 1 och (ii) om
det &r sant for n = 1,....k, sa dr det ocksa sant for

n =k + 1, sd har vi med hjilp av induktion visat att
det ar sant fOr alla positiva heltal n.
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3.8.3. Exempel

Sats

21 > 12 f6r alla heltal n = 4.
Kommentar

Observera att vi borjar med n = 4.

Nu maste vi bevisa att P(1),...,P(k) = P(k+1). Vi
behover bevisa det med hjélp av ett direkt bevis.
Glom inte att med ett direkt bevis antar man att P(1),
...,P(k) dr sanna och visar att P(k+1) ar sant. GIom
inte heller att ange k = 4. Det behover vi i beviset!

Nu méste vi, med hjilp av 2% = k2, visa att

2k+1) 5 (k + 1)2. Det kan vara lite svart att se
precis vad det dr vi vill komma fram till, sa vi

skriver om (k + 1)2 som k% + 2k + 1, och jamfor
hela tiden med detta.

Vi har 2% Hur kan vi skriva om det s4 att vi kan
anvinda 2% = k27 Jo, 2K+1 = 2.2k 54 2-2K > 2.k?
(multiplikation av bida sidorna av 2X > k? med 2.)
V1 jamfor 2k? med k% + 2k + 1 och ser att vi har k2
i bada. 2k% = k% + k2 sa vad vi har kvar att jimfora
ir k% och 2k + 1.

Vi vet att k > 4, sd k'k > 4k, dvs. k% > 4k.
Pa samma sétt ar 4k > 8.

Kom ihag slutsatsen!
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Bevis

1. Induktionsbas
Latn =4, da 4r 2" = 2% = 16 och
n2=42=16s42">n? for n = 4.

I1. Induktionsteg

Anta att 2€ > k? for ett heltal k > 4.
(Induktionsantagande)

Vivill visa att 2K+ D > (k + 1)2.

Betrakta 2K+!:

2k+1 = 2,2k

k2 (induktionsantagandet)
k? + k2

k2 + 4k

k? + 2k + 2k
k2 + 2k + 8 (eftersom k = 4)
k2 + 2k + 1

(k + 1)2

vilket bevisar att 2K*! > (k + 1)2.

v

v

v

(eftersom k > 4)

v

v

111. Slutsats
Med hjilp av induktion har vi visat att

21 > 12 f6r alla heltal n = 4.
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Kommentar till beviset

Varfor bérjade vi med n = 4 i féregande bevis? Om n = 1, giller 2! = 12, s& vad skulle har hint om vi
hade borjat med n = 1?7 Induktionsbasen skulle fungera, men induktionssteget gér inte:

2k+1 = 21(2 OK

> 92 (induktionsantagandet), OK
= K2+ k2 OK
>

k? + 4k (ty k = 4) Vi méste byta ut 4 mot 1, och da #r det kort eftersom k? + 1k inte ér storre
eller lika med (k + 1)2.

Vi kan inte borja induktionsbeviset med 1. Giller 2" > n? nir n = 2? Ja, det gOr det, men induktionssteget

gér fortfarande inte av samma anledning som forut. Induktionssteget géller nir n = 3 (byt ut 4 mot 3
ovan), men da stimmer inte induktionsbasen eftersom 23 < 32,

Vi ser att om vi borjar med "fel" tal, sa dr antingen induktionssteget eller induktionsbasen falsk (eller
bada tva).

3.8.4. Exempel

Fo6ljande exempel handlar om Fibonaccitalen 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,.... Kanske har du sett dem f6érut?
De upstar i naturen t.ex. som antalet spiraler i mitten av en solros. Om du vill veta mer om dem kan du

t.ex. titta pa http://www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/R.Knott/Fibonacci/fib.html.
Sats

Latf, =1,fy=1ochf, =1, | + f, o, forn=3. Da giller f; + f, + ... + f, = f,.,, — 1, for alla heltal
nx1.

Kommentar Bevis

Svéraste delen av detta 1. Induktionsbas

bevis dr att lista ut vad vi Nir n = 1 dr vénsterledet lika med f; = 1 och hogerledet ér
vill visa och vad som ér flyp—l=f3-1=f,+ f;—1=1+1-1= 1. Allts3 giller

definitionen. Meningen
som borjar "Lat" ar
definitionen av f, sa det &r

fi+1f,+...+1, =f,,»—116rn= 1. Nirn =2, ir vinsterledet lika
med f; + ) = 2 och hogerledet dr f,,, — 1 =14 -1=13+
f-1=2+1-1=2 Alltsd géller f; + f, + ... + f;, =1f, ;o — 1 &dven
nirn = 2.

inte det som vi ska bevisa
— vi tar det som ett fakta.
Delen vi ska bevisa borjar
med "Da giller...". Vi
maste ocksa ha tvd basfall
(n=1 och n=2) 1
induktionsbasen eftersom
formeln 1 antagandet
endast géller fOr n storre
eller lika med 3.
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Observera att vi inte bara
anvinder
induktionsantagandet, utan
ocksa definitionen

fn = fn—l + fn_z, dar

n =k + 2, som var given
som ett antagande i satsen.

Som vanligt maste vi sluta
med slutsatsen.

3.8.5. Ovningar

11/22/2005 05:48 PM

11. Induktionssteg
Antag att f; + f, + ... + g =f ,» — 1, fOr alla heltal s med 2 <s <k.

Vi vill visa att fl + f2 + ...+ fk+1 = fk+3 - 1.
Betrakta vénsterledet: f; + f, + ... + fj 4.

fl + f2+ oot fk+1 = (fl + f2+ oot fk) + fk+1

= (fpp - D+ fryg (induktionsantagandet
for s=k)
=fi3—1 (definitionen av f,)

vilket var vad vi ville ha.

1. Slutsats
Vi har visat att villkoren for induktionsprincipen géller, sa
f1+ 1, + ...+ 1, =1, — 1 giller for alla heltal n > 1.

Bevisa foljande pastaenden med hjilp av induktion.

1. 2" > 2n + 1 for alla heltal n = 4.

2. 4 dr en delare till 5" — 1 for alla heltal n> 1.

3. 1+ 2" < 3" for alla heltal n = 2.

4. Latf, =1,fy=1och f, = f,_| + f,_, for alla heltal n = 3.
D4 giller | + f5 + ... + f5,_ | = f,,, for alla heltal n = 1.

5. Latf; =1,f,=1o0ch f, = f,_{ + f,_, for alla heltal n > 3.
DA giller f,2 + £5,2 + ... + f,2 =f.f, ., for alla heltal n > 1.
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