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BLOCK INNEHALL Grundlﬁggande m.flngdl.éra OCh
—— kombinatorik

Inledning

1. Méngder

Referenser

2. Multiplikationsprincipen

3. Mera om mineder [J] Edition 5: Nedanstaende text + [J] 2.1, 4.1, 4.2, 4.3
Venn-diagram [J] Edition 4: Nedanstaende text + [J] (2.1), (4.1), (4.2), (4.3)
Mingdoperationer [J] Edition 6: Nedanstaende text + [J] [2.1], [6.1], [6.2], [6.3]

4. Additions- och sallningsprincipen . . .. .
Bemark, referenser i texten utan parenteser ar till [J]Johnsonbaugh

Edition 5, referenser i ()-parenteser ar till [J] Edition 4, och
e referenser i []-parenteser ar till [J] Edition 6.

5. Permutationer och kombinationer

Inledning

Malet med detta block ar att lara oss de grundlaggande begrepp och symboler, som anvands i forbindelse med
mangder. Vi gar igenom Venn-diagram och anvander dessa till att illustrera diverse grundlaggande mangdoperationer.

Vi skall ocksa lara oss lite grundlaggande kombinatorik. Kombinatorik ar den gren av matematiken, som bl.a. handlar

om hur man rdknar ut antalet satt att vélja ut ett visst antal objekt med vissa villkor ur en given samling objekt, eller
antalet sitt att utfora en serie handlingar med givna forutsittningar.

1. Mangder

Starta med att lasa avsnitt 2.1 i [J] fran sidan 56 (64) [76] till och med exempel 2.1.3 (2.1.3) [2.1.5] pa sidan 57 (65)
[79].

Det ar viktigt att forsta, att mangder ej ar ordnade, dvs. man kan lista deras element i vilken ordning som helst, till
exempel ar

{1,2,5}={1,5,2}y = {5, 2, 1}.
Mangder har heller inga repeterade element, sa till exempel
{1,2,5}=4{1,1,5,5,5,2}.
Glom ej parenteserna '{' och '}', nér du vill ange en mangd, till exempel ar
{1,2,5y#1,2,5,

for vanstrasidan av detta uttryck ar mangden bestaende av elementen 1, 2 och 5, medan hograsidan ar notationen for
en ordnad foljd bestaende av elementen 1, 2 och 5 i den angivna ordningen. Lika viktigt ar det att forsta, att man ej
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kan sitta ett godtyckligt antal parenteser, till exempel ar

{1,2,5} #{{1,2,5}},

for vanstrasidan av detta uttryck ar mangden bestaende av elementen 1, 2 och 5, medan den hograsidan ar en mangd
bestaende av blott ett element, namligen mangden {1, 2, 5}.

Manga sma mangder anges lattast genom att lista alla mangdens element, pa det satt som vi har gjort i exemplen
ovan. Ofta ar det dock ej mojligt att lista alla element i en méangd, antingen av hansyn till utrymme eller for att
mangden ar oandligt stor. I sadana fall ar det ibland mojligt att ange de forsta fa av mangdens element och eventuellt
det sista elementet, om ett sddant existerar, och sa anvanda symbolen "..." till att indikera, att alla mellanliggande
varden ocksa ar inkluderade. Till exempel kan vi anvanda denna notation till att ange mangden av alla udda tal mellan
1 och 20:

{1,3,5,7,9,11,13,15,17,19} = {1, 3, 5, ..., 19}.
Hograsidan utlases som 'mangden bestaende av (elementen) 1, 3, 5 och sa vidare, upp till och med 19'. Vi brukar
...'- notationen, nar det ar klart fran kontexten vilka element som menas. Observera att '..."- symbolen bestar av precis

tre prickar.

Nagra standardmangder, som vi ofta hanvisar till, har vi av bekvamlighetsskil reserverade symboler for. Till exempel
har du i gymnasiet kanske anvant

7 = {..,-2,-1,0, 1,2, ... }, mdngden av alla heltal;
N = {0,1,2,3,...}, midngden av alla naturliga tal, och
R, mangden av alla reella tal.

Vi anvander symbolen @ till att beteckna den tomma méngden, dvs.
@= (.

Lagg marke till att hér satter man inte parenteser om symbolerna. Till exempel ar Z. Z{ 7}, forhar ir
vanstrasidan mangden av alla heltal, medan hograsidan ar en méngd bestiende av blott ett element, namligen Z..

Pa sidan 56 beskrivs en viktig metod for att ange mangder med hjalp av inklusionsregler. Inklusionsreglerna
beskriver karaktaristiska egenskaper hos mangdens element, sa man kan skilja mellan dessa och element som ej ar
inkluderat i mangden. Till exempel har vi

{x1x210och x ar ett heltal } = {10, 11, 12,13, ... },

dar vanstrasidan utlases som 'mangden bestaende av de (element) x som uppfyller att x ar storre an eller lika med 10
och x ar ett heltal'. Vi papekar att nagra forfattare brukar symbolen "' i stallet for 'I'i denna notation, s& vi har att

{x1x210o0ch x ar ett heltal } = { x : x = 10 och x ar ett heltal } = {10, 11, 12, 13, ... }.

En mangds kardinalitet ar antalet element i mangden. Detta begrepp infors mitt pa sidan 56 . Till exempel
ar
1@1=0
och
{1,2,3,7} =4.
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Pa sidan 56 infors ocksa symbolen "€", som utlases 'tillhor'.

Exempel
Om till exempel A = {0, 1, 2, 4}, sa har vi

2€A,

som utlases "(elementet) 2 tilhor (mangden) A",
3&A,

som utlases "(elementet) 3 tilhor ej (mangden) A". O

Det ar viktigt, att du kanner till skillnaden mellan symbolerna "€" och "< " och "€", som infors i exempel 2.1.1 och
2.1.2 . Till exempel har vi

2€{0,1,2,4},
{2}%<{0,1,2,43},
{2} <{0,1,2,4}.

Vi har aven att
@ g {05 1’ 25 4}7

@ <{0,1,2,4},
{0,1,2,4}=1{0, 1,2, 4},
men mark val, att dar ar en viktig skillnad pa delmangder och akta delmangder (engelska: proper subset): en méangd ar

e¢j en akta delméang av sig sjalv, sa darfor har vi
{0, 1,2,4y € {0, 1, 2, 4}.

Pa sidan 56 infordes notationen P(X) till att beteckna potensmangden av en mangd X. Vi marker har, att
eftersom P(X) ar mangden bestaende av alla delméangder av X och den tomma mangden @ &r en delmingd av varje
mangd X (Varfor?), sa ar P (X) aldrig tom.

2. Multiplikationsprincipen

Las nu avsnitt 4.1 i [J] fran sidan 165 till och med exempel 4.1.3 sidan 168
. Har introduceras multiplikationsprincipen, som ar en mycket viktig grundldaggande berdkningsprincip i
kombinatorik och sannolikhetsléra.

Andliga strangar, som uteslutande bestar av symbolerna O och 1, kallas binara strangar. Varje 0 och 1 i strangen
kallas for en bit och en bindr strang med #n bitar kallas en n-bit binar strang eller en binér strang av langden n. Till

exempel dr 001 en binar strang med ldngden 3 och 00110011 4r en 8-bit binér strang.

Lias nu exempel 4.1.4 och 4.1.5 sidan 168 . Observera att exempel 4.1.5
bevisar foljande sats:

Sats B1.1. Ldr X vara en mdngd med n element, dd finns precis 2" element i potensmdngden av X, dvs. |'P(X)l= 2",

Detta ar sats 2.1.4 pa sidan 57 i [J]. Innan vi fortsatter lasningen av [J] observerar vi, att vi
ocksa har foljande sats:
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Sats B1.2. Det finns 2" bindra stréngar av lingden n.

Bevis. Vi kan konstruera en villkorlig binar strang av langden n i n steg, dar steg i, for i=1,2,... n, bestar av att valja
den i:te biten i strangen. Eftersom vi har precis tva mojligheter i varje steg, namligen O eller 1, foljer det av

multiplikationsprincipen, att vi har 2" binara strangar av langden n. O

3. Mera om mangder

Las nu resten av avsnitt 2.1 i [J], men skippa beviset for sats 2.1.4 fran overst pa sidan 57 till mitten
sidan 57 , som Vi bevisat ovan pa annat
satt.

Pa sidan 57 infors forst de viktiga miangdoperationerna UJ (méangdunion), M (méangdsnitt), och darnést

differensen av tva mangder. Dessa kan illustreras med hjalp av sakallade Venn-diagram, som vi beskriver nedan.

Déarnist defineras tva mangder X och Y till att vara disjunkta, om deras snittmangd ar tom, dvs. om X MY = @. Till
exempel ar mangderna {1, 3, 5, 7, 9} och {2, 4, 6, 8, 10} disjunkta, for deras snittméangd ar tom. Darimot ar
mangderna {1, 3,5, 7, 9} och {1, 2, 3, 4, 5} inte disjunkta, for deras snittmédngd &r inte den tomma méngden, utan {1,
3,5}.

En samling {X;,X,, X3, ..., X ,} av mangder X;, i=1,...,n, kallas parvis disjunkta, om foralla i, j=1,2,..,ndiri ?E
Js

Xi ﬁ Xj = @

En partition av en mangd X ar en samling av icke-tomma, parvis disjunkta delméngder av X, vars union 4r hela X.

Exempel
Lat till exempel U = {x € N | x 4r udda} och J = {x € N | x #r jamnt }, d& har vi, att S={U, J} 4r en partition av N,
for varje tal i N ar antingen jamnt eller udda, sa UUT = N och inget heltal 4r bade jamnt och udda, sa UNJ =@ 0o

Overst pa sidan 58 introduceras begreppet grundmangd (engelska: universal set). Det ar viktigt
att forsta, att det ofta ar nodvandigt att specifiera grundméngden for att undga tvetydiga definitioner. Betrakta till
exempel mangden

{x | x<2}.
Om inte grundmangden ar specificerat, 4ar det omojligt att se, om dar menas
{x1x<2} ={0, 1},
vilket det skulle vara om grundmingden var N, eller

x1x<2} = {..-2,-1,0, 1},

vilket det skulle vara om grundmangden var Z., eller nagot helt annat. Nir vi anger mangder med hjalp av
inklusionsregeln, specificerar vi darfor alltid en grundméangd, utom nar den ar helt klar utifran kontexten. I avsnitt |
ovan betraktade vi till exempel mangden

{x 1 x=10 och x ar ett heltal}.
Har har vi undgatt tvetydigheter genom att ange inklusionsregeln "x ar ett heltal". Tvetydigheter kunde ocksa ha

undvikits om vi hade specificerat grundmangden. Grundméngder angives oftast fore "I"- tecknet, sa ovanstaende
mangd kan specificeras med:

{xeZ1x210},

vilket utlases 'mangden av x i (grundméangden) av alla heltal, som uppfyller att x ar storre an eller lika med 10'".
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Venn-diagram

Ett Venn-diagram ar en metod att illustrera, hur mangder fran samma grundmingd ar relaterade till varandra.
Metoden ar uppkallad efter dess uppfinnare, en engelsk matematiker med namnet John Venn, som levde pa 1800-
talet. I ett Venn-diagram illustreras grundmédngden G med en stor rektangel och de 1 problemet givna mangder
illustreras som overlappande omraden (som regel cirklar) inuti rektangeln G. Om vi i en uppgift har tva méangder S
och T, bagge i samma grundmiangd G, men i Ovrigt inte vet nagonting om hur dessa ar relaterade till varandra, ser
Venn-diagrammet saledes ut:

G

De fyra omradena i Venn-diagrammet svarar till, att det ar precis fyra mojligheter for ett givet element x € G,
namligen

1. x aribade Soch T;
2. xari S, menickeiT;
3. xarickei S, menx ari 7;
4. x ar varken i Seller 7.
Om vi i en uppgift har tre mangder R, S och T, alla i samma grundméngden G, men i ovrigt inte vet nagonting om,

hur dessa ar relaterade till varandra, 4r det 8 mojligheter (varfor?) for ett givet element x € G, och det generella Venn-
diagrammet for tre méangder partitionerar darfor rektangeln G i 8 omraden:

G

av

Mangdoperationer
Miangdunion
Unionen av tva mangder S och 7, S U T, ir méangden av alla de element, som tilhor en eller bada méangderna S och 7.

Exempel
OmS={1,2,3och T={2,3,4},saar SUT=1{1,2,3,4}.
Detta kan illustreras saledes i ett Venn-diagram:
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Mangdsnitt
Snittet av tva mangder S och T, SN T, 4r mangden, som bestar av alla de element, som ir i bade S och 7.
Exempel

OmS={1,2,3}och T={2,3,4},saarSNT={2,3}.
Detta kan illustreras saledes i ett Venn-diagram:

G

Mangddifferens

Differensen av tva mangder S och 7, S - T, bestar av alla de element, som tillhor S, men icke tillhor 7.

Exempel
OmS={1,2,3YochT={2,3,4},saarS-T={1}.
Detta kan illustreras saledes i ett Venn-diagram:

G

Observera, att generellt ar S - T?é T-S.
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Komplementmangd

Komplementmingden S av en mingd S bestir av alla element i grundmingden G, som inte tilhor S. S kan darfor
beskrivas som G - S.

Exempel

OmG=Z ochS= {xlx>3ellerx<-1}, shar S = {-1,0,1,2,3 }.
Detta kan illustreras saledes i ett Venn-diagram:

G 0

12

-1

Observera att komplementmangden till en given mangd ar beroende pa grundmangden, medan unionsmingd,
snittmédngd och differensméangd ar oberoende av grundméngden.

Mangdoperationerna, som vi illustrerade med Venn-diagrammen ovanfor, ar definerade pa sida 57 i[J]. De
uppfyller diverse rikneregler, varav de flesta ar samlade i sats 2.1.10 i [J]. Du skall l4ra dig alla dessa
rakneregler for mangdoperationer, men du behover dock inte kunna bevisa dem.

Pa sida 61 inforas den kartesiska produkten av tva mangder. Nederst pa sidan 61
noteras det, att for tva mangder X och Y galler det att

IXx Yl =IXlIYI
Detta foljer av multiplikationsprincipen, da ordnade par kan beskrivas med en 2-stegs process, dar forsta steget bestar

att valja ett av de IXI elementen i X och andra steget bestar av att valja ett av de 1Yl elementen i Y. Pa samma satt
foljer ocksa anmarkningen efter exempel 2.1.13 av multiplikationsprincipen.

4. Additionsprincipen och sallningsprincipen

Las nu resten av avsnitt 4.1 i [J] fran sida 169 overst till sida 170 , dar
kombinatorikens andra viktiga berakningsprincip, additionsprincipen, gas igenom. Lis problem-1osnings hornet
sida 172 - 174 i [J] extra grundligt, dar det forklaras hur man arbetar sig fram till losningen pa

ett kombinatorisk problem.

Mark val att tva godtyckliga mangder X och Y fran samma grundméngd G inte nodvandigtvis ar disjunkta. Darfor
udvidgas additionsprincipen i [J] uppgift 65 sidan 172 . Lat oss losa uppgiften tillsammans. Vi
vill visa att

XUYI=IXI+1YI-IXNYI

Bevis:
Denna formel ses lattast, om man ritar ett Venn-diagram for X och Y och numrerar de fyra disjunkta omraden som
foljer:
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De fyra mangder, som ingar i formeln ar da

X UJY: omradena 1, 2 och 3;
X: omradena 1 och 3;
Y: omradena 2 och 3;
XMY: omradet 3.

Sa vanstersidan av formeln ar antalet av element i omradena 1,2 och 3, medans hogersidan ar antalet element i
omradena 1 och 3 plus antalet element i omradena 2 och 3 minus antalet element i omrade 3, dvs. hogersidan ar ocksa
antalet element i omradena 1, 2 och 3.0

Man kan utvidga resultatet fran uppg. 65 till tre (eller flera) mangder. Man kallar denna raknemetod
sallningsprincipen eller inklusion-exklusions-principen (engelska: The Principle of Inclusion - Exclusion), och den
betecknas PIE.

Sats B1.3
Lat X, Y och Z vara tre mangder fran samma grundmangd G, som inte nodvandigtvis ar parvis disjunkta.
Da galler att

XUYUZI=IXI+IYI+1ZI - IXAYI-IXAZI-IYOZI+ IXAY NZLL
Bevis:

Denna formel ses ocksa lattast, om man ritar ett Venn diagram for X, Y och Z och numrerar de atta disjunkta omraden
som foljer:
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De atta mangder, som ingar i formeln ar da

XUYUZ: omradena l,2,3,4,5,6o0ch?7;

X: omradena 1,4, 5 och 7;
Y: omradena 2, 4, 6 och 7;
Z: omradena 3, 5, 6 och 7;
XMNY: omradena 4 och 7;
XNZ: omradena 5 och 7;
ZNY: omradena 6 och 7,

XMYMNZ: omradet 7.

Pa samma satt som i exemplet med tva mangder ovan ses da, att bade vanstersidan och hogersidan av formeln ar
antalet element i omraden 1, 2, 3,4,5,6 och 7.0

5. Permutationer och kombinationer

Las nu [J] 4.2 . I detta avsnitt introduceras forst begreppet permutation. Generellt kallas en permutation av
r objekt fran en mangd med n element en r-permutation fran n objekt, och ar helt enkelt en ordnad lista av r objekt
utvalda bland de n objekt i mangden utan upprepad anvdindning av samma element.

Exempel

Lat tex. M = {a, b, ¢, d, e, f}, da ar (a,b,c), (b,a,c), (f,a,b) och (b,a,f) exempel pa 3-permutationer fran M (Finns det
fler?). Observera att vi anvander rundade parenteser '(' och ')’ omkring permutationer, eftersom permutationer ar
ordnade listor av element och inte bara mangder, dvs. permutationerna (a,b,c) och (b,a,c) ar olika, fastan de bestar av
samma element. O

Antalet r-permutationer fran en mangd med n element kallas

P(n, ),
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och det visas med hjalp av multiplikationsprincipen (jmf. [J] sida 177 ), att

n!
P(n,r) =
(n-1)!

Exempel
Lat t.ex. M = {a, b, ¢, d, e, f}. Antalet 3-permutationer fran M ar P(6, 3) = 6x5x4 =120. O

Nir vi berdaknar permutationer, 4r ordningen av elementen viktig, dvs. néar vi har samma element, men i en annan
ordning, sa ar de tva permutationerna olika. Det nésta, som definieras i [J] ar kombinationer. Har ar ordningen av
elementen utan betydelse. En r-kombination fran en mangd M med n element ar endast en delmdngd av M, som
innehaller r av M:s element.

Exempel

Lat M = {a, b, c, d, e, f}, da art. ex. {a, b, c} och {f, a, b} exempel pa 3-kombinationer fran M. Observera att vi
anvander krullparenteser '{' och '}' omkring kombinationer, eftersom kombinationer ar mdngder, dvs. oordnade listor
av element. Kombinationerna {a,b,c} och {b,a,c} ar alltsd desamma, eftersom de innehaller precis samma element,
och ordningen av elementen saknar betydelse.

Antalet r-kombinationer fran en mangd med n element kallas i [J] for C(n, r), och det visas pa sidan 179

, att
P(n, r)
Cn,r) =
r!
Dvs. vi har att
n!
Cn,r) =
r! (n-r)!

Exempel
Lat tex. M = {a, b, c, d, e, f}. Antalet 3-kombinationer fran M ar C(6, 3) = (6x5x4)/(3x2x1) =20. O

Notationen C(n, r), som [J] anvander for att beteckna antalet r-kombinationer, 4r inte helt standard. De flesta forfattare

anvander notationen
n
( . ) = C(n,r).
Exempel

Lat t.ex. M = {a, b, c, d, e, f}. Antalet 3-kombinationer fran M ar

( 63 ) = ((6,3) =20.0

Du skall kanna till och kunna anvanda bada notationerna for kombinationer.

Las nu [J] 4.3 . I detta avsnitt visas algoritmer for att skriva ut permutationer och kombinationer. Dessa ar
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viktiga for dig, om du kommer att anvanda en dator for att arbeta med kombinationer och permutationer.

6. Forslag till ovningsuppgifter
Ovningsuppgifter fran [J]

[J] sida 62-63:
Uppg. 1-15, 31-38, 40, 41, 43-52 , 54-64, 69, 71-74, 79

[J] sida 171-174:
Uppg. 1,4, 8, 10, 12, 17, 20-23, 26, 28, 29, 34-41, 42-45, 48, 54, 57, 66-70

[J] sida 182-184:
Uppg. 1-7, 10-13, 15, 19-21, 25-29, 31-33, 38, 58-62.

Extra ovningsuppgifter till Venn-diagram

1. Lat A, B och C vara tre godtyckliga mangder. Rita upp ett Venn-diagram och markera mangden (A-B) M (C-B).
2. Lat A, B och C vara tre godtyckliga méangder. Rita upp ett Venn-diagram och markera mangden (AMC) - B
3. Ar de resulterande méngderna i 1 och 2 lika?
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