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BLOCK INNEHALL F.(.)lj der 5 Strﬁngar OCh tal

Referenser

Lnledning Referenser

1. Folider

5. Rekursiva definitioner [J] Edition 5: Nedanstaende text + [J] 2.2, 2.3, 5.1

[J] Edition 4: Nedanstaende text + [J] (2.2), (2.3), (5.1)
[J] Edition 6: Nedanstaende text + [J] [2.3], [5.2], [7.1]

3. Sigmanotation for summor

4. Strangar
5. Tal Bemark, referenser i texten utan parenteser ar till [J]Johnsonbaugh
6. Ovningsuppeifter Edition 5, referenser i ()-parenteser ar till [J] Edition 4, och
referenser i []-parenteser ar till [J] Edition 6.
Inledning

I detta block skall vi forst lara oss den grundldggande terminologin for dndliga, odndliga talfoljder och strangar.
Darnast skall vi se pa, hur vart talsystem ar uppbyggt, och vi introducerar det binara och det hexadecimala
talsystemen, som bada anvands inom t.ex. datalogi. Vi skall ocksa lara oss att rakna i dessa tva nya talsystem, och vi
kommer att utveckla algoritmer for att konvertera tal fran ett talsystem till ett annat.

1. Foljder
Borja med att Iasa avsnitt 2.2 (2.2) [2.3] i [J] fran overst pa sida 64 (73) [nederst sid 103] fram till definition 2.2.12
sida 66 (76) [2.3.14 sida 107]. Har definieras féljder och delfoljder.

En o4dndlig/andlig foljd ar en odndlig/andlig ordnad lista av symboler (som regel tal), dar varje element i listan har ett
nummer, som vi kallar elementets index. En generell odndlig foljd har inget sista element och ser darfor ut som:

S1552,53, 54 5 55, «ev s
dar varje s, n=1, 2, 3, ..., ar en symbol. En andlig foljd har ett sista element och ar darfor pa formen
S1>525 53 54 5 85, «e 5 S
dér 1 4r foljdens forsta index och ¢ dr foljdens sista index.
Observera, att en oandlig foljd
S1> 52553, 54 » S5, ...
kan anges pa flera olika satt. I [J] anvéands foljande tre:
1. "lat s vara en foljd";

2. "lat {s,} vara en foljd";
3. "lat {s,}>_, vara en foljd".
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Notationerna under punkt 2. och 3. r en aning osedvanliga. Det 4r mer vanligt att skriva (s,) och (sn)ff:l i stallet for
{sy) och {sn}:;l . Grunden till detta ar, at parenteserna { och } anvands for att markera mangder, som vi sag i block

1, och foljder 4r inte mangder. Mangder ar oordnade samlingar av objekt, medan en av de mest karakteristiska
egenskaperna hos en foljd ar, att den ar ordnad.

Ovre indexet so i {s, }f:’_l utlases som "oandlig" och anvands for att indikera, att foljden inte har nagot sista index och
darfor inte nagot sista element. Undre indexet n=1 i {sn}r’=1 anvéands for att ange att foljdens forsta index ar 1, och
foljdens forsta element ar darfor s{. Om foljden &r andlig och har s, som sista element, anger man i Ovre indexet
foljdens sista index, ¢, i stallet for so . Pa samma sitt ar det ibland klokt att lata en foljds forsta index vara ett annat
nummer an 1, t.ex. 0, och i sddana fall anger man detta genom att 1ata undre indexet vara "n=0" i stallet for "n=1",
d.v.s.

o0

{Sn}n=0'

Det pastas efter exempel 2.2.11 i [J], att man kan konstruera nya foljder genom att addera och
multiplicera foljders element. Vi ger ett exempel pa detta:

Exempel
Lat u vara foljden

2,4,6,8, 10, ...,
dvs. u, = 2n, for n=1, 2, 3, ... . Lat vidare v vara foljden
1,3,5,7,9, ...,
dvs. v, =2n - 1, for n=1, 2, 3, ... . Vi kan da definiera en foljd s genom att lata s, = u, + v, forn=1, 2, 3, ..., dvs. s ar

foljden

2+1, 443, 645, 8+7, 1049, 12+11, ...,
som ar lika med foljden

3,7,11,15,19,23, ...,

dvs. s, = 4n-1 for n=1, 2, 3, ... , som det ocksa kan ses av att

Sp=Uu,+vy,=(2n)+ (2n-1)=4n- 1.
Pa samma satt kan vi definiera foljden p,=u = v, for n=1, 2, 3, ... , dvs. p ar foljden

2¢1,4+3,6+5,8+7,109,12« 11, ...
som iar lika med foljden

2,12, 30, 56,90, 132, ....

Denna foljds n:te element kan berdknas genom

Py = Uy * Vv, = (2n)+ (2n-1) = 4n? - 2n,

vilket skulle ha varit svart att gissa om vi inte pa forhand visste att p, = u,* v,. O
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2. Rekursiva definitioner

Las nu avsnitt 5.1 i [J] fran sidan 224 till och med exempel 5.1.8 sidan 228
, men inte beviset pa sidan 229 . Vad du bor kunna gora nar du ar klar med avsnitt [J] 5.1
ar att bestamma en rekursionsformel fran nagra regler som i exempel 5.1.3 och 5.1.6

Pa sida 224-225 hittar vi definitionen pa en rekursionsformel. Observera att for att bestimma
en foljd, ar det inte tillrakligt med bara en rekursionsformel. Man behover ocksa startvillkoren.

[J] Exempel 5.1.2 :

I exempel 5.1.2 ges definitionen av Fibonaccifoljden. Observera att det finns olika sitt att definiera
denna.

[J] Exempel 5.1.3

'12% compounded annually' betyder 12% ranta pa arsbasis', dvs. att man lagger 12% ranta till kapitalet en gang varje
ar. Om man t.ex. borjar med

A=$1000
den 1 januari 2000, sa ar det fortfarande $1000 den 31 december 2000, men den 1 januari 2001 okas detta till
A, =$1120 ($1000 + ranta, som ar $1000+12/100 = $120).
Vi ser att
1120 = 1000 + 1000 «12/100 = 1000(1+12/100)=1000(1,12).

Om vi satter A; = 1000, sa har vi
A2 = 1,12A1

Det 4r precis samma sak om vi borjar med ar n-1 och kapital A,_;. Nasta ar har vi har vi
A, =1L12A,,.
I boken ser vi, med hjalp av iterationen, att

A, = (1,12)"A;=(1,12)"1000.

[J] Exempel 5.1.5
Har ar S, antal delméngder i en mangd med n elementer. Vi har studerat mangden av alla delméangder i en méangd X

av storlek ni[J] 2.1, Theorem 2.1.4 ,och [J]4.1 , Example 4.1.5 . Kom ihag att
mangden av alla delméangder i en méangd X kallas for potensmangden F(X) till X.

I boken bestams att S,=2S,,_; och Sy =1. Med hjilp av rekursionsformeln far vi

S,=2S,1=2%S,,=2%S,3=2%, 3=..=2™1s, =275, =2".

[J] Exempel 5.1.6
Varje strang av langd n borjar med ett 0 eller 1, som efterfoljs av n-1 andra tal.
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FALL1 | 0 || ..(n-1 bitar)..........

FALL2 | 1 || ..(n-1 bitar)..........

Vi vill inte ha 111 nagonstans. Om de n-1 bitarna som foljer efter O i fall 1 inte innehaller nagon 111, da innehaller
hela strangen ingen 111. Ar det samma sant om de n-1 bitarna som foljer efter 1 i fall 2 inte innehaller nagon 111?
Nej, om de n-1 bitarna borjar med en nolla, och inte innehaller nagon 111 gar det bra, men om de borjar med en etta,
vad galler da?

FALL 1 0 || ...(n-1 bitar)..........

FALL2a || 1 || O || ...(n-2 bitar)..........

FALL2b | 1 || 1 || ..(n-2 bitar)..........

I fall 2b, om forsta av de n-2 bitarna ar en nolla gar det bra men om det ar en etta gar det inte bra (Vi far 111!). Sa de
enda tre fallen som kan vara utan 111 ar

FALL1 | 0 || ..(n-1bitar)..........

FALL2a || 1 || O || ...(n-2 bitar)..........

FALL2b |1 || 1| O | ..(n-3bitar)..........

Antalet i varje fall ar S;_;, S,_», respektive S, _3, sa totalt ar S, likamed S,_; + S5 + S,,_3, dvs.
Sn = Sn-l + Sn_2 + Sn_3.

Las nu exempel 5.1.7-5.1.8 1[J].

3. Sigmanotation for summor

Det ar ofta nodvandigt att skriva summan av alla element fran en andlig foljd. Betrakta till exempel foljden s
bestaende av de 25 forsta jamna positiva heltalen:

2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,26,28,30,32,34,36,38,40,42,44,46,48,50,

dvs. s, =2nforn=1, 2,3, ..., 25.
Summan av alla element i denna foljd ar

S=2+44+6+8+10+12+14+16+18+20+22+24+26+28+30+32+34+36+38+40+42+44+46+48+50.

Detta langa uttryck ar det omojligt att skriva mer an ett par ganger i en text, och tank pa hur det skulle ha sett ut om
vi hade valt att betrakta summan av de 250 forsta jamna heltalen i stallet for de forsta 25! Vi infor darfor ett nytt och
kompakt satt att skriva sddana summor pa. Den nya metoden kallas summanotation eller sigmanotation, och
ovanstaende summa S skrivs

25

S:ZZn.

1
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Denna kompakta notation skall tolkas pa foljande satt: For varje heltal n mellan 1 och 25, berdkna och skriv vardena

av uttrycket 2n och sitt in ett "+" - tecken mellan alla varden.

Generellt skriver vi summan av alla elementen i foljden (un):_l._1 som

t
u

n=1

n-

Tecknet Z ar en grekisk bokstav, som motsvarar bokstaven S i det latinska alfabetet, och Z star for summa. Hela
uttrycket utlases som "summan av u, fran n=1 till n=t", och tolkas pa foljande satt: For varje heltal n mellan 1 och t,

berdkna och skriv vardet av u,, och satt ett "+" - tecken mellan alla vérden.

Betrakta till exempel summan

S: (3n-1).

Forst beraknar vi vardena (3n-1) for n=1, 2, 3, 4:

2,5,8, 11,
och sa satter vi "+"-tecken emellan alla dessa varden:
2+5+8+11.
Vi har darfor
i: (Bn-1)=2+5+8+11.
Sats B2.1. "

Foljande tvd rdkneregler gdller for vdr nya notation:

m m
E cu,=c E up,,
n=1 n=1

Z (up+vy) = Z u, + Z Vpddr (uy)7_ och (vy)*_. dr dndliga foljder av tal och c dr en konstant.

Bevis.

Dessa rakneregler foljer latt av de kdnda raknereglerna for 'allmédnna' summor:

m

E Cu, = Ccu;+Cu;,i+Cujp + ... +Cu,

n=1

= c(ui+ui+1+ui+2+ ... +u m)

C(Zm:un)

CE up, .

n=1i
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E (Ugtvy) = UV +Vig) + o H U+

(UHup + .o Fupg) + (Vi Vit V)
(som ses genom att flytta om element i summan)

m m
E u, + E v,. B
n=1 n=1i

Vissa ganger kan man skriva samma summa pa mer an ett satt, detta kallas att byta variabel i summan, och detta
beskrivs i exempel 2.2.15 1[J].

Las nu om summa- och produktnotation i [J] fran och med definition 2.2.12 sida 66 till
och med exempel 2.2.17 sida 68

4. Strangar

Resten av avsnitt 2.2 i [J], fran och med definition 2.2.18 sida 68 , handlar om

strangar. Vi erinrar om att vi redan har arbetat med strangar i block 1, dar vi bevisade, att det finns precis 2" binéra
strangar av langd n.

5. Tal

Las nu avsnitt 2.3 i [J], det handlar om talsystem.

Grundlaggandet for att konvertera ett tal i 10-talssystemet till ett tal i talsystemet med bas N ar foljande mycket
viktiga egenskap vid division med heltal, som gar under namnet Divisionsalgoritmen :

Sats B2.2 (Divisionsalgoritmen).
Givet ett godtyckligt heltal a och ett positivt heltal N, sd existerar det entydigt bestimda heltal k och r (som kallas
kvoten och resten) sddana att a=kN+r och 0 =r = N-1.

Du kanner sakert redan till detta resultat, det sager, att nar man dividerar ett heltal med N, sa kan man arrangera det sa
att man alltid far en rest bland talen 0,1, ... , N-1.

Exempel
Tag till exempel a=23 och N=3, da far man kvoten 7 och resten 2, eftersom 23=7 = 3 +2.
Om man dividerar a=-25 med N=3, s far man kvoten -9 och resten 2, eftersom -25=(-9)« 3 +2. O

Vi skall inte bevisa Divisionsalgoritmen i denna kurs, men du skall kanna till resultatet och du skall kunna formulera
satsen.

6. Forslag till ovningsuppgifter
Ovningsuppgifter fran [J]

[J] sida 69-71:
Uppg. 4-14, 21-28, 31-36, 43-47, 55-58, 59-62, 83-85, 88-89, 91-92
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[J] sida 76:
Uppg. 1-47

[J] sida 232-233
Uppg. 1, 2, 4-8, 23-24

Extra ovningsuppgifter till Divisionsalgoritmen

Hitta den enligt Divisionsalgoritmen entydigt bestimda kvoten och resten, nir a divideras med N, dar

a=12 och N=7;
a=-12 och N=7;
a=22 och N=3;
a=-22 och N=3;
a=12 och N=3.

A e
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