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Block 3
Algebra och Diskret Matematik A

Mera om heltal

Referenser

[J] Edition 5: Nedanstaende text + [J] 3.3 (fran Sats 3.3.4 sidan 129)
och [J] 3.4.

[J] Edition 4: Nedanstaende text + [J] (3.3) (fran Sats 3.3.4 sidan
152 och [J] (3.4).

[J] Edition 6: Nedanstaende text + [J] Sats 5.1.3 sid 184, [J] [5.3]
(sid 205 t.o.m. Example 5.3.4 sid 207) och [J] [4.4]

Bemark, referenser i texten utan parenteser ar till [J]Johnsonbaugh
Edition 5, referenser i ()-parenteser ar till [J] Edition 4, och
referenser i []-parenteser ar till [J] Edition 6.

Observera att sattet materialet i [J] 3.3 i 4 utgavan framstalls pa
skiljer sig avsevart fran sattet materialet framstalls i 5 utgavan,
avensa 6 utgavan.)

I detta block skall vi se narmare pa nagra fundamentala egenskaper hos heltal. Vi skall forst ga igenom delare och
primtal, och darnast skall vi se, att det finns ett mycket viktigt samband mellan den storsta gemensamma delaren av
tva heltal och linjarkombinationerna av dessa tva heltal. Vi skall ocksa g& igenom Euklides algoritm, som 4r en metod
for att hitta den storsta gemensamma delaren av tva heltal. Det mesta av innehallet i detta block ar inte behandlat sa
detaljerat i [J], s& nedanstaende text ar darfor huvudreferensen.

1. Delare och primtalsfaktorisering

Ett heltal b + 0 sags vara en delare (ocksa kallad en faktor) till heltalet a, om det finns ett heltal k, som vi kallar
kvoten, sadan att a=bk. Med matematiska symboler skriver vi detta pa formen

bla

och vi laser det som 'b delar a'. Om ett heltal b infe ar en delare till a, indikerar vi detta genom att sitta ett streck over

'I'-symbolen, dvs. vi skriver

b+t a

och laser detta som 'b delar inte a'. Observera att det lodrita strecket i denna notation inte ar ett brakstreck, 'b | a'

skall inte forvaxlas med 'b/a'.

Om bl a sager vi att a ar en multipel av b, och uttrycket a=bk kallas en faktorisering av a.
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Talen 1 och -1 ar speciella heltal, nar vi talar om faktorisering, eftersom de delar alla heltal. Vi har darfor ett speciellt
namn for dessa tva tal, de 4r sa kallade enheter i Z.. Varje heltal a har naturligtvis de tvé triviala faktoriseringarna

a=(a)(1) och a=(-a)(-1),

dvs. 1, -1, a, och -a ar alltid delare till heltalet a om a * 0. Vi kallar ett heltal b # O for en akta delare till a, om b | a
och b inte ar en av delarna 1, -1, a, eller -a. Ett heltal a, som har en akta delare kallas for ett sammansatt tal.

Exempel
e 6 ar ett sammansatt tal, eftersom 6=(2)(3) och 6 har darfér 2 och 3 som akta delare.

e Ett godtyckligt heltal b # 0 ar en delare till 0, eftersom 0=(b)(0), sa 0 har (oandligt) manga akta delare och ar
darfor ett sammansatt tal.

e -1 och 1 4r inte sammansatta tal, eftersom de enda delarna till -1 och 1 namligen ar 1 och -1 sjélva.
Vi borjar med nagra fundamentala resultat for delare:

Sats B3.1.
Lat m, n och ¢ vara heltal sddana att ¢ | m och ¢ | n.
Da galler att ¢ | (m+n) och ¢ | (m-n).

Bevis.
Eftersom m och n bagge har ¢ som delare kan vi hitta tva kvoter q; och q,, bagge heltal, sadana att

m=cq och n=cq,. Darfor ar

m+n=cq+cqr= ¢(q1+q>7),
sa ¢ ar alltsa en faktor i m+n, dvs. ¢ | (m+n).

P4 samma siatt har vi att m-n=cq ;-cq, =c(q1-qp), sa ¢ ar ocksa en faktor i m-n, dvs. ¢ | (m-n). O

Sats B3.2.
Lat m, n och c vara heltal, som uppfyller att ¢ | m och m | n.
Da har vi att ¢ | n.

Bevis.
Eftersom m har ¢ som delare kan vi hitta en heltalskvot q; sadan att

m=cq;. P4 samma satt har vi att n har m som delare, sa det existerar ocksa ett heltal q, sadant att n=mq.
Vi har darfor att n=mq, =(cq;)(q, )=c(q;9>), och c ar darfor ocksa en faktor i n, dvs. ¢ I n. B

Definition

Ett primtal, p, ar ett heltal, som
(i) inte ar en enhet och

(i1) inte har akta delare.

Observera att denna definition medfor, att det existerar bade negativa och positiva primtal:
Exempel

e 2 iar ett primtal, eftersom 2 inte ar en enhet och de enda delarna till 2 ar 1, -1, 2 och -2, sa 2 har inga akta
delare.

e -2 4r ett primtal, eftersom -2 inte ar en enhet och de enda delarna till -2 ar 1, -1, 2 och -2, sa -2 har inga akta
delare.
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e -1och 1 ar inte primtal, eftersom de ar enheter.

Vi observerade ovan, att enheterna -1 och 1 varken ar primtal eller sammensatta tal. Vi har darfor med ovanstaende
definitioner partitionerat (jmf. avsnitt 3 i lasanvisningen till block 1) heltalen Z. i tre disjunkta delméngder:

Enheter = {-1, 1},
Primtal = {2,-2,3,-3,5,-5,7,-7, ...} och
Sammansatta tal = {0, 4, -4, 6, -6, 8, -8, 9, -9, 10, -10, ...}

Matematiker har dnda sedan antiken forskat om primtal, men trots detta finns det an i dag manga olosta problem
omkring primtal. Ett av de storsta problemen var lange att hitta en snabb algoritm for att bestimma om ett givet heltal
n ar ett primtal eller ej. Detta problem blev dock 1ost 2002 av tva studenter vid Indian Institute of Technology i
Kanpur vid namn Kayal och Saxena, nér de hittade den sa kallade AKS-algoritmen tillsammans med deras
handledare Agrawal. Vi skall inte lara oss AKS-algoritmen pa denna kurs, men det ar bra att veta att den existerar,
om du skulle f& anvandning for den i framtiden. Lat oss i stallet se pa nagra primtalstest som fungerar for sma tal, dar
problemet inte 4r sa stort och svart, att det ar nodvandigt med smarta algoritmer. Man kan t.ex. prova sig fram med
alla mojliga delare:

Exempel
Lat oss undersoka, om 151 ar ett primtal.

Vi kan sjalvklart [osa detta problem genom att dela 151 med alla talen 2, 3, 4, 5, 6, ..., 150 och darmed kontrollera om
ett av dessa delar 151; men detta kraver 149 divisioner och tar 1ang tid! Om vi tanker oss for, kan vi kanske hitta pa
en mer effektiv metod...

Vi observerar forst, att 2 inte delar 151. Ar det da mojligt att 4 delar 151? Eller 6? Eller 8, 10, 12, 14,..., 150?

Svaret ar nej, eftersom det ur sats B3.2 foljer, att om heltalet 2k delar 151, da delar 2 ocksa 151 eftersom 2 delar 2k. Pa
liknande sitt ses, att eftersom 3 inte delar 151, sa delar ingen multipel av 3 talet 151 heller.

Slutsatsen ar, att vi, pa grund av sats B3.2, endast behover kontrollera, om alla primtal mindre an 151 ar delare till

151. Detta reducerar problemet en hel del, men det ar fortfarande for manga tal att kontrollera, sa vi tanker oss for lite
till...

... och vi inser da, att om det finns tva heltal a och b, sddana att 151=ab, maste minst ett av dessa vara mindre an
eller lika med 13 (Varfor? Ledning: om bade a och b ar storre an 13, hur stort ar talet ab da?).

Vi kan dérfor noja oss med att kontrollera om 2, 3, 5,7, 11 och 13 delar 151, och eftersom inget av dem gor det, kan
vi dra slutsatsen att 151 ar ett primtal. Det kravs alltsa endast 6 divisioner for att sla fast att 151 ar ett primtal.

Exempel
Hur manga divisioner kravs for att kontrollera om 397 ar ett primtal? Svar: 8
(namligen division med 2, 3,5,7, 11, 13, 17 och 19)

Metoden fran foregaende exempel med att kontrollera alla mojliga primtalsdelare upp till \/n ar tillrackligt bra for att
kontrollera om sma tal n ar primtal; men om n ar ett stort tal, t.ex. med 1000 siffror eller fler, sa ar denna metod inte
tillrackligt effektiv, inte ens med hjalp av dagens snabbaste datorer. Det ar ett Oppet forskningsproblem, om det
existerar en mycket snabb algoritm som kan faktorisera alla heltal, aven mycket stora, dvs. skriva dem som en
produkt av tva akta delare. Ett av nutidens mest anvianda krypteringssystem (ett krypteringssystem ar ett system for
utvaxling av hemliga meddelanden), det sa kallade RSA-krypteringssystem, bygger pa, att faktorisering av stora tal ar
ett mycket svart matematisk problem, sa om du har lust, tid och goda ideer finns det har en mojlighet till att bli
beromd!
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2. Linjarkombinationer och storsta gemensamma delare.

Om m och n ar heltal, kallar vi varje heltal pa formen sm+tn, dar s och t ocksa ar heltal, for en linjarkombination av
m och n.

Exempel
Om t. ex. m=3 och n=7, sa ar alla foljande tal linjarkombinationer av m och n:

3: lats=1 och t=0, da ar 3= (1)(3)+(0)(7);

7 : lat s=0 och t=1, da ar 7= (0)(3)+(1)(7);
0: 14t s=0 och t=0, da ar 0= (0)(3)+(0)(7);

-7 . lat s=0 och t=-1, da ar -7= (0)(3)+(-1)(7);
40: 1at s=-3 och t=7, da ar 40= (-3)(3)+(7)(7).
Uppgift B3.1

Prova nu att skriva vart och ett av talen i ovanstaende exempel som en linjarkombination av 3 och 7, diar vardena av s
och t ar andra 4n de som givits i exemplet.

Vi bevisar en sats, som utvidgar sats B3.1 till att gélla inte bara for m+n och m-n utan for alla linjarkombinationer av
m och n:

Sats B3.3.
Lat m och n vara heltal och 1at d vara ett heltal, som delar bade m och n ( ett sadant tal kallas en gemensam delare till
m och n), dvs. d | m och d | n. Da galler for alla heltal s och t, att d | (sm+tn).

Bevis.
Eftersom m och n bada har d som delare kan vi hitta tva kvoter q; och q,, bada heltal, sddana att m=dq; och n=dq,.

Darfor ar
sm + tn = s(dqy) + t(dqy) = d(sq; + tqy),
sa d ar alltsa en faktor i sm+tn, dvs. d | (sm+tn). O

Uppgift B3.2
(a) Finn alla heltal mellan -12 och 12 som ar linjarkombinationer av 3 och 7;

(b) Finn alla heltal mellan -12 och 12 som #4r linjarkombinationer av 4 och 6;
(c) Finn alla heltal mellan -12 och 12 som &r linjarkombinationer av 6 och 9.

Du fann forhoppningsvis i uppgift B3.2(b) att 2 4r delare i alla linjarkombinationer av 4 och 6, och i B3.2(c) att 3 ar
delare 1 alla linjarkombinationer av 6 och 9. Kan du se ett samband mellan 2 och talen 4 och 67 Ar det kanske ett
liknande samband mellan 3 och talen 6 och 9? Vi ska svara pa denna fraga lite senare i detta avsnitt. Betrakta forst
foljande definition:

Definition
Lat m och n vara tva heltal, som inte bada ar noll, och lat s vara ett positivt heltal som uppfyller foljande tva krav:

(i) s I m och s | n, och

(ii) om d I m och d | n sa galler att d Is,

da kallas s for den storsta gemensamma delaren (forkortas sgd) till m och n. Vi skriver detta som sgd(m,n). Pa
engelska kallas storsta gemensamma delaren for greatest common divisor, och man anvéander darfor forkortningen ged

och skriver alltsa gcd(m,n).

Lat oss se lite narmare pa definitionen av sgd:

http://www.tfm.miun.se/~piahei/adm/res/pdfs/block3p.html Page 4 of 10



MAO014G Block 3 08/10/2007 06:11 PM

For det forsta ar sgd(m,n) alltid ett positivt heltal. Darutover sager det forsta kravet, att sgd(m,n) ar en gemensam
delare till m och n, dvs. sgd(m,n) delar bade m och n. Det andra kravet ar lite mera invecklat. Det sager, att varje
delare till bade m och n ocksa ar en delare till sgd(m,n). Detta medfor att sgd(m,n) ar den numeriskt storsta
gemensamma faktor i m och n (varfor?). For sma tal, ar det mycket latt att hitta den storsta gemensamma delaren:

Exempel

sgd(3,7)=1;

sgd(4,6)=2;

$gd(6,9)=3;

sgd(-4,6)=2 (varfor ar den inte -27);
sgd(-4,-6)=2 (varfor ar den inte -27?);

Huvudresultatet, som du skall kénna till for storsta gemensamma delare ar foljande viktiga sats, som vi skall anvénda
senare, men som vi inte skall bevisa i denna kurs.

Sats B3.4
Lat m och n vara tva heltal som inte bada ar noll, da existerar deras storsta gemensamma delare sgd(m,n), och det
existerar dessutom heltal s och t sa att sgd(m,n) =sm-+tn.

Satsen sager, att den storsta gemensamma delaren till m och n existerar och kan skrivas som en linjarkombination av
m och n. Slas detta ihop med sats B3.3 fas foljande foljdsats:

Foljdsats B3.5.

Lat m och n vara tva heltal, som inte bada ar noll och 1at g= sgd(m,n). Lat vidare
L={x| x=am+bn, ab € Z} och M={kgl ke Z}

dvs. L ar méngden av linjarkombinationer av m och n, och M 4r mangden av multipler av sgd(m,n).
Da ar L=M.

Denna foljdsats ar resultatet, som ligger till grund for observationen efter uppgift B3.2 (se uppgift B3.3 nedan). Vi vill
nu bevisa denna foljdsats. Du kommer inte att examineras pa detta bevis, men det innehaller en detalj, som du kan bli
ombedd att forklara: Om man skall visa, att tvd mangder ar lika, har att M=L, da visar man (i) att M & L, och (ii) att
L S M, och drar slutsatsen att M=L. Varfor ar detta sant? (Ledning: Rita Venn diagram!)

Bevis (foljdsats B3.5).
For att visa, att de tva mangderna M och L ar lika, visar vi (i) att M & L och (ii) att L & M:

(i) Sats B3.4 ger att g tillhor L. Sa antag att s och t ar sadana heltal att g= sm+tn. Da ar multiplen
kg = k(sm + tn)=(ks)m + (kt)n
for varje heltal k. Darfor ar M & L.

(ii) Lat nu j vara ett element i L, dvs. j=sym+t yn, dér s och t; 4r heltal. Eftersom g | m och g | n har vi ur sats B3.3
att g | (s;m+tn), sa det existerar alltsa ett heltal k sadant att (s;m+t;n) =kg; men det betyder att j ocksa ar ett element

iM,sadarforar L&SM. O

Uppgift B3.3

Anvand resultatet av Foljdsats B3.5 for att hitta elementen i foljande mangder
(a) L={x | x=s3+t7, s,t € Z.};

(b) L={x | x=s4+t6, s;t € Z};

(c) L={x | x=s6+t9, st € Z.}.

http://www.tfm.miun.se/~piahei/adm/res/pdfs/block3p.html Page 5 of 10



MAO014G Block 3 08/10/2007 06:11 PM

Jamfor dessa resultat med resultaten i uppgift B3.2.

3. Euklides algoritm

I foregaende avsnitt fann vi att om man vill hitta alla mojliga linjarkombinationer av tva heltal (som inte bada ar
noll), sa ar det tillrackligt att kanna till deras storsta gemensamma delare. I de exempel vi studerade, var det relativt
latt att hitta sgd(m,n), eftersom m och n var sma tal; men om vi vill hitta sgd(m,n) dar m och n &r stora tal, t.ex.
$gd(15939,9367), vad gora?

Sats B3.4 garanterar att sgd(15939,9367) existerar, men den sager inte hur vi i praktiken hittar den storsta
gemensamma delaren. Lyckligtsvis finns en gammal algoritm som &r sarskilt effektiv for att berdkna storsta
gemensamma delaren till tva heltal. Algoritmen gar under namnet Euklides algoritm, da den finns beskriven i
Euklides 'Elementa’ (cirka 300 F. Kr.), och den ar an idag den mest effektiva algoritm man kénner till for detta syfte.

Euklides algoritm kan for ovrigt ocksa anvandas for att hitta en linjarkombination av tva heltal som ar lika med
sgd(m,n). Aterigen garanterar sats B3.4, att en sadan linjarkombination existerar, men den sager inte, hur vi kan hitta
den.

Vi ska i resten av detta avsnitt anta att m och n bada ar positiva heltal. Vi forlorar inget pa att anta detta, eftersom vi
har foljande sats:

Sats B3.6
Lat m och n vara heltal och antag att sgd(m,n) existerar. Da ar sgd(m,n) =sgd(Iml,Inl).

Bevis.
Detta foljer av, att om d | m, sa har vi ocksa att d | (-m) (Varfor?). O

Euklides algoritm bygger pa Divisionsalgoritmen, som vi beskrev i avsnitt 5 i lasanvisningen till block 2.
Euklides algoritm ar foljande:

Euklides Algoritm

Antag, att m och n ar tva positiva heltal, och att vi vill berakna sgd(m,n).
Anviand forst Divisionsalgoritmen for att dela m med n,
varvid vi far en rest r{, dar 0 <r; < n.

e Omr; *0,dadelar vinmed ry och farenrestr, ,dar0 < ry <r .
e Omr, * 0, da delar vi r; med r, och faren rest r3 ,dar 0 < r3 <r,.
e Omry *0,dadelar virp med ry och farenrestry ,dar0 < ry <r3.
e Omry * 0, da delar vi r3 med ry och far en rest 15, dar 0 < r5 <ry4.

Sa fortsatter vi, tills vi vid en tidpunkt far resten 0.
Om denna rest ar ry, dvs. r,=0 och r; # 0 fori <k,

da ar sgd(m,n)=ry_;.
sgd(m,n) ar alltsa den sista resten, som inte dr noll.
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Exempel
Lat oss anvanda Euklides algoritm for att hitta sgd(m,n) da m= 54 og n=33:

54=33(1)+ 21 [dela m=54 med n=33, rest r| = 21]
33=21(1)+ 12 [delan= 33 med r;=21, rest r,=12]
21=12(1)+ 9 |[delar{=21 med r,=12, rest r3= 9]
12= 9(1)+ 3 [delar,=12 medr3= 9, rest r,=3]
9= 3(3) [delars= 9 med ry= 3, restr5=0 ]

Enligt Euklides algoritm #r sgd(54,33) = 3, dvs. den sista rest, som inte ar noll.

Las nu avsnitt 3.3 1 [J] fran och med sats 3.3.4 sidan 129 t.o.m. sidan 131

. Hér beskrivs Euklides algoritm igen, och man forklarar hur den fungerar.
Vi ger ytterligare ett exempel, denna gang forsoker vi hitta storsta gemensamma delaren till tva tal som inte
omedelbart kan faktoriseras.

Exempel
Lat oss hitta sgd(15939, 9367) med hjalp av Euklides algoritm:

15939 = 9367(1) + 6572
9367 = 6572(1) + 2795
6572 = 2795(2) + 982
2795 = 982(2) + 831

982 = 831(1) + 151

831= 151(5)+ 76
151= 76(1)+ 75
76= 75D+ 1
5= 1(75)

Sa sgd(15939, 9367) =1.

Nar sgd(m, n) =1, sa har talen m och n ingen gemensam delare forutom enheterna 1 och -1. Sadana heltal sages vara
relativt prima. Observera att tal kan vara relativt prima, aven om inget av dem ar primtal, t.ex. ar 12 och 35 relativt
prima.

Sats B3.7
Lat m och n vara heltal, som inte ar noll.
Da ar m och n relativt prima om och endast om det existerar tva heltal a och b sa att am + bn = 1.

Bevis
(==>) Antag, att m och n ar relativt prima, dvs. sgd(m,n)=1. Sats B3.4 ger da, att det existerar heltal a och b sadana
att sgd(m,n)=am+bn, dvs. 1 = am + bn.

(<==) Antag, att det existerar heltal a och b sadana att 1 = am + bn, och lat sgd(m,n)=s. Eftersom s | m och s | n, har
vi ur Sats B3.3 att s | am + bn, dvs. s | 1, och darfor ar s =-1 eller s=1. Utav definitionen av sgd har vi dock, att s ar
positiv, sa darfor kan vi konkludera, att s=1. O

Som namnts ovan, kan Euklides algoritm anvandas for att hitta en linjarkombination av tva heltal m och n som ar lika
med sgd(m,n). Detta gors genom att forst skriva om alla ekvationerna i algoritmen till att ge ett uttryck for resterna
och arbeta sig upp genom algoritmen bakifran. Detta illustreras lattast genom ett exempel:

Exempel
Vi fann ovan, att sgd(54, 33)= 3 i foljande fyra steg, som vi forst skriver som
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54=33(1)+ 21  ==> 21 =54-33(1)

33=21(1)+ 12 ==> 12 =33-21(1)
20=12()+ 9 ==> 9 =21-12(1)
12= 9+ 3 ==> 3=12- 9(1).

Vi borjar med den fjarde ekvationen, som uttrycker sgd(54, 33)= 3 som en linjarkombination av 12 och 9. Darnast
substituerar vi den tredje ekvationen in i uttrycket, forenklar det, substituerar sedan den andra ekvationen in i
uttrycket, forenklar igen, etc. :

3=12+9(-1)
=12+ [21-12(1)] (-1) [har substituerar vi in 3. ekvationen]
=12(2) +21(-1) [forenkling ] [Koll: HL =24 - 21 = 3]
=[33-21(1)](2) + 21(-1) [har substituerar vi in 2. ekvationen |
=33(2) +21(-3) [forenkling ] [Koll: HL =66 - 63 = 3]
= 33(2) +[54 -33(1)] (-3) [har substituerar vi in 1. ekvationen]
= 33(5) +54(-3) [forenkling ] [Koll: HL =165 - 162 = 3]
Fran den sista ekvationen fas nu, att 3 = 54a + 33b,dara=-3 ochb=>5.

Processen som beskrivs i detta exempel ar inte sarskilt svar, men det ar mycket latt att gora ett raknefel. Vi foreslar
darfor att alltid satta runda parenteser omkring kvoter eller att stryka under alla rester, sa att man kan se skillnad pa
kvoterna och resterna. Ett annat tips ar att efter varje forenkling, kontrollera att hogerledet ar lika med den storsta
gemensamma delaren, sasom vi har gjort i exemplet ovan. Om du foljer dessa tva huvudregler, skall det vara mojligt
att gora dessa berakningar utan fel.

4. Primtalsfaktorisering

Vi presenterar nu en mycket viktig egenskap hos primtal. Lat oss forst formulera resultatet:

Sats B3.8.
Lat m och n vara heltal som bada ar skilda fran noll, och 14t p vara ett primtal sa att p | mn, da géller antingen att p |
m eller attp I n (eller p delar bada).

Exempel
Lat m = 36, da finns det manga olika faktoriseringar av 36 med tva faktorer, t.ex.

36=36'1=182=123=94=66= (-6)(-6) = (-9)(-4) = . ...

De enda primtal, som ar delare till 36 ar -2, 2, -3 och 3, och sats B3.8 séger, att varje gang vi har en faktorisering av
36 med tva faktorer, sa delar dessa minst en av faktorerna. Tag t.ex. p=3: i faktoriseringen 36-1 delar 3 den forsta
faktorn, i faktoriseringen 18-2 delar 3 den forsta faktorn, i faktoriseringen 12-3 delar 3 den forsta och ocksd den andra
faktorn, etc.

Lat oss nu bevisa sats B3.8:

Bevis (sats B3.8).
Lat m och n vara heltal, som bada ar skilda fran noll, och lat p vara ett primtal sadant att p | mn. Vi skall visa, att p
delar minst en av faktorerna m och n, dvs. vi skall visa, att om p inte ar en faktor i m, da ar p en faktor i n.

Antag ddrfor, att p inte dr en faktor i m. Eftersom p ar ett primtal har det endast de fyra faktorerna p, -p, 1 och -1, och

eftersom m inte ar noll betyder detta, att p och m ar relativt prima. Av sats B3.7 har vi da, att det existerar heltal a och
b sadana att
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1= ap + bm.

Lat oss nu multiplicera denna ekvation med n, da far vi
n= apn + bmn.

Vi vet ocksa (av antagandet), att p | mn, sa det existerar alltsa en heltalskvot k sadan att mn = kp. Om vi satter in detta
i uttrycket for n fas
n= apn + bmn = apn + bkp = p(an+bk),

varav det ses, attp | n. O

Vi avslutar detta avsnitt med en av algebrans huvudsatser. Den sager att alla heltal ar uppbyggda av primtal. Vi ska
inte bevisa denna sats pa den har kursen, men namner, att sats B3.8 ar en av hornstenarna i beviset:

Sats B3.9 (Aritmetikens fundamentalsats)
Varje heltal (utom noll) kan skrivas som en produkt av precis en enhet och ett dndligt antal positiva primtal.
Det galler ytterligare, att denna faktorisering ar entydig sanar som pa faktorernas ordning.

Exempel
Vi skriver 6 som en produkt av en enhet och primtal:

6= (DH(2)3),

enheten ar har 1, och det 4r tva positiva primtalsfaktorer, namligen 2 och 3. Att faktoriseringen ar entydig sdndr som
pd faktorernas ordning betyder att de sex faktoriseringarna

6= (D2)(3) = (HB3)2) = D)(DH(3) = (2)B)1) = 3)(1)(2) = 3)(2)(1)

alla uppfyller satsens betingelser; men att vi inte raknar dem som fundamentalt olika.

5. Rekursiva algoritmer och definitioner

Las nu avsnitt 3.4 i [J], det handlar om rekursiva algoritmer och definitioner. I detta avsnitt gas en rekursiv
version av Euklides algoritm igenom, men aven n! (lases 'n fakultet') defineras och Fibonacci-talen, som vi set pa i
block 2.

6. Forslag till ovningsuppgifter
Ovningsuppgifter fran [J]

[J] sida 131:
Uppg. 1-9, 16, 18

(Metoden om det hanvisas till i uppg. 18 ar samma metod som att ga igenom Euklides algoritm bakifran,
som vi har beskrivit ovan).

[J] sida 137 :
Uppe. 1,4, 5,20, 21.
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Extra ovningsuppgifter i linjarkombinationer och aritmetikens fundamentalsats

(a) Skriv 1 som en linjarkombination av 15939 och 9367;

(b) Skriv 5 som en linjarkombination av 15939 och 9367;

(c) Skriv 100 som en linjarkombination av 15939 och 9367;
(d) Skriv 60 som en produkt av en enhet och positiva primtal;
(e) Skriv -60 som en produkt av en enhet och positiva primtal;

(f) Skriv -3 som en produkt av en enhet och positiva primtal.

This is the 2nd Edition of the study guide for Block 3 of Algebra and Discrete Mathematics which was
written by Pia Heidtmann in 2000. It was translated from Danish and English to the Swedish by Sam Lodin.

The study guide may be printed for personal use by anybody with an interest.

This study guide and any parts of it and any previous and future versions of it must not be copied or
disseminated in any printed or electronic form or stored on any publicly accessible website other than
http://www.tfm.miun.se/~piahei/adm/res/ without permission from the author.

The author welcomes comments and corrections via email. All contributions incorporated in updates of the
manuscript will be acknowledged.

The author would like to thank the following for their contribution
to various updates of the original manuscript:
Sam Lodin, Sarah Norell, Katharina Huber, Fredrik Engstrom and Anders Gustafsson.

Current lecturers:
Pia Heidtmann, Sam Lodin.

© Pia Heidtmann

MID SWEDEN UNIVERSITY

Department of Engineering, Physics and Mathematics
Mid Sweden University

S-851 70 SUNDSVALL

Sweden

Updated 070811

http://www.tfm.miun.se/~piahei/adm/res/pdfs/block3p.html Page 10 of 10



