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“ Block 4
Mittuniversitetet Algebra och Diskret Matematik A

MID SWEDEN UNIVERSITY

BLOCK INNEHALL Modular aritmetik, relationer och
Referenser °

| funktioner
Inledning
1. Kongruens modulo n

Referenser

2. Z,_l -- heltalen modulo n
3. Ekvationer modulo n [J] Edition 5: Nedanstaende text + [J] 2.4, 2.5, 2.8
4. Relationer [J] Edition 4: Nedanstaende text + [J] (2.4), (2.5), (2.8)
5. Funktioner [J] Edition 6: Nedanstaende text + [J] [3.1], [3.2], [2.2]

Golv och tak funktionerna

Bemirk, referenser i texten utan parenteser ar till

Injektiva och surjektiva funitioner [Jlohnsonbaugh Edition 5, referenser i ()-parenteser ar till [J]
6. Ovningsuppgifter Edition 4, och referenser i []-parenteser ar till [J] Edition 6.
Inledning

I detta block skall vi titta pa modular aritmetik, som ar ett viktigt redskap nar man studerar heltal. Vi skall ocksa
studera relationer pa mangder, och vi skall se hur nagra speciella relationer kan anvandas for att dela upp, partitionera,
en mangd i delmangder, sa att man kan urskilja nagra strukturella egenskaper hos mangden. Slutligen skall vi se pa
funktioner, ett omrade som du kanner igen fran gymnasietiden.

1. Kongruens modulo n
Vi borjar med en viktig definition:

Definition
Lat n vara ett positivt heltal. Heltalen a och b sags vara kongruenta modulo n om n ar en faktor i a-b eller med andra
ord om

nl (a-b).
Om a och b ar kongruenta modulo n skriver vi
a =b (mod n),
vilket utlases som 'a ar kongruent med b modulo n'".

Exempel
12= 22= 42

2 (mod 10)
-18=-38= -8= 2(mod 10)
12= 19= -9= 5(mod?7)
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Notera till att borja med, att n | (a-b) om och endast om vi kan finna en kvot k i Z. sadan att a - b = kn.

Vidare, nér a - b =kn for nagot heltal k sa ger a och b samma rest vid division med n:
Antag att a=qn + ry och b=q,n + r, med 0 =r; <noch 0 =r, < n. Da ar

a-b=(qy-qn+(r] - rp),

som omskrivas till
rp-rp=(a-b)-(qr-qyn=kn-(q;-qgpn=(k-q;+qgn

Hoger sida av detta uttryck innehaller en faktor n, s n maste ocksa vara en faktor i véanster sida, sa n | ry-r,.
Men -n <1y - 1y < n, sa det foljer attry - 1, =0, sd ry=r, .

Omviant galler ocksa att om a och b ger samma rest vid division med n, sa foljer att n | (a-b):
Oma=qn+rochb=gon+r,sadara-b=(q-qyn+ (r-r)=(qq - qo)n. Vi har alltsa foljande tre resultat:

Sats B4.1
a = b (mod n) om och endast om det finns ett heltal k sa att a-b =kn.

Sats B4.2
a = b (mod n) om och endast om det finns ett heltal k sa att a = b + kn.

Sats B4.3
a = b (mod n) om och endast om a och b ger samma rest vid division med n.

Dessa tre resultat bygger alla pa en av de viktigaste satser vi har lart oss (i block 2):

Divisionsalgoritmen
Givet ett godtyckligt heltal a och ett positivt heltal n, sa existerar det entydigt bestamda heltal k och r sadana att

a=kn+r och O0=<r =< n-1.

Oversatt till kongruenser mellan heltal sa betyder denna sats att det finns ett entydigt bestamt heltal r i mangden
{0,1,2,3,4,...,n-1} sadan atta = r (mod n). En del programmeringssprak, t.ex. Pascal har en standard funktion
MOD som beraknar denna entydigt bestamda rest. I Java finns funktionen ocksa, men betecknas '%'.

Exempel
Lat oss berakna det entydigt bestamda heltal r sa att
a=r (modn) och 0=<r =<n-I, nar

(@) n=5o0ch a =448,

(b)n=15 och a= - 63;

(c)n=4och a=17, -17;

(d) n = 2 och a ar ett jamnt/udda heltal.

Svar:
(a) Nar vi dividerar 448 med 5 far vi kvoten 89 och resten 3, d.v.s. 448= 5(89) +3
sa r=3 och 448 = 3 (mod 5) med 0 < 3 =< 4 som vi vill.

(b) Nar vi dividerar -63 med 5 far vi kvoten -13 och resten 2, d.v.s. -63= 5(-13) +2
sdr=2 och -63 = 2 (mod 5) med 0 <2 <4,
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(¢) Nar vi dividerar 17 med 4 far vi kvoten 4 och resten 1, d.v.s. 17= 4(4) +1
sar=1 och 17 =1 (mod4) med 0 <1 <3.

Nar vi dividerar -17 med 4 far vi kvoten -5 och resten 3, d.v.s -17= 4(-5) +3
sar=3och-17 =3 (mod4) med 0 =3 <3.

(d) Nar vi dividerer ett jamnt tal 2k med 2 far vi kvoten k och resten 0, d.v.s. 2k= 2(k) +0,
sar=0 och2k =0 (mod2) med 0 <0 <1.

Nar vi dividerar ett udda tal 2k+1 med 2 far vi kvoten k och resten 1, d.v.s. 2k+1= 2(k) +1
sair=loch2k+1 =1 (mod2)med0<1=<1.

Exempel
Lat oss nu gora det motsatta och bestimma mangden av alla heltal som ar kongruenta modulo 5 med vart och ett av
talen 0, 1, 2, 3 och 4:

e Mingden av heltal a sadana att a = 0 (mod 5) ar

{...,-15,-10,-5,0,5,10,15,.. .} = {x | x=52, z€Z }

Maingden av heltal a sadana atta = 1 (mod 5) ar

{ .., -14, -9,-4,1,6,11,16,.. .} = {x | x=5z+1,z €Z }

Maingden av heltal a sadana atta = 2 (mod 5) ar

{..,-13, -8,-3,2,7,12,17,.. Y ={x | x=5z4+2, z € Z }

Maingden av heltal a sadana atta = 3 (mod 5) ar

{..,-12, -7,-2,3,8,13,18, ...} = {x | x=5243, z € Z }

Mangden av heltal a sadana att a = 4 (mod 5) ar

{ .., -11, -6,-1,4,9,14,19,.. .} = {x | x=5z+4, z €Z. }

Notera att alla heltal i var och en av de fem méangderna ger samma rest vid division med 5, sa i en och samma mangd
ar varje par av element darfor kongruenta modulo 5. Notera ocksa att varje heltal 4r i en och endast en av dessa

mingder. Dvs. de fem mangderna partitionerar Z..

Maingden av heltal a sadana att a = b (mod n) kallas for kongruensklassen modulo n med representanten b.
Vi anvénder beteckningen [b], for kongruensklassen som innehéller alla a sddana atta = b (mod n). Nér det av

sammanhanget klart framgar vad n ar, kan vi bortse fran indexet n i denna notation och endast skriva [b] for
kongruensklassen modulo n med representanten b.

Exempel
Lat oss bestamma nagra kongruensklasser modulo 10 med diverse representanter:

Blio=+....-27, -17,-7,3,13,23,33, ...},
[5lio={ ..,-25, -15,-5,5,15,25,35,...},

[12]19={....-28, -18,-8,2,12,22,32,...},
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[43110={....-27, -17,-7,3,13,23,33,43,.. }.

[-2]10= {...,-32,-22,-12,-2,8,18,28,38,...}

Vid en snabb blick verkar det finnas oandligt ménga kongruensklasser modulo n (en for varje representant ur Z. ).
Detta ar inte fallet, for manga av dem ir lika. Till exempel ar [43];y =[3];(. For n=5 vet vi ocksa fran det foregiende

exemplet, att eftersom alla heltal 4r i en av de fem mangderna vi berdknade, ar det precis fem kongruensklasser
modulo 5, en svarande till var och en de fem mojliga resterna vid division med 5.

Allmant finns det precis n kongruensklasser modulo n, namligen en klass svarande mot var och en av de n mojliga
resterna 0,1, ... n-1 som kan uppkomma vid division med n. Det vanliga 4r att ett av talen 0,1,2, . . ., n-1 anvands som

representant for kongruensklassen, men det ar inte absolut nodvandigt: ett godtyckligt element i kongruensklassen kan
anvandas som representant. Till exempel sa skrivs mangden {. . ., -28, -18,-8,2,12,22,32,...} vanligen med [2],

for 2 ar den entydigt bestamda resten i divisionsalgoritmen, men som du sag i exemplet ovan ar [12]; precis samma
mangd.

Exempel
Tidigare berdknade vi for n = 5:

[0]= {x|x=5z,z€Z},

[11= {x|x=5z+1,z€Z},
2] = {x|x=5z+2,z €Z},
[3] = {x|x=52+3, z €Z},
[4] = {x|x=5z+4, z €L},

men vi skulle ocks& kunna representera t.ex. kongruensklassen {x | x=5z+2, z €Z } med [7]
och klassen {x | x=5z+1, z €Z. } med [6] eller [-4] eller [-9] eller . . .

Uppgift B4.1
Sant eller falskt?

1. 81=1 (mod 8);

2. 81=1 (mod 10);

3. 112=4 (mod 11);

4. 1000=-1 (mod 13);

5. 9=90 (mod 5);

6. 937=37 (mod 100);

7. For godtyckliga heltal a, b, ¢ och m; om a= b (mod m), sa ar a = b;
8. Om a=b (mod m), sa ar a+c = b+c (mod m);

9. Om a=b (mod m), s& ar ac= bc (mod m).

Uppgift B4.2
Bestam alla heltal x sadana att x= 3 (mod 5).
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2. 7., -- heltalen modulo n

Vi sag i avsnitt 1 ovan att kongruens modulo n ger n kongruensklasser [0], [1], [2], . . ., [n-1] sadana att varje heltal
finns i1 precis en av dessa klasser. Vi definierar nu méngden Z, , som lises heltalen modulo n, till att vara mangden

bestaende av dessa n kongruensklasser, d.v.s.

Z,= {[0], [y, 2]y, - - -5 [n-1] 1}
Om det klart framgar av sammanhanget vilket talet n ar kommer vi endast att skriva [x] for ekvivalensklassen [x],,.
Heltalen modulo n skrivs da

Zn= {[0]’ [1]a [Z]a e ooy [n_l]}

Vi kan definiera en slags addition, som vi betecknar med ® , och en slags multiplikation, som vi betecknar med @ , pa
Z,:
[x] @ [y] := [x+y],
[x] @ [y] := [xy].

Notera att resultatet vid utforande av operationerna & eller @ pa tva element i Z,, 4r ett element i Z,, for vi visade i
avsnitt 1, att for varje heltal x ar klassen [x],, ett av de n elementen i Z,, . Vi har ocksa foljande viktiga resultat:

Sats B4.4
Lat x, y, s och t vara heltal och 1at n vara ett positivt heltal. Om s € [x], och t € [y],, , s ar

s+t € [x+y], och st € [xy],,.

Bevis.
Oms € [x], och t €[y],,sa ars = x (mod n) och t = y (mod n). Det vill siga nl (s-x) och n | (t-y), sa det existerar

alltsa heltal k och m sadana att s-x=kn och t-y=mn. Men da ar

(s-x)+ (t-y)=kn+ mn,
och detta kan skrivas om till
(s+1t)- (x+y)=(k+m)n,
varav det inses att
(s+1t) = (x+y) (modn),
eller med andra ord
s+t € [x+y], .

Vi far ocksa

(s - x)(t - y) =(kn)(mn),
som ger att
(kn)(mn)= st + Xy - Xt - ys= st + xy - Xx(y + mn) - y(x + kn) = st - Xy - (xm + yk)n,
vilket kan skrivas om till
st - xy = (knm + xm + yk)n.
Det foljer att
st = Xy (mod n),
sa st & [xy],. O

Sats B4.4 sager attom s € [x],, och t € [y],, sa ar [s+t], = [x+y],, och [st] , = [xy],, vilket betyder att inte bara
klasserna, utan ocksa definitionerna av & och @ ar oberoende av valet av klassrepresentant.

Det finns manga grundlaggande lagar som galler for de tva operationerna & och @. Du kanner sékert igen de flesta av
dem som har motsvarigheter i liknande raknelagar for heltal.
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Sats B4.5
Om Z, ar méangden av kongruensklasser modulo n och & och @ 4r definierade som ovan, sa uppfyller Z,, foljande:

1. Slutenhet. For alla [x], [y] € Z,, géller att
[x] @ [y] €Z, och
[x] @ [Y] S Zn'
2. Associativa lagar. For alla [x], [y], [z] € Z,, galler att
(x]@ ([yl@ [z]) = ([x] @ [y]D) & [z] och
x]@ (yl@ [z]) = ([x] @ [yD @ [z].

3. Identiteter existerar.
Det existerar ett element [0] €Z, sadant att for alla [x] €Z, har vi att

[x] @ [0] =[0] @ [x] = [x].

Det existerar ocksa ett element [1] €Z, , med [1] 7é [0], sadant att for alla [x] €Z , har vi att
x]@ [1]=[1]@ [x] = [x].

4. Additiva inverser existerar. For alla [x] € Z,, har vi att
det existerar en additiv invers [-x] €Z, som uppfyller att
[x] @ [-x] =[-x] @ [x] = [0].

5. Kommutativa lagar. For alla [x],[y] € Z,, sa giller att

[x] ® [y] = [y] ® [x] och
x]@ [yl=[y]@ [x].

6. Distributiva lagar. For alla [x],[y].[z] € Z,, galler att
[x]@ ([y]l @ [z]) = ([x]@ [yD @& ([x]@ [z]) och

(Ilyl®@ [zD@ [x]=(yle xD@ (z]@ [xD.
Bevis.
Vi resonerade tidigare om varfor den forsta lagen galler. Vi visar nu de associativa lagarna (lag 2) och lagen om

existens av additiv invers (lag 4). De andra bevisen overlater vi till lasaren.

Forst visar vi att ® ar associativ:

(x]® [yD) @ [z] = [x+y] @ [z] (fran definitionen av ®)
= [(x+y) + 7] (igen med definitionen av &)
= [x+ (y+2)] (for att + ar associativ pa Z.)
= [x] ® [y+z] (fran definitionen av &)

= [x]® ([y]® [z]) (igen med definitionen av &)

Darnast visar vi att & ar associativ:

(xl@ [yD @ [z] = [xy] @ [z] (fran definitionen av @)
= [(xy)z] (igen med definitionen av @)
= [x(yz)] (for att + 4r associativ pa Z.)
= [x] @ [yz] (fran definitionen av @)

= [x]@ ([y]@ [z]) (igen med definitionen av &)

Med lag 4 har vi fran definitionen av &, att det for alla [x] € Z |, galler att
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[x] @ [n-x] = [n-x] @ [x] = [n] = [O].

Det innebar att klassen [n-x] ar en additiv invers till [x]. B

Lat oss nu konstruera additions- och multiplikationstabeller for Z , for nagra varden pa n:

Exempel
Additionstabellen for Z, ar:

Multiplikationstabellen for Z, ér:

Exempel
Additionstabellen for Zs ar:

Multiplikationstabellen for Z5 ar:

IERVCANGA A NG
o7 || o1 [ 111 || 121 ]| 131 |
L2721 ] 131 (o] |
27 121 | 31101 | (1|
L3731 ][0 || | 21 |

ERVAVGA A NG
1 (0] || 101 || (01 || [01 || [0 |
AR EANER
27 [ 101 || 21 || 101 || 21 |
37101 |31 )21 || |

L@ |[or [ 171211131 [4]
Lfo7][ 101 | 111 || 121 || 131 || 141 |
7|1 21 | 31| 141 || 107 |
L(27] 121 ][ 131 [ 141 [ 101 || [1] |
(37131 ] 141 [ 101 [ 111 [ [2] |
L[47] 141 ][ 101 [ (11 [ 121 [ 131 |

ERIAREREE
1707 || 101 01| [01 || 101 || [07 |
L7 | ton |t || r21 || 131 ]| 141 |
|27 || 101 || 121 || 141 || 111 ]| 131 |
|37 ] to1 || 131 || 111 || 141 ]| 121 |
|47 || 101 || 141 || 131 || 121 ]| 111 |

08/10/2007 06:12 PM

Manga av raknelagarna i sats B4.5 kan latt lasas av i dessa tabeller. Till exempel visas de kommutativa lagarna av att
tabellerna ar symmetriska omkring huvuddiagonalen. Man ser ocksa att [0] ar en additiv identitet och att [1] ar en
multiplikativ identitet, ty raden for [0] i additionstabellen och raden for [1] i multiplikationstabellen har alla element i
naturlig ordningsfoljd. Vidare ar det precis ett element [0] i1 varje rad 1 additionstabellen svarendes mot att det for en
godtycklig klass [x] finns precis en klass [y] sadan att [x] @ [y] = [0] - detta ar lagen om existens av additiv invers.
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Vi noterar ocksa att Zs har nagra egenskaper som Z, inte har:

I multiplikationstabellen for Zs #r det precis en [1] och precis en [0] i varje rad och varje kolonn. Detta &r inte fallet i
multiplikationstabellen for Z, , i vilken det inte finns nagon [1] i raden eller kolonnen for [2], medan det finns tva [0] i
denna rad/kolonn. Elementet [2] € Z, kallas en nolldelare.

Definition
Vi definerar en nolldelare i Z,, till att vara ett element [z] €Z, med [z] * [0]

for vilket det existerer ett element [m] € Z, med [m] # [0] sadant att [z] @ [m] =[0].

Exempel
Om man sitter z=2 och m=2 i denna definition ser man att [2] &r en nolldelare i Z,.

De reella talen IR, de rationella talen Q och heltalen Z. uppfyller en mycket viktig lag som kallas lagen om
nolldelare. Den sager att dessa talméangder inte innehaller nolldelare. Om man t. ex. har tva reella tal r och s saddana att

rs=0, sa ar antingen r=0 eller s=0 (eller de ar bagge 0). For de reella talen IR #r det darfor inte mojligt att ha tva tal
bada skilda fran noll med produkten noll. Vi anvander ofta denna lag vid 1osning av ekvationer. Resonemang i stil
med foljande exempel kidnner du sékert igen:

x-2)(x-4)=0 => (x-2)=0eller (x-4)=0 => x=2 eller x=4.

Ur multiplikationstabellen for Zs ser vi att Zs ocksa uppfyller lagen om nolldelare. Det ar ingen produkt av element i
Z5 som ar [0] utan att minst en av faktorerna &r [0]. Vi noterade ovan att Z 4 har en nolldelare, for

[2]4 @ [2]4 =[0]y,
det vill saga Z, uppfyller inte lagen om nolldelare.

Uppgift B4.3
Berédkna multiplikationstabellerna for Z,, Z3, Zg, Z, Zg och Zg. 1 vilka av dessa ar lagen om nolldelare giltig och i

vilka haller den inte? Kan du gissa for vilka n lagen on nolldelare géller i Z,?

Vi hoppas att ditt svar till uppgift B4.3 stimmer overens med foljande sats:

Sats B4.6
Lat n vara ett heltal sddant att n = 2 och lat Z,, vara mangden av kongruensklasser (mod n).

Da finns det ingen nolldelare i Z, om och endast om n ar ett primtal.

Bevis

Antag forst att n=p dar p ar ett positivt primtal och att [x] @ [y] =[0] i Zp. Eftersom [x] @ [y] =[xy] har vi att [xy]
=[0], dvs. xy = 0 (mod p), och darfor galler att p | xy. Men da foljer det av sats B3.8 fran lasanvisningen till block 3
attplxeller ply,dvs. [x] =[0] eller [y]=[0]. S& nir n ar ett positivt primtal, da finns det ingen nolldelare i Z .

Nar n daremot inte ar ett primtal sa ar n ett sammansatt tal och vi kan darfor uttrycka n som en produkt av tva akta
faktorer a och b, dvs.

n=ab,

med2=<a=<n-loch2=<b=<n-1.Daiar
[a], @ [b], = [ab], = [n], = [O];,
och bade [a], * [0], och [b], # [0],, sa [a], (och ocksa [b],) ar en nolldelare i Z,. 0

Vid losning av ekvationer med reella tal anvandes ofta mojligheten att det ar tillatet att forkorta med en faktor skild
fran O pa bada sidor av likhetstecknet. Har vi till exempel for x €lR att 3x= 3-2 s& kan vi dra foljande slutsats:

3x=32 => x=2,
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dvs. vi delar med en faktor 3 pa bada sidor av likhetstecknet.

Om p dr ett primtal fungerar en motsvarande forkortningslag i Z,:

Foljdsats B4.7 [Forkortningsregeln]
Lat p vara ett positivt primtal och anta att klassen [a] € Zp ar sadan att [a] * [0].
For alla klasser [x], [y] € Zp galler att, om [a] @ [x] = [a] @ [y] s& ar [x] = [y].

Bevis.

Om [a] @ [x] = [a] @ [y], sa har vi att [ax]=[ay] . Det foljer att ax = ay (mod p), sa p | (ax-ay).

Dvs. [0] = [ax-ay] = [a] @ [x-y] och sats B4.6 sager da att [a]=[0] eller [x-y]=[0]. Med antagandet att [a] * [0] sa
maste [x-y]=[0] vilket medfor att p | (x-y). Dette ger nu att x = y (mod p) vilket ar detsamma som att [x] = [y] .

Var aktsam pa att forkortningsregeln inte géller i Z, om n r ett sammansatt tal:
Lat n=ab vara en faktorisering av n i tva akta faktorer, sa ar [a] @ [b] = [0]; men dven [a] @ [0] = [0], s& vi har alltsa
att

[a] @ [b] = [a] @ [O].

Trots detta ar det inte sa att [b] = [0] ty b ar en akta faktorin,sa 1 <b < n.

De reella talen IR och de rationella talen @ har en annan viktig egenskap som vi ocksa ofta anvander nar vi loser
ekvationer. Det ar egenskapen att varje tal skilt fran O har en sakallad multiplikativ invers. En multiplikativ invers till
ett tal r ar ett tal s sadant att rs = sr = 1. Det reella talet 0,5 ar en multiplikativ invers till 2 eftersom (0,5)-2 = 2:(0,5)
=1, och vi kan till exempel anvanda detta vid losning av ekvationen 2x =6 pa foljande satt:

2x=6 => (0,5)-2x)=(0,5)6 => ((0,52)x=(00,5)06 => 1x=3 => x=3.
Pa liknande sitt definierar vi:

Definition
En multiplikativ invers till [x] € Z,, déar [x] # [0], 4r ett element [m] € Z,, med egenskapen att

[x] @ [m] =[m] @ [x] = [1].

Vi sag i multiplikationstabellen for Z, tidigare att [2], inte har en multiplikativ invers, ty det finns inte nagot element i
7, som ger [1]4 nar vi multiplicerar det med [2]4. I Z5 daremot har varje element som inte ar [0]5 en multiplikativ
invers, ty i multiplikationstabellen for Zs ser vi att varje rad utom for [0] 5 innehaller [1]5. Allmént géller det foljande:

Sats B4.8
Lat n vara ett positivt heltal med n = 2 och lat [x] € Z , vara skilt fran [0].

Da har [x] en multiplikativ invers i Z, om och endast om sgd(x,n) = 1.
Det galler ytterligare att om det existerar en multiplikativ invers till [x], s& ar denna invers unik.

Bevis.

Om sgd(x,n) = 1 sa finns det (enligt sats B3.7 fran lasanvisningen till block 3) heltal a och b
sadana att ax+bn=1. Det vill saga bn = 1 - ax och vi har darfor att ax = 1 (mod n).

Detta betyder att i Z, har vi [a] ©@ [x] = [1]. Alltsa ar [a] en multiplikativ invers till [X] i Z,,.

Omvant, om det existerar ett element [m] € Z,, sddant att [x] @ [m] = [m] @ [x] = [1], d& ar
xm = 1 (mod n) och darfor har vi attn | (xm - 1). Dvs. det finns ett heltal r sadant att m = xm - 1 och alltsa ar

1 =xm - nr.
Eftersom sgd(x,n) delar bade x och n, ar hogra sidan av detta uttryck delbart med sgd(x,n). Det foljer att
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sgd(x,n) ocksa delar vanstra sidan av utrycket, det vill saga att sgd(x,n) delar 1. Men storsta gemensamma delaren ar
alltid ett positivt tal, och 1 har endast delarna -1 och 1, alltsa kan vi dra slutsatsen att sgd(x,n)=1.

Att visa att inversen ar unik ar uppgift B4.7 nedan. O

Exempel

Bestam den multiplikativa inversen till [1753] 1 Z357;.

Losning:

(a) Anvand forst Euklides algoritme for att visa att sgd(1753, 3571)=1:

3571 = 1753(2) + 65
1753 = 65(26) + 63

65= 63(1)+2
63= 231)+1
2= 12) +0

Sa sgd(1753, 3571) = 1.

(b) Anvand sedan Euklides algoritme baklanges for at hitta heltal s och t sadana att 1753s + 3571t=1:
1 =63+ 2(-31)
=63 + (65-63)(-31)
= 63(32) + 65(-31)
= (1753 - 65(26))(32) + 65(-31)
= 1753(32) + 65(-863)
= 1753(32) + (3571-1753(2))(-863)
= 1753(1758) + 3571(-863)

(c) Av beviset for Sats B4.8 fas da att [s] = [1758] ar den multiplikativa inversen till [1753] 1 Z357;.
(d) Koll: (1753)(1758) = 3081774 = 1 + 3571(863), sa [1753] @ [1758]=[1] i Z357;. O

Uppgift B4.4
Lat n=10. Bestam alla tal x€ {0,1,2,...,9} sadana att sgd(x,10) = 1. For vart och ett av dessa tal anvand Euklides

algoritm for att bestimma tal a, b €7, sadana att 1=ax + b(10), och sedan [y] € Z,ysadant att [x] @ [y]=[1].

Uppgift B4.5

Bestam den multiplikativa inversen till
(@) [5] 1Z4y;

(b) [22] iZ3y;

(¢) [10] i Zy3;

(d) [14] iZys.

Uppgift B4.6
Visa for varje heltal n = 2 att om [x] ar en nolldelare i Z, sa har [x] inte ndgon multiplikativ invers.

Uppgift B4.7
Visa m.h.a. Forkortningsregeln, att den multiplikativa inversen i Sats B4.8 4r unik.

3. Ekvationer modulo n

I detta avsnitt skall vi lira oss bestimma alla mojliga losningar x € Z, till kongruenser pa formen

ax = b (mod n)
och alla mojliga losningar [x] € Z,, till ekvationer
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[a] @ [x] =[b],
dar a,b och n 4r heltal och n = 2.

Det 4r virt att notera att element [x] € Z,, som uppfyller [a] @ [x] =[1], motsvarar element x €{1, ..., n-1}, som
loser kongruensen ax = 1 (mod n). Detta anvands mycket ofta i bevisen for satserna som foljer.

Sats B4.9

Kongruensen ax = 1 (mod n) har losningar x €Z. om och endast om sgd(a,n) = 1.
Det giller ytterligare, att alla Iosningar 4r kongruenta modulo n.

Bevis.

Om sgd(a,n) =1 sa finns heltal s och t sadana att sa + tn = 1. Av beviset till sats B4.8 ser vi att losningarna till
kongruensen ax = 1 (mod n) 4r alla element x i klassen [s].

Om daremot sgd(a,n) # 1, s har kongruensen inga losningar, for en losning skulle betyda, att det existerar en

multiplikativ invers till [a] 1 Z,, vilket 4r omojligt enligt sats B4.8.0

Uppgift B4.8
Antag att a, b och n ar heltal sadana att n =2 och sgd(a,n) =1. Visa att om ax = 1 (mod n), sa ar a(bx) = b (mod n),
dvs. visa att om y = x loser kongruensen ay = 1 (mod n), sa loser bx kongruensen ay = b (mod n).

Uppgift B4.9
Anvand din losning till uppgift B4.5(a) for att bestimma en 16sning till kongruensen 5x = 1 (mod 12) och bestam
sedan en losning till kongruensen 5x = 4 (mod 12).

Om sgd(a,n) * 1, sa har kongruensen ax = b (mod n) antingen ingen losning eller ocksa sa loser alla tal i en eller
flera kongruensklasser modulo n kongruensen. Foljande sats talar om nar det finns losningar och vilka de i sadant fall
ar.

Sats B4.10
Lat a, b och n vara heltal sadana att n = 2 och sgd(a,n) =s.
Om s | b, sa har ekvationen

[a] @ [x] = [b]
s losningar 1 Z,, namligen
[x] = [(b/s) xg + t(n/s)],

dart=0,1,...,s-1,ochxg €{0,1,...,(n/s) -1} ar en losning till den reducerade kongruensen (a/s)x = 1 (mod

(n/s)).

Om s 4 b, sa har ekvationen inga losningar.

Bevis.
Om [a], @ [x], = [b], har en losning [x],€ Z,, sa har vi att n | (ax-b), och genom att s | n och s|ax, foljer det att
att s | b. S om s + b kan det inte finnas nagon 1osning.

Antag nu att s | b.
Vid insattning ser man genast att om X, loser kongruensen (a/s)x = 1 (mod (n/s)), sa ar de s kongruensklasserna

[x], = [(b/s)xg + t(n/s)], dar t =0, 1, ..., s-1 losningar till ekvationen

[alhe [X]p = [bl,. (%)

Vi behover da bara visa tva saker:
(i) Varje losning till ekvationen (*) kan skrivas pa formen [x], = [(b/s)x( + t(n/s)],, for nagot t eZ.
(ii) Ekvationen (*) har precis s losningar.
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For (i): Antag att [x], ar en losning till (*). Det finns da ett heltal k sadant att ax=b+kn, och eftersom s | a, s | b och
s | n, har vi vidare att

(a/s)x = (b/s) (mod (n/s)).
Detta betyder att i Z, ¢ har vi likheten
[a/s] @ [x] = [b/s]. (**)
Enligt sats B4.8 har [a/s] en entydigt bestimd multiplikativ invers [x(] i Z,,. Om vi da multiplicerar med [x(] pa
bada sidor av likheten (**), far vi att i Z,; géller det att
[x] = [(b/s)xq].
Detta innebir att for nagot t € Z ar
x = (b/s)xg + t(n/s),
vilket ar x skriven i den onskade formen.

For (ii): Det finns som mest s kongruensklasser [(b/s)x( + r(n/s)],,, ndmligen en for varjer = 0,1,2, ..., s-1, for om
r&{0,1,...,s-1}, s kan man med divisionsalgoritmen fa fram ettry € {0,1, ..., s-1} sadant att r = gs + 1.
Men [(b/s)x( + r(n/s)], = [(b/s)xg + 1o (n/s)],, sd ry ger precis samma kongruensklass som r.

Det 4ar ocksa minst s kongruensklasser [(b/s)xq + r(n/s)],;:
Antag att [(b/s)x( + r(n/s)],, = [(b/s)xy + t(n/s)],, med r, t €Z ochs-12 t>r=0,daar

(t-r)(n/s) = zn, for nagot z eZ,
vilket strider mot att 0 < t-r < s.
Det finns alltsa precis s sddana kongruensklasser. O

Exempel
Bestam alla losningar i Z~ till ekvationen [5] @ [x] = [2].

Losning:

1. sgd(5,7)=1.
Det finns alltsa precis 1 kongruensklass i Z- som ar losning till ekvationen.

2. Den reducerade kongruensen ar
(5/Dx = 2/1 (mod (7/1)),
som i Z-,; motsvaras av ekvationen
[5/1] @ [x] = [2/1].
(Denna ekvationen var alltsa redan reducerad!)

3. Bestam nu den multiplikativa inversen till [5/1] 1 Z, med Euklides algoritm:
7=5(1) +2
5=2(2)+1.
Sal=5+2(-2)=5+[7-5](-2) =5(3) + 7(-2),
och [3] ar d& den multiplikativa inversen till [5] i Z.

4. Losningen till den reducerade ekvationen fas nu genom att multiplicera ekvationen med multiplikativa inversen:
[B]1@ [5] @ [x] = [3]@ [2].
Men [3] @ [5] =[1], sa detta ger
[1] @ [x] = [6],
sa [x] = [6] ar losningen till den reducerade ekvationen.

5. Eftersom ekvationen i detta exempel var samma som reducerade ekvationen ar losningen till ekvationen ocksa

[x] = [6].
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(Losningen till ekvationen fas i vanliga fall av Sats B4.10:
[x] = [(2/1)3 + t(7/1)] dar t=0, sa [x] = [6].) O

Exempel
Bestam alla losningar i Z4 till ekvationen [10] @ [x] = [4].

Losning:

1.

sgd(10,14)=2.
Det finns alltsa precis 2 kongruensklasser i Z;4 som ar losning till ekvationen.

Den reducerade kongruensen &r
(10/2)x = 4/2 (mod (14/2)),
som i Z5 motsvaras av den reducerade ekvationen

[S1@ [x] = [2].

. Bestdm nu den multiplikativa inversen till [5] i1 Z7 med Euklides algoritm:
7=5(1) +2
5=2(2)+1.
Sal=5+2(-2)=5+1[7-5](-2) =5@3) + 7(-2),
och [3] ar d& den multiplikativa inversen till [5] i Z.

4. Losningen till den reducerade ekvationen fas nu genom att multiplicera ekvationen med multiplikativa inversen:
[B]1@ [5] @ [x] = [3]@ [2].
Men [3] @ [5] =[1], sa detta ger
[1] @ [x] = [6],
sa [x] = [6] ar losningen till den reducerade ekvationen.
5. Losningen till ekvationen fas nu av Sats B4.10, namligen
[x] =[6 + t(7)] dar t=0, 1, sa
l6sningen ar [x] = [6] eller [13]1Z 4. O
Exempel

Bestam alla losningar x €Z. till kongruensen 10x = 4 (mod 14).

Losning:
Kongruensen motsvaras av ekvationen [10] @ [x] = [4] i Z4, s& av exemplet ovan fas att [osningen 4r alla heltal i de
tva kongruensklasserna [6] och [13] i Z4. Dvs. att kongruensen har 1osningarn

X = 14k+6 eller 14k+13 = 7k+6, dar k € Z..

Uppgift B4.10
(a) Bestam alla losningar i Z, till ekvationen [10] @ [x] = [6].

(b) Bestam alla losningar x eZ tll kongruensen 10x = 6 (mod 12).

Uppgift B4.11
(a) Bestam den multiplikativa inversen till [14] 1 Z3;.

(b) Bestam xy med 0 =x,=36 och 14xy = 1 (mod 37).
(c) Bestam alla heltalslosningar x till kongruenserna

(i) 42x = 15 (mod 111);
(i) 42x= 25 (mod 111).
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4. Relationer

Vi skall nu studera relationer pa mangder. I princip kan man saga att en relation pa en mangd X, ar ett satt att
beskriva ett samband mellan elementen i X.

Exempel
Lat M vara mangden av alla personer i varlden, da kan vi definiera relationen R pa M genom att lata
person x vara relaterad till person y om och endast om x ar fodd samma manad som y.

Om x ar relaterad till y under relationen R skriver vi
XRy

Exempel
Lat M vara mangden av alla personer i varlden, da kan vi definiera andra relationer pa M. T.ex.

e xR;y om och endast om x har samma kon som y.

e xR,y om och endast om x dr yngre 4n y.

e xR3;y om och endast om x &r syster till y.

e xR,y om och endast om x kdnner y.

e xRsy om och endast om x forstar det sprak som y talar.

Exempel
Lat Z vara mangden av heltalen, da ar foljande relationer pa Z. :

e xR;y om och endast om x < y.
e xR,y om och endast om y &r en faktor i x.
e xR3;y om och endastom x = y (mod 5).

Mer formellt, definierar vi en relation R pa en mangd S att vara en delmangd till den kartesiska produkten X x X.
Det ordnade paret (x,y)ER om och endast om xRy.

Exempel
Betrakta relationen R pa S={1,2,3} definierad genom xRy om och endast om x =y .

Da har vi att 1R1, 2R1, 3R1, 2R2, 3R2 och 3R3 eftersom 1 = 1,2=1,3=1,2=2,3=20ch 3 =3.
R kan ocksa beskrivas som en delméngd av S x S, namligen
R={(L,1), (2,1), (3,1), (2,2), (3,2), (3,3)}.

Man kan ochsa rita en bild som beskriver relationen:
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Detta kallas for digrafen for relationen = pa S={1,2,3}.
Nu skall du lasa [J] Kapitel 2.4 borja med Exempel 2.4.4 pa s. 78 fram till
och med Exempel 2.4.21 pa sida 81 - 82 .
En relations digraf beskrivas pa sidan 78
Vi kan klassificera relationer utifran egenskaper. En relation R pa X sags vara
o reflexiv om for alla x € X det gialler att (x,x) €ER;
e symmetrisk om for alla x, y € X det galler att om (x,y) €R sa ar aven (y,x) €R;
¢ antisymmetrisk om for alla x, y& X det galler att om (x,y) €R och x # y sa ar (y,x) €R;
e transitiv om for alla x, y, z € X det galler att om (x,y) €R och (y,z) €R sa ar aven (x,z) €R.

Var och en av dessa egenskaper kan kontrolleras genom att studera relationens digraf:
Om relationen ar reflexiv, finns det en loop vid varje horn i digrafen.

Notera att relationen = pa S={1,2,3} ar reflexiv eftersom det finns en loop vid alla horn 1, 2 and 3 i digrafen vi ritade
ovan.

Om relationen ar symmetrisk, sa galler att om det finns en pil fran horn x till horn y i relationens digraf, sa skall det
ocksa finnas en pil fran y tillbaka till x.

-~ -

Notera att relationen = pa S={1,2,3} inte ar symmetrisk, eftersom det finns en pil fran horn 2 till horn 1 i relationens
digraf, men ingen pil fran horn 1 till horn 2.

Om relationen ar transitiv, galler att om det gar en pil mellan x och y i relationens digraf och en pil mellan y och z, sa
skall det finnas en pil mellan x och z.

Notera darmed att relationen = pa S={1,2,3} ar transitiv.
Om relationen ar anti-symmetrisk, galler att om det finns en pil mellan x och y i relationens digraf, sa skall det inte

finnas nagon pil fran y tillbaka till x, savida inte x=y. Notera darfor att relationen = pa S={1,2,3} fran ovan ar
antisymmetrisk.
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Observera att for att kontrollera om nagon av dessa egenskaper galler for en relation, racker det inte att kontrollera att
egenskapen uppfylls for nagra speciella val av X, y och z, utan egenskapen maste galla for alla mojliga val av x, y och
z. Tag till exempel, relationen = pa S={1,2,3} fran ovan, vi ser klart att det gar en pil fran x=1 till y=1, sa
naturligtvis gar samma pil tillbaka fran y=1 till x=1, men relationen ar inte symmetrisk for det, eftersom vi upptackte
att det gar en pil fran horn x=2 till horn y=1, men det finns ingen pil fran horn y=1 tillbaka till horn x=2.

Relationer pa en mangd X kan anvandas vid forsok att ordna elementen pa rad. En partialordning pa en mangd X ar
en relation pa X som ar reflexiv, antisymmetrisk och transitiv. Relationen = pa S={1,2,3} ovan ar darfor en
partialordning. Av namnet finns en antydan om att man bara delvis (partiellt) lyckas ordna elementen pa en rad med
en partialordning och detta kan vara fallet. Tva element i X behover inte vara "jamforbara" med en partialordning.

En fullstandig ordning pa en mangd X ar en partialordning i vilken varje par av element i X ar jamforbara.
Relationen = on S={1,2,3} ovan ar darfor aven en fullstaindig ordning. Ett annat namn pa en fullstandig ordning som
ocksa anvands ar linjar ordning vilket belyser att elementen ordnas pa linje med denna relation. Las sidan 81

i [J] dar begreppet jamforbar forklaras tillsammans med exempel pa partialordningar. Las nu avsnitt 2.5

i [J]. En relation R pa en mangd X som ir reflexiv, symmetrisk och transitiv kallas en ekvivalensrelation.

Exempel

Relationen R pa Z. definierad som (x,y)€R om x= y (mod n) ar en ekvivalensrelation (Kontrollera detta! Dvs.
kontrollera att R 4r reflexiv, symmetrisk och transitiv).

Tidigare sag vi att tal som ar kongruenta bildar kongruensklasser och att mangden av kongruensklasser ar en partition

av Z. . Mer allmant bildar element i X som #r ekvivalenta (d.v.s. de element som &r relaterade med
ekvivalensrelationen R) ekvivalensklasser och mangden av dessa ekvivalensklasser ar en partition av X. Detta ar
innehallet i sats 2.5.9 pa sidan 87 i[J].

Exempel

Lat oss definiera en relation R pa Z genom (x,y) €R om x2:y2 . Vara uppgifter ar (a) att visa att R ar en
ekvivalensrelation och (b) att beskriva ekvivalensklasserna.

For (a): For alla heltal x sa galler att x2 = x2 och (x,x) € R sa R ar reflexiv.

Antag att x och y 4r heltal och (x,y) € R. Att paret tillhor R betyder att X% = y2. Detta ar detsamma som att y2 = x?
vilket betyder att (y,x) € R. Talen x och y valdes godtyckligt med egenskapen att (x,y) € R sa vi kan dra slutsatsen att
R ar symmetrisk.

2

Om X, y och z ar heltal sadana att X2 = y2 och y2 = 72 s& innebir det att x> = z2. Detta uttalande ir precis det samma

som att saga att relation R 4r transitiv.

For (b): Ekvivalensklassen med elementet n € Z. ar

[n]={x€Z | (x,n) €R} = {x€Z | x2 = n?} = {x&€ Z | (x+n)(x-n) = 0} = {n, -n}.

Den sista likheten av det faktum att produkten (x+n)(x-n) ar O precis da faktorn (x+n) eller (x-n) ar 0. Partitionen av
Z. med ekvivalensklasserna till denna ekvivalensrelation R blir alltsa {{0}, {-1,1}, {-2,2}, {-3,3}, {-4.4}, ...}.

5. Funktioner

Fram till nu har vi bara studerat relationer pa én mangd. Det ar ocksa mojligt att definiera en relation som beskriver
sammanhang mellan element som tillhor tva olika mangder X och Y. Minns att en relation pa en mangd formellt
definierades som en delmangd till den kartesiska produkten X x X. P4 samma satt kommer en relation fran en

mangd X till en mangd Y att vara en delméngd till den kartesiska produkten X x Y. Las nu Kapitel 2.4 i
[J] fram till Exempel 2.4.4 , som beskriver relationer mellan tva mangder istallet for relationer pa én
mangd.

Las nu avsnitt 2.8 1[J].
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En funktion f fran X till Y ar en relation fran X till Y med egenskaperna att

1. definitionsmangden (engelska: domain) 4r hela X,
2. om (x,y) Ef och (x,z) Efsa ary = z.

Y ar funktionens bildmangd (engelska: codomain). Egenskaperna tillater oss att prata om vardet y € Y av funktionen i
x € X. Det vill saga att varje x € X aterfinns som forstakoordinat i precis ett ordnat par i relationen. Vanligt ar att
skriva y = f(x) istallet for (x,y) € f for att ytterliggare illustrera att funktionen f har vardet y i x. Man kan tanka pa en
funktion f fran X till Y som en maskin som har "x-varden" som indata och "y-viarden" som utdata. For varje
indatavarde kastar maskinen ut precis ett utdatavarde. Mangden av alla utdatavarden kallas for funktionens
vardemiangd (engelska: range).

Exempel
Med X={1, 2,3} och Y={a, b, c} ar

f={(L,), (2,b), 3,b)}
en funktion fran definitionsmangden X till bildmangden Y, f:s vardemangd ar {a, b}.

Daremot ar inte g = {(1,a), (2,b), (3,b), (3,c)} en funktion fran X till Y. Relationen g har som definitionsmangd hela X
men andra egenskapen ovan ar inte uppfylld eftersom bada (3,b) € g och (3,¢c) € g.

Exempel

Regeln att till varje reellt tal multiplicera detta med 5 och sedan addera 2 kan ses som en funktion f fran R tin R
definierad med y = f(x) = 5x + 2. Istallet for att ge sig pa att rita denna relations digraf kan man som illustration ange
denna funktions graf i det kartesiska koordinatsystemet av IR och IR . Denna uppgift skulle ocksa kunna formuleras
som "rita funktionen y = 5x+2 i xy-planet" dar namnet pa funktionen har uteslutits och dar det ar underforstatt att xy-

planet ar det kartesiska koordinatplanet av Roch IR .

I avsnitt 2.8 i [J] finns en ny definition 2.8.9 med namnet mod inblandat. For naturliga tal x
och y med y > 0 sa ar x mod y resten vid heltalsdivision av x med y. Varje varde pa y ger upphov till en funktion.

Exempel
Med y=7 ser funktionen ut som f(x) = x mod 7. I exempel 2.8.11 i [J] anvéands denna funktion till att
rakna ut vilken veckodag det ar 365 dagar fran onsdag.

Exempel 2.8.12 om ISBN kod och 2.8.13 i [J] ar andra goda exempel pa hur
funktioner av detta slag kan anvandas.

Golv och tak funktionerna

Haller du med om att antalet heltal i sddana att 10 < < 20 ar 11? Mer allmant, med m och n heltal, finns det m+n-1
stycken heltal i sadana att m =i =< n. Men hur manga jamna heltal i sadana att m<i<n finns det? Om vi later f vara
golvfunktionen, definierad i 2.8.15 , sa ar antalet jamna heltal mellan m och n precis f(n/2) - f((m-
1)/2) stycken. Kontrollera att detta stammer for nagra specifika varden pa n och m och forsok sedan resonera dig
fram till varfor detta ar allmént sant.

Begreppen injektiv och surjektiv

Att rakna de femton kakorna pa ett brodfat ar detsamma som att definiera en funktion f fran mangden {1, 2, 3,...,15}
till mangden {x | x ar en kaka pa brodfatet} som ar injektiv (varje kaka riaknas bara en gang) och surjektiv (varje kaka
raknas). Aven om detta exempel illustrerar betydelsen av orden injektiv och surjektiv kan detta exempel kanske
missforstas. Definitionen av begreppen "ett till ett" eller injektiv och "pa" eller surjektiv for en funktion hittar man pa
sidan 107 . En funktion som ar bade injektiv och surjektiv sags vara bijektiv.
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I avsnitt 2.4 namns att varje relation fran X till Y har en invers relation fran Y till X. Ar det sa att varje
funktion fran X till Y har en invers relation som ocksa ar en funktion (som kallas en invers funktion till funktionen)?
Foljande sats ger svar pa den fragan.

Sats B4.11
En funktion f fran X till Y har en invers funktion g om och endast om f ar bijektiv.

Bevis.

Antag forst att f har en invers funktion g fran Y till X, dvs. g ar en funktion sadan att om (x,y) €f, sa ar (y,x) € g.
Vi maste bevisa att f ar bijektiv, dvs. att

(i) f ar injektiv; och

(ii) f ar surjektiv.

For (i): Om f(a) = f(b) for ett godtyckligt par element a och b i X, sa ar (f(b),b) € g och (f(a),a) € g. Eftersom f(a)=f(b)
har vi da att (f(a),b) € g och (f(a),a) € g, men g ar en funktion sa av detta foljer att a=b. Dvs. f ar injektiv.

For (ii): Lat y € Y vara godtyckligt vald. Funktionen g har definitionsmangden Y, sa det existerar ett element g(y) € X
sadant att (y,g(y)) € g. Av att g ocksa ar invers relation till f far vi att (g(y),y) € f och vi ser att y finns i vairdemangden
till f. Sa f ar surjektiv.

Antag nu att f ar bijektiv. Definiera en relation g fran Y till X sadan att om (x,y) € f, sa ar (y,x) € g. Vi maste bevisa
att g ar en funktion:

Funktionen f ar surjektiv sa for varje y € Y finns det ett x € X sadant att (x,y) € f. For relationen g betyder detta att for
varje y € Y finns ett x € X sadant att (y,x) € g. Dvs. definitionsmangden till g ar hela Y.

Antag att for nagot y € Y ar (y,x) € g och (y,x,) € g for ett godtyckligt par element x; och x,. For relationen f

betyder detta att (x;,y) € f och (x,,y) € f, men av att f 4r injektiv foljer da att x; = x,. Elementen y € Y och x;, x, €X
valdes godtyckligt sa g uppfyller alltsa ocksa andra egenskapen i definitionen for en funktion. O

6. Forslag till ovningsuppgifter
Uppgifterna i texten ovan.

Ovningsuppgifter fran [J]:

[J] sida 83-84:
Uppg. 4,7,9, 12, 13, 14, 16, 19, 29, 32, 34, 38, 41.

[J] sida 89-90:
Uppg. 1,4,7,9, 12, 15, 18, 24, 27, 30(b).

[J] sida 111-114:
Uppe. 1,4, 6, 16, 17, 18, 25, 37(a), 38, 39, 89.
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