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Uppgifter i lasanvisningen
Uppgift B4.1

Sant, 81 - 1 = 80 = 8(10)
Sant, 81 - 1 = 8(10)

Sant, 1000 - (-1) = 1001 = 13(77)

Sant 937-37=900=9(100).

PN B D=

Falskt, 112 - 4 = 108 #* k(11) for varje heltal k
Falskt, 9 - 90 = -81 # k(5) for alla heltal k.

Falskt, Med t.ex. a=937, b=37 och m=100 har vi 937=37 (mod 100) men 937 = 37 ar falskt.
Sant, Om a=b (mod m), sa finns ett heltal k sa att a-b=km. Addera och subtrahera c till vanster led:

a+c-(b+c)=km, d.v.s. a+c =b+c (mod m).

©

Sant. Om a=b (mod m), sa finns ett heltal k sa att a-b=km. Multiplicera bada sidor med c:

ac-bc=kmc=(kc)m, d.v.s. ac=bc (mod m).

Uppgift B4.2

{xl x=3 (mod 5)}={x | x-3 =k(5), k€ Z}={...,-12,-7,-2,3,8,13, 18, ...}.

Uppgift B4.3

Multiplikationstabellen for Z, ar:

Multiplikationstabellen for Z5 ar:

Multiplikationstabellen for Z 4r:

http://www.tfm.miun.se/~piahei/adm/res/sols4.html

e oo )]
o1 | o1 | 101 |
N O T

L e o1 | m ]| 21 ]
L o] | 101 || o1 || jo] |
| |
| |

TR O
27 | 01 || 21 || (y

ERIIEEAEIEAED
Lfo1 [ 101 ]| 101 || 01 || 101 ]| 107 || (O] |
Ly ton | | 21 310 141 )| 57|
L2710 [ 121 [ 141 |[ 01 |[ 121 || (4] ]
L3711 31][r01 [ 1311 101 ] 131]

Page 1 of 4



MAO014G Sols Block 4

Multiplikationstabellen for Z &r:

Multiplikationstabellen for Zg &r:

Multiplikationstabellen for Zg ér:
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Lagen om nolldelare &r giltig i Z, , Z3 och Z7, men inte i Zg, Zg eller Zg.

Uppgift B4.4

De tal x € {0, 1, 2, ..., 9} sadana att sgd(x,10) = 1 ar 1, 3,7 och 9.
a och b kan t.ex. viljas enligt 1=(-9)1+(1)10,

1=(-3)3+(1)10,
1=(3)7+(-2)10 och
1=(-1)9+(1)10.

[-9]=[1] sa [1] @ [1]=[1].
[-3]=[7] sa [3] @ [7]=[1].
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Med 1=(3)7+(-2)10 ser vi direkt att [3] @ [7]=[1].
[-1]=[9] s& [9] @ [9]=[1].

Uppgift B4.5

(a) Med Euklides algoritm:

12=2(5)+2.

5=2(2)+1, sa

1=5-2(2)=5-(12-2(5))(2)=5(5)-2(12).

Det innebir att [S]@[5]=[1] och den multiplikativa inversen till [5] ar [5] i Z 5.
(b) Anvand Euklides algoritm:

31=22(1)+49.

22=9(2)+4.

9=4(2)+1 sa
1=9-4(2)=9-(22-9(2))(2)=(5)9-(2)22=(5)(31-22)-(2)22=(5)31+(-7)22.

[-7]=[24] sa inversen till [22] i Z3; ar [24].
(c) Inversen ar [7].
(d) Inversen ar [9].

Uppgift B4.6

Antag att [x] har en multiplikativ invers [z]. [x] ar nolldelare sa det finns [y] #[0] s att [x]@[y]=[0]. Multiplicera bada sidor
med inversen [z] till [x]; [z]@[x] @[y]=[z]@[0]=[0]. [z]@[x]=[1] s& vi far att [y]=[0]. Det ar en motsagelse. Alltsa kan inte [x]
ha nagon invers.

Uppgift B4.7

Antag att det finns tva inverser [y] och [z] till [x]. Att de &r inverser till [x] innebar att [x]@[y]=[1]=[x]@[z] och multiplicerar vi
denna likhet med [y] fran vanster far vi att [y]@[x] @[y]= [y]l@[x] @[z]. [y] ar invers till [x] s& [y]@[x]=[1] s& likheten tidigare
ar [1] @[yl= [1]1@[z] ur vilken det foljer att [y]=[z]. D.v.s. inversen maste vara unik.

Uppgift B4.8

Att ax = 1 (mod n) innebir att det finns ett heltal k sa att ax-1=kn. Multipliceras bada sidor om likhetstecknet med b far vi att
abx-b=bkn. Produkten bk #r ett heltal s a(bx) = b ( mod n).

Uppgift B4.9

Med uppgift B4.5(a) far vi att x=5 &ar en losning till kongruensen 5x = 1 (mod 12). Enligt uppgift B4.8 ar da x=5(4)=20 en
losning till kongruensen 5x = 4 (mod 12).

Uppgift B4.10

(a) Anvand sats B4.9 med a=10, n=12 och b=6.

sgd(10,12)=2 och 216 sa satsen sager att det finns tva losningar i Z, och de ges av [x]=[3x(+t6] med t=0,1 och dar xo&
{0,1,2,3,4,5} 4r en losning till 5x=1(mod 6). xy=5 fungerar. Med t=0 fas [15] och med t=1 fas [21]. D.v.s. [3] och [9] 4r
losningarna till [10] ©@ [x] = [6] 1 Z 5.

(b) Talet x& Z ar en losning till kongruensen 10x = 6 (mod 12) om och endast om [10] @ [x] = [6] 1 Z, (Varfor?). Ur
deluppgift a) far vi da att x ar en 1osning om och endast om x finns i en av kongruensklasserna [3];, eller [9];,.

Uppgift B4.11
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(a) Anvand Euklides algoritm:
37=2(14)+9.

14=1(9)+5.

9=2(5)-1sa

1=2(5)-9=2(14-9)-9=2(14)-3(9)=2(14)-3(37-2(14))=8(14)-3(37).
Inversen till [14] i Z37 ar alltsa [8].

(b) Med deluppgift (a) kan man komma fram till att xy=8 (varfor?).

(c) (1) Observera forst att ett heltal x loser kongruensen
42x = 15 (mod 111)
om och endast om det loser kongruensen
14x = 5 (mod 37).

( Om x ar ett tal sadant att 42x = 15 (mod 111) sa finns ett k s att 42x-15=111k. Delar vi bada leden med 3 sa blir resultatet
likheten 14x-5=37k vilket betyder att 14x = 5 (mod 37). Andra riktningen: om x &r ett tal sddant att 14x = 5 (mod 37) s finns
ett k sa att 14x-5=37k. Multipliceras bada sidor med 3 sa har vi att 42x-15=111k vilket innebér att 42x = 15 (mod 111).)

Anvand sats B4.10 med a=14, b=5 och n=37:
sgd(14,37)=1 och 115 s& [14]@[x]=[5] har én losning i Z3;. Denna ges av sats B4.10 ocksa, men vi kan hitta den utan:

Vi har
[14]@[x]=[5].

Multiplicera bada sidor med [8] (multiplikativa inversen till [14] enligt (a)), dvs.

(8] @ [14] @ [x] = [8] @ [5],
varav fas att
[1] @ [x] = [40],
och sedan
[x] = [3],
sa [x]=[3] ar losningen till [14]@[x]=[5].
Talet x loser da kongruensen 42x = 15 (mod 111) om och endast om x € [3]37 = {...,-34, 3, 40, 77, ...}.

Observera att [3]37 = [3]117 Y [40];1; Y [77]11;, hogersiden ar losningen som ges av sats B4.10.
(i1) sgd(111,42)=3 och 3 delar inte 25 sa ekvationen [42]@[x]=[25] har enligt sats B4.10 ingen 1osning i Z;;. Det innebar
att det inte finns nagot heltal x som loser kongruensen 42x= 25 (mod 111).
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