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Institutionen foér teknik, fysik och matematik = E =

Tentamen i Algebra och diskret matematik, Sp. 2005-01-08

Skrivtid: 5 timmar.

Hjilpmedel: TEFYMA, Gymnasieskolans formelsamling och egen (ej symbolhanterande) raknedosa.
Lirare: Sam Lodin, Eva Proffe, Mikael Torenflt.

Till alla uppgifter skall fullstindiga 16sningar ldmnas. Varje uppgift ger hogst 3 poang.

Maximalt poéngantal ir 24. 10-17 poéng ger G, 18-24 poéng ger VG.

1. a) Till en julfest forviantades tio personer komma. Dérfor hade man skaffat tio julklappar.
Emellertid kom endast tta personer pé festen. Vid julklappsutdelningen fick alla
var sitt paket. De tva klappar som blev 6ver sparades till nésta jul.
P4 hur ménga olika sitt kunde julklappsutdelningen dga rum? (1,5p)

b) Den symmetriska differensen 4 A B mellan méngderna 4 och B definieras genom
AAB=(A-B)U(B-4).
Visa att det, for godtyckliga méngder X, Y och Z , alltid giller att

(XAY)A(YAZ)=XAZ. (1,5p)
2. a) Uttryck decimala (&r)talet 2005 i talbasen 7. (1,5p)
b) Bestim resten nir talet 2005° divideras med 13. (1,5p)

3. Talen 1059, 1417 och 2312 ger samma "principala" (dvs icke-negativa) rest »
nir de delas med ett visst positivt heltal d (>1). Bestdm talen d och r.
(Talet r — d, som 4r negativt, &r for ovrigt den "absolut minsta" resten.)
Ledning: Tag hjilp av Euklides algoritm pa ndgot smart stt.

4. Definiera relationen ~ pad RxR, dir R betecknar de reella talen, genom
(a,b)~(c,d) & a*+b*=c"+d>.

a) Visaatt ~ &ren ekvivalensrelation. (2p)

b) Beskriv ekvivalensklasserna geometriskt. (1p)
Ledning: Det ir fraga om vilkénda geometriska figurer!
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Visa med induktion att 1> +2° +3° +........ +n for alla positiva heltal n.

Foljande talfoljd &r given: 3, 16, 2, 94, -82, ....

Vad ér nésta tal i foljden?

Ledning: Sitt upp en rekursionsformel (differensekvation) for talfoljden. Utgé fran att talfoljden
beskrivs av en homogen, linjér differensekvation av 2:a ordningen (med konstanta koefficienter).

a) Lat f:R— R gesav f(x)=3—x dd x>0 och f(x)=xda x<0.
Ange om f 4r injektiv och/eller surjektiv. (1,5p)

b) L& f:R— R gesav f(x)=-3-x did x>0 och f(x)=x"da x<0.
Ange om f 4r injektiv och/eller surjektiv. (1,5p)

I julas gick det inte s bra for tomten vid julklappsutdelningen, sd for att undvika att samma
problem uppstar nésta gang, har han vint sig till Mittuniversitetet for att fa hjélp med att pa
kortast m&jliga tid komma runt mellan sex olika stdder under julaftonskvillen. Jultomten startar
sin fird i Rovaniemi och skall besdka stidderna Helsingfors, Kopenhamn, Oslo, Stockholm och
Tallinn. Efter att ha limnat av paket i dessa stdder skall han atervinda till Rovaniemi.
"Flygtiden", i minuter, mellan dessa orter framgér av tabellen nedan. Med hjilp av valfri metod
(redovisa hur Du bar Dig 4t) skall Du komma fram till kortast méjliga tid att fullflja uppdraget.

R H K O S T
Rovaniemi O 19 37 27 22 23

Helsingfors 0 28 18 12 4
Koépenhamn 0 18 20 23
Oslo 0 10 19
Stockholm 0 9
Tallinn 0

Ledning: Ovanstaende &r inget MST-problem utan ett TSP ("Travelling Salesman Problem").
Ett sidant problem har ingen enkel algoritmlosning (som alltid fungerar)! Préva dig fram!
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a) (8]8!=%0'—'=10~9-8~7-6~5-4~3=1814400. b) [Rita Venn-diagram]

2. a) 2005, =5563,

b) Resten ér 1. [Rékning modulo 13 ger
2005%¢ = (154-13+3)%° =3% = (3%)*2 =27 = (2-13+1)"* =1 =1]

3. d=179, r=164.
1059 = g,d +7 = (g, +1)d —(d — )
[Enligt forutsittningen giller {1417 =gq,d +r=(q, +1)d—(d-7r),
2312=g,d+r=(q; +)d—(d—r)
358=(q, —q.)d
1253=(q; —q,)d '

Alltsd dr d en gemensam delare till 358 och 1253.
Euklides algoritm ger 1253 =3-358+179, 358 =2-179, varfor SGD(1253,358) =179.

Eftersom 179 ir ett primtal, 1 <d och d ] 179, sd maste d =179.
1059=5-179+164=6-179-15

Nu far man litt {1417=7-179+164=8-179-15 ]
2312=12-179+164=13-179-15

dar g,,q, och g, ar positiva heltal. Detta ger {

4. b) Ekvivalensklasserna ér cirklar med medelpunkt i origo.

6. Nista tal i den givna talf6ljden dr 646.
16a+3b=2

+bx,_, far man ekvationssystemet  2a+16b =94
(94a+2b=-84)

[Ansitter man rekursionsformeln x, = ax

n-1
som har 16sningen a = -1, b = 6. Talfoljdens differensekvation ar alltsd
x,+x,,—-6x,,=0, n=2734,..
x,=3, x, =16

(vars 16sning &r (den icke-rekursiva formeln) x, =5-2" -2-(=3)", n=0,1,2,...)
Iteration i differensekvationen (eller inséttning i icke-rekursiva formeln) ger x; = 646.]

7. a) f dr surjektiv men inte injektiv. b) f ir injektiv men inte surjektiv.

8. Snabbaste viigen (Kortaste hamiltoncykeln) dr R-H-T-K-O-S-R, som ger totaltiden 96 min.

[Observera att foljande heuristiska algoritm inte fungerar i detta problem:

"Vilj upprepade génger den Kortaste kanten bland alla kanter som &nnu inte 4r valda, s att
inte fler 4n tv valda kanter nér ett och samma horn och sé att inga mindre cykler bildas".
Algoritmen ger ndmligen foljande kantvalsordning: HT, TS, SO, OK, HR, KR, dvs
hamiltoncykeln R-H-T-S-O-K-R, som har ldngden 97. Det finns for vrigt ytterligare en
hamiltoncykel med lingden 97, R-H-T-S-K-O-R]



