x ¢ Aeller x <0.
(i)

r<0=z¢A

(iii)

Det finns ett heltal x sadant att x dr en enhet eller x &r ett primtal.

p=q (p=q=>r
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2.

(a) Om n stycken beslut ska fattas och om det for det j:e beslutet finns k; beslutsmojligheter
(1 <j<n),safinns det
ki koo ky,

olika mojliga beslutsfoljder.

(i) Enligt multiplikationsprincipen finns 5-4-3 = 60 olika méjliga treréittersmiddagar.

(ii) Antalet tvardttersmiddagar bestaende av en forrdtt och en varmritt &r enligt
multiplikationsprincipen 5-4 = 20 st, medan antalet tvarittersmiddagar bestaende
av en varmratt och en dessert dr 4 - 3 = 12 st. Totalt finns alltsa 20 4+ 12 = 32
stycken olika tvardttersmiddagar.

3.

(a) En k-kombination ur en méingd med n element, dr ett oordnat urval av k st element
fran en méngd med n element.

(b) Vi betraktar forst ett ordnat urval av k element. Till forsta elementet finns n st
mojligheter, till andra elementet n—1 st méjligheter,. . ., till k:e elementet finns n—k+1
st mojligheter. Enligt multiplikationsprincipen finns alltsa

n-(n—1)-...-1 n!

n'(n—l)'m'(”—kal):(n_k).(n_k_l)-...-lz(n—k)!

stycken ordnade urval av k st element. Pa detta séitt har man riknat varje oordnat
urval k! ganger eftersom det &r antalet sétt att ordna de k elementen. Det totala antalet

oordnade ulval blir alltsa |
n!

(n— k)K"

(¢) (i) Ett kombinatoriskt resonemang kan se ut sa hir: Sig att du vill vilja ut k
element ur en méngd med n + 1 element (1 < k < n). Antalet séitt att gora detta
pa ges av hogerledet, sa vi behover bara Gvertyga oss om att dven vinsterledet
star for samma sak. Lat oss dela upp de mojliga urvalen i tva kategorier. De urval
dér vi inte tar med méangdens forsta element och de urval dér vi gor det. Tar vi
inte med det forsta elementet, maste vi vilja ut k element ur de aterstaende n



elementen, vilket vi kan gora pa (2) olika sétt. Tar vi med forsta elementet maste
vi vélja ut ytterligare k — 1 element bland de aterstaende n elementen, vilket kan
goras pa (kfl) sitt. Totalt finns alltsa (Z) + (kfl) séitt att viilja ut k element ur
en méngd med n + 1 element.

(ii) Ett algebraiskt resonemang kan se ut sa hir:

Vb= (Z) i (kZ) - (n—n;c)!k! N (n—k+rll!>’<’f—1>’ B

n! n!

QO T P T TR pra v ey TR P T R
nl(n—k+1)+nlk nl(n—k+1-k)
k!

n—k)l!(n—k+1)(k—-1)'k  (n—k+1)k

o (n+D) m1N
_(n+1—k)!k!_< k )_HL'

4.

(a) Da viredan har antagit att a # 0 kan vi gora f6ljande definition: a delar b om det finns
ett heltal n sadant att b = na.

(b) (i) a=1-a och eftersom 1 € Z géller alltsa att ala.

(ii) Om alb och b|c, finns tva heltal ny och ny sadana att b = nya och ¢ = ngb. Alltsa
har vi ¢ = ngb = nonia = na dir n = ning € Z eftersom ni,ny € Z. M.a.o. géller
att alc.

(iii) Om al|b och bla, finns tva heltal ny och ny sddana att b = nja och a = nob.
Alltsa har vi b = ningb. Eftersom b # 0 kan vi dividera bada sidor med b och far
1 = ning, dvs ne = 1/ny. Eftersom ny € Z ér enda mdjligheten att ny = 1 eller
ny = —1 vilket (insatt i b = nia) ger b = a eller b = —a.

(¢) R é&r:

(i) reflexiv, eftersom enligt (b)(i) géller aRa for alla a € Z*.

(ii) transitiv, eftersom enligt (b)(ii) giller att (aRb och bRc) = aRe, (a,b,c € Z*).
(iii) ej symmetrisk, eftersom exempelvis 1,2 € Z* och 1|2 men 21 1.
)
)
)

(iv) ej antisymmetrisk, eftersom exempelvis 1, -1 € Z*, 1| — 1 och —1|1, men 1 # —1.
(v) €j en ekvivalensrelation, eftersom R ej dr symmetrisk.

(vi

d) Ja. Om vi byter ut Z* mot Z, far vi med samma typ av resonemang som i (b)(iii) att
+
(alb och bla)= a = b. Alltsa blir R antisymmetrtisk, och eftersom R da dr reflexiv,
antisymmetrisk och transitiv &r da R en partialordning.

ej en partialordning, eftersom R ej dr antisymmetrisk.

5.

(a) Om vi ger hornen namn enligt



1. (a,b) eller (h,1), (vikt 1),
2. (h,i) eller (a,b), (vikt 1),
3. (a,e), (vikt 2),
4. (d,g), (vikt 3),
5. (e, f), (vikt 4),
6. (e, h) eller (d, h), (vikt 5),
7. (d,h) eller (e, h), (vikt 5),
8. (c,e), (vikt 6).

Detta resulterar i det minsta uppspannande triadet

—
M\e‘

som har vikt 14+14243+4+5+5+6=27.

(b) (i) G och H &r inte isomorfa, eftersom G till exempel har en cykel med fem horn
medan H saknar en sadan cykel.

(ii) G och H #r isomorfa. Vi har ndmligen foljande bijektion f : Vg — Vg mellan
hérnméngderna Vi och Vi till G respektive H:

Att denna bijektion verkligen dr en isomorfi, kan vi exempelvis se av att de tva



grannmatriserna

Gla b ¢ d e H | f(a) f(b) f(c) f(d) fle)

al0 1 1 0 O f(a) 0 1 1 0 0

b|1 0 0 1 O och f(b) 1 0 0 1 0

c|1 0 0 1 1 fe) 1 0 0 1 1

d|{0 1 1 0 1 f(d) 0 1 1 0 1

el0 0O 1 1 O fle) 0 0 1 1 0
ar lika.

6.
(a) Eftersom sgd (4,1222) = 2 och 215, saknar ekvationen 16sningar.

(b) Ett enda steg i Euklides algoritm ger:
1222 =407-3 4 1.

Elltsa #r sgd (3,1222) = 1 och ekvationen har precis en 16sning [z] = [3]71 © [5] i Z1220.
Eftersom
1-1222+ (—407)-3 =1,

ser vi att [3]7! = [—-407] = [815] och var 16sning blir

[z] = [815] © [5] = [409] i Zi222.

(c) Eftersom [3] har en invers [815] i Z1222 har ekvationen precis en 16sning i Z222, némligen

[z] = [815] © [y] = [815y].

(a) (i) Nej. Eftersom det till exempel inte finns nagot heltal 2 sadant att 3z = 2, ligger
2 inte i f:s viardemingd och eftersom virdeméngden alltsa inte dr hela Z ar f €j
surjektiv.

(ii) Ja. Vi har for 1,22 € Z att
f(z1) = f(z2) = 321 = 322 = 1 = 29,
sa f dr injektiv.
(iii) Nej. Eftersom f ej ér surjektiv och siledes ej bijektiv, saknar f invers.
(b) (i) Ja. Eftersom ekvationen [y] = f([z]) = [3] ®[z], enligt uppgift 6.(c) har en 16sning

i Zi292 for varje heltal y, finns det alltsa for varje [y] € Ziaaz, ett [x] € Ziaaa
sadant att [y] = f([z]) och med andra ord &r f surjektiv.

(ii) Ja. Eftersom det, givet [y] € Zi222, bara finns en 1osning i Zjago till ekvationen
[y] = f([]), s& &r f injektiv.

(iii) Ja. Eftersom f #r bade surjektiv och injektiv har den en invers f=! : Zjg9o —
Z1222, och eftersom den entydiga 16sningen till ekvationen [y] = f([x]) 1 Z1222 ges
av [x] = [815] ® [y], ges alltsa inversen av

FH(l=]) = [815] © [a].



(a) Vi far:

r=1
2
s2=> 2r—10°=02-1-1%+(2-2-1)° =1+3° =28,
r=1
3
ss=>» (2r—10°=(2-1-1°+(2-2-1)°+(2-3-1)* =28+ 5° = 153,
r=1
4
54—2(27“—1)3: (2:1—12%+(2:2-1)34+(2-3—-1)> +(2-4—1)% = 148 + 73 = 496.
r=1
(b) Vi vill visa att
Y @r—1P=2n'-n* n=12... (1)

r=1
Bassteg: Med n =11 (1), far vi

1

VL=> (2r—1)° =1,

r=1
samt
HL=2-1"-1=2-1=1.
Eftersom VL = HL géller (1) for n = 1.
Induktionssteg: Vi gor foljande induktionsantagande: Vi antar att for nagot k > 1, sa

giller formeln (1) for n = 1,2,...,k. I synnerhet géller da formeln for n = k, d.v.s.

k

> o@r—1)* =2k — k. (2)

r=1

Vi vill visa att under dessa forutsiattningar géller formeln &ven fér n =k + 1, d.v.s. vi

vill visa att
k+1

Y @r—1P=2k+1)" - (k+1)%

r=1
Men i ekvationen ovan har vi da,
k+1 k
VL= @2r—1= Y (2r—1)° +2(k+1) - 1) =2k* — k> + 2k + 1)° =
r=1

r=1
N——’
=2k*—k?2 enl. (2)
=2k — k% + 83 4+ 12k + 6k + 1 = 2k* + 8k3 4+ 11k% + 6k + 1,

samt
HL =2k + 1)* — (k+1)* = 2(k* + 4k® +- 6k* + 4k +1) — (K> + 2k +1) =
=2k + 83 4+ 11k% 4+ 6k + 1.

Eftersom VL = HL géller alltsa formeln &ven for n = k + 1.

Enligt induktionsprincipen kan vi dra slutsatsen att formeln (1) géller for alla n =
1,2,3,....



