Uppgift 1 For vilka = € R giller |2z — 4| = 47

Uppgift 2 Lat
2

P
k:13

Sy =

(a) Visa att S, ar en geometrisk summa.

(b) Med hjalp av deluppgift (a) berdkna S,.

Uppgift 3 Los ekvationen e** + 2e* = 3.

Uppgift 4 Derivera funktionen f(z) = cos(z?)sin(3z% — 5z + 2).

Uppgift 5 For vilka = € R giller

1
—<2x—17
T

Uppgift 6 Los ekvationen sin(5z — %) = ‘/75;
Uppgift 7
(a) Skriv de komplexa talen
—25 31 —17i
oc T
4—3 4—3

pa rektanguldr form (dvs x + yi dir x och y &r reella tal).

(b) Lat z = a+ bi vara ett komplext tal, dir a och b &r reella tal. Skriv talen
2% och |2%| pa rektangulédr form.

c) Los ekvationen (4 — 37)2° — 252 4+ 31 — 17 =0, dar z € C.
Los ekvati 4 —3i)z? — 25 31 —17: =0, da C
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Uppgift 8

(a) Ange definitionen av ett polynom med komplexa koefficienter.
(b) Ange definitionen av nolistdlle till ett polynom.

(c) Antag att p dr ett polynom med reella koefficienter av grad k£ > 1. Visa
att om zg ar ett nollstélle till p, da ar aven z, ett nollstélle till p.

Uppgift 9 Bestdm reella talet a sa att funktionen
2% +2x — 3
flay=¢ *1

a om z = 1.

om x # 1;

ar kontinuerlig i z = 1.

Uppgift 10 Los ekvationen 3 — /x — 1 = v/4x + 5.

Uppgift 11 Betrakt komplexa talet

dirw=2+2iochz=1-1.
(a) Skriv u pa rektanguldr form.
(b) Beriikna |u| och arg(u) och skriv u pa polar form.

(c) Skriv u pa formen u = re och berikna u2°%8,

Uppgift 12 Berdkna grinsvirdet

oot a2 —20 -8
lim
z—2 xr— 2

Uppgift 13 For vilka © € R giller att « + |z — 3| > |z — 1| + 27
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Uppgift 14 Los ekvationen 2% = 4(1 — 2\/(3), dar z € C.

Uppgift 15 Lat A={z cR:0<z <3}, B={reR:1<z<4}U{0,1},
C={reR:2<x <4} Bestim mingderna

(a) AUBUC
(by AnBNnC
(c) (AuB)NC

Uppgift 16 Lat p var ett polynom av grad 6, med heltalskoefficienter. Poly-
nomet p ska ocksa ha egenskapen att p(—144) = 0 och p(—1) = 0.

(a) Ge ett konkret exempel pa ett polynom som uppfyller ovanstaende egen-
skaper. Polynomet ska vara given pa formen

p(z) = 2% + az® + ba* + ca® + d2® +ex + f.

Glom inte att motivera val varfor just det polynomet du har valt uppfyller
ovanstaende egenskaper.

(b) Los ekvationen
p(z) _
224+ (2—d)x+1—1

)

dar p(x) ar ditt konkreta exempel i (a).

4

Uppgift 17 Bestdm griansvirdet lim I
z—oo (20 — 1)*

Uppgift 18 For vilka = géller att = — [z — 3| < |z + 1| + 27
Uppgift 19 Los ekvationen In(3) + In(% + 3) = 2In(x).

Uppgift 20 Los ekvationen In(z?) = (In(x))?%.
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Uppgift 21 Lat a och b vara reella tal och lat f(z) = ae® "' vara en
funktion definierad for alla reella tal.

(a) Bestdm a och bsa att f(—1) =2 och f(1) = 2.
(b) Berdkna f(4) och f(71n(2)) exakt.

345

Uppgift 22 Beridkna summan Z 2.
r=3

Uppgift 23

(a) Géller foljande likhet

[Re(z2)[ + [Tm(2)|
V2

for nagot av de komplexa talen z = —1 + i eller z = ¢?

= ||

(b) For vilka komplexa tal z géller den givna likheten?

Uppgift 24 Anvind instdngningssatsen for att berdkna

. 2 1
lim sin(xz® + 1)
z—o0 1241

Uppgift 25 Lat p vara ett polynom med nollstiillena —1, 14iv/3 och —1+iv/2.

(a) Bestdm p om man vet att p ska ha sa lagt gradtal som mdojligt och att p
ska ha reella koefficienter.

(b) Bestidm p om man vet att p ska ha sa lagt gradtal som mdjligt och att p
ska ha komplexa koefficienter.

1024x)?
Uppgift 26 Bestdm griansvirdet lim ﬂ
z—oo 3+ 2
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Uppgift 27 Lat f: [—4,1] — R vara funktionen

f(x) = 2° + 6z + 5.

(a) Kvadratkomplettera uttrycket 2 + 6z + 5.
(b) Rita grafen till f.

(¢) Ange vardeméngden till f.

Uppgift 28 Los ekvationen /3z —2 — /8 — 22 = /2 — x.

Uppgift 29

(a) Definiera vad som menas med ett komplext tal och definiera vad som
menas med konjugatet av ett komplext tal.

(b) Lat 2 = a + bi, dir a och b &r reella tal. Berdkna zz och |z|2. Vad kan
du dra for slutsatser av dina berdkningar?

(c¢) Lat w vara ett komplext tal sadant att w # i. Berdkna

1+ w
w—1

Uppgift 30 Los ekvationen In(z) + In(z?) + In(2?) + In(z*) + In(2®) = 5.

Uppgift 31 Lds ekvationen cos(2z + §) = %;

Uppgift 32

(a) Ange definitionen av ett polynom med heltalskoefficienter och ange defi-
nitionen av ett nollstdlle till ett polynom.

(b) Lat
p(z) = 2% —2° —az* +22° — 32 + 30 + 2.

Bestdm a sa att x = ¢ ir ett nollstélle till p. Los sedan ekvationen
p(z) = 0 fullsténdigt, dir « € C.
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Uppgift 33 Lat f: R — R vara funktionen
fla) ="
(a) Forklara varfor f ar inverterbar.

(b) Bestam f:s invers.

Uppgift 34 Bestidm reella talet a sa att funktionen
2?2 — 25

flay={ *7°
20+7 om x =D5.

om x # 5;

ar kontinuerlig i x = 5. Motivera ditt svar!

Uppgift 35

(a) For vilka z &r |z + 1 > |1 — 2x|?

(b) For vilka reella tal a géller | — a| = a?

Uppgift 36 Los ekvationen tan(—z) =

s

Uppgift 37 Lat

(@) = e + V2?5 1) och g(x) = 5

Bestam f, g, och go f’s storsta mojliga definitionsméngd. Beridkna sedan go f.

Uppgift 38 Los ekvationen e** — 2e* — 3 = 0.

Uppgift 39 Partialbraksuppdela

x—1
24+x+1

(© Mittuniversitetet 2008 6 MAO055/56G



Uppgift 40

(a) Definiera vad som menas med ett komplext tal och definiera vad som
menas med konjugatel av ett komplext tal.

(b) Bestam om mojligt talet a sadant att uttrycket
24+ (1 —ai)z —8+i

blir jamnt delbart med z + i.

Uppgift 41

(a) Ange definitionen av ett polynom med reella koefficienter och definitionen
av gradtalet av ett polynom.

(b) Lat z = a + ib och w = ¢ + id vara tva komplexa tal. Berdkna Zw, zw,
z +w och Z+ w. Vad kan du dra for slutsatser av dina berdkningar?

(c) Lat p vara ett polynom med reella koefficienter och gradtal storre dn eller
lika med 1 och 1at z vara ett komplext tal. Beriikna p(z) (konjugatet av

p(2)) och p(z) .

(d) Om z &r ett komplext tal sadant att p(z) = 0, vad kan du da dra for

slutsatser om p(Z) genom att anvinda ditt samband mellan p(z) och p(2)
fran (c)?

Uppgift 42 Derivera funktionen f(z) = 2 cos(y/).

Uppgift 43 Betrakt funktionen

422 — 9
20+ 37

fz) =
(a) Bestdm storsta mojliga definitionsméangd D till f.
(b) Forklara varfor f : D — R dr inverterbar.

(c) Bestam f:s invers och ange inversens definitionsméangd och virdeméngd.

Uppgift 44 Los ekvationen sin?(z) + sin(z) = 0.

(© Mittuniversitetet 2008 7 MAO055/56G



Uppgift 45 Los ekvationen cos(2x) + cos(x) = —1.

Uppgift 46
(a) Lat A, B vara tva delmingder av R. Definiera vad som menas med att

f: A — B ar en funktion.

(b) Lat A C R vara en icke-tom méngd och h : A — R en function. Kom
ihag att vi siger att att h &r injektiv om h(zy) = h(za), 1,22 € A,
medfor att 1 = x9. Titta nu pa foljande tva funktioner:

f:{lreR:2>0} =R, f(z)=2> och g:R—=R, g(x)=2>.

Ar nagon av f, g injektiv? Motivera ditt svar.

Uppgift 47

(a) Definiera begreppet funktion.

(b) Lat f: R — R vara en regel som ges av

fz) =

T omx > —1
—r omax<3.

Ar f en funktion?

(c) Lat f:{zx € R: 2 >0} — Roch g : R — R vara tva regler som ges av

fl@)=vz, glo)=2+1.

Vilken ar (f o g)’s storsta mojliga definitionsméngd? Bestdm (f o g).

Uppgift 48

Betrakta funktionen
f(z) =e*° +In(2x + 3).

(a) Ange storsta méjliga definitionsméngd till f.
(b) Derivera f.
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Uppgift 49 Derivera funktionen f(x) = 62° + tan(z?).

Uppgift 50

(a) Ange definitionen av ett polynom med reella koefficienter.
(b) Utfor polynomdivisionen
P +z+1
r—1
(c¢) Bestdm om mojligt a sa att polynomet
p(z) =2 + ax + 1
blir jimt delbart med x + 1.

Uppgift 51

(a) Med hjilp av formeln

cos(a — ) = cos(a) cos(3) + sin(«) sin(3),
berékna cos(75).

estdm tan(a) i intervallet 0 < oo < Z om vi vet a
b) Bestim t i int llet O 5 i vet att
1

cos(a) =

(¢) Med hjalp av formeln
cos(a+ f3) = cos(a) cos(3) — sin(«) sin(/3),
visa att

1 — cos(2x)
5 :

sin®(z) =

Uppgift 52 Partialbraksuppdela

x?2—1
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Uppgift 53 Lat F': R — R vara en funktion definierad genom F(z) = ax 40,
a,b € R. Bestdm a och b sa att (F o F)(z) = z for alla x € R.

Uppgift 54

(a) Ange foljande formler m.h.a. summatecken:

1
(01+2+3+“.+n22@§_L
(i) 1+4+9+ Lo Mot D@D
. s .

(b) Berikna foljande summor m.h.a. formlerna i (a).

40

(1) D> (9 - 6n);

n=1

50

(i) > (n—3)%

n=10

Uppgift 55 Derivera funktionen f(z) = sin(v/2z + 1).
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